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Note  aber  Gleichungen. 

Von 

Herrn    Simon   ßpiizer^ 

Assist,  and  Privatdnc.  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institute 

EU    Wien. 


WeDD   eine  Function  q>{x)   so  beschaffen  ist,   dass  alle  ihre 
QDgeraden  Differentialquotienten 

q>'{x)        g)'"(ar)         q>^{x)  ....         f    . 

för  einen  bestimmten  Werth  von  x^  den  wir  a  nennen  wollen^  ver- 
schwinden, so  ist  die  Function  g?(ar)  eioe  Function  von  x^-\-ax-{-b 
(wo  0= — 2a  und  b  willkührlich  ist),  wodurch,  wenn  q>{x)=zQ 
wird,  sich  diese  Gleichung  durch  Substitution  von  x^-\-€LX-{-bz^i 
auf  eine  Gleichung  halb  so  hohen  Grades  reducirt. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  höchst  einfach ;  setzt  man  nämlich 

und  entwickelt  letzteres  nach  Taylor's  Reihe,  a;-f  ^  als  Zuwachs 
von  —  o  ansehend,  so  hat  man : 

*  ,p{x)=  9.(-|)  +  (^  +  f  )9>'(-f )  +§j (^  +  J)" y'C- J)  +  •••• ' 
QDd  da  nach  der  Voraussetzung  die  ungeraden  Differentialquotienten 

^'i-^y  9>'"(-J)   9>^'(-J).... 

sämmtlich gleich  Null  sind: 
Theil  XXU.  1 
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o« 


a« 


d.  h. 

oder 

g)(ar)  =x /(a:«  +  aar  +  6  +  j  -  6) 

was  sich  so  entwickeln  Ifisst: 

9)(ar)  = /(a:«  +  aar + 6)  +  r  j — 6  V  (ar"  +  oa:  +  6) 

+  2i(  4—  *J  Aa;« + oa?  +  6)+.... . 


/^ 


und  woraus  man  sieht ,  dass  wirklich  9(0;)   eine  Function  ist  von 


Wenn  eine  Function  fp{x)  so  beschaffen  ist^  dass  sie  selbst 
und  alle  ihre^geraden  Differentialquotienten 

g)(a:)        ^f\x)        g>^^(a:)  .... 

f&r  einen  bestimmten  Werth  von  x  verschwinden ,   so  wird  diese 
Function  q)(jK)  eine  Function  von  x^-i-ax-i-b  werden ,    wenn  man 

sie  nur  vorher  durch  x  +  ^  dividirt ;  denn  setzt  man 


a  a 


a. 


und  entwickelt  wieder,  so  wie  früher  q>( — ^+^+5")»  *^ch  Tay- 
lor's  Reihe,  so  hat  man: 

^=-^[9'(-?)+(^+|)9>'(-|)+|,(:r+|)V(-|)+....]. 
•und  da  nach  der  Voraussetzang  die  geraden  Differentialquotienten 


vi-^)      v'i-^)      v^n-^) 
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sämmtlich  gleich  Mull  sind: 

oder 
.r+2 


d.  h. 


^=/T(^+f)*j=/i:^*+«*  +  ^) 


^+2 
woraus  endlich  folgt: 


Ich  will  nan  zeigen ,  wie  sich  erkennen  lasse ,  ob  eine  lineare 
Differentialgleichung  lauter  particuläre  Integrale  besitze  von  der  Form 

y  =  g)(x^  +  aa:  +  6). 

Eine  solche  lineare  Differentialgleichung  lässt  sich  dann  durch 
Substitution  von  ar^f  rtar+6=|  in  eine  andere  lineare  Differen- 
tialgleichung verwandeln  9  die  wohl  von  derselben  Ordnungszahl 
ist^  aber  in  manchen  Fällen  mit  einfacher  gebauten  CoefGcienten. 

Das  Kennzeichen,  welches  ich  darbiete,  ist  äusserst  einfach 
und  besteht  in  Folgendem:    ist 

Xny(^)  +  X-i^Cn-i)  +  ;ir„-2y«~2)^ ...,  ^  Ä2y"+Xjy'+X^=0 

die  vorgelegte  Differentialgleichung,  so  sehe  man,  ob  die  geraden 
Differentialquotienten  (den  nullten  mit  eingeschlossen)  von 

nnd  die  ungeraden  von 

JÜq         JL*^         -A^.  . . . , 

oder  umgekehrt,  die  geraden  von 

1* 
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*»i^  -^2  "^4  *  *  *  * 

und  die  ungeraden  von 

Ji-I  A3  A^ .... 

sämmtlich  für  einen  bestimmten  Werth  von  x  verschwinden ;  findet 
diess  statt,  so  hat  die  lineare  Differentialgleichung  lauter  parti- 
culäre  Integrale  von  der  genannten  Form. 

I. 

Beginnen  wir  vorerst  mit  einer  Differentialgleichung  erster 
Ordnung.    Sei 

(1)  ir,y'+^oy=o 

die  vorgelegte  Differentialgleichung,  und  setzen  wir 

(2)  y^^^ix^-Vax-W), 
60  ist 

und  folglich  geht  die  Differentialgleichung  (1)  über  in: 

(3)  X^  (2ar  +  a)g)'  (x'^-{-ax\b)  +  Ao(p(a:2  +  aa:  +  6)=0. 

Sind  nun  X^  und  -Xi(2a:+fl)  Functionen  von  x^-l-ax+ö,  so  folgt 
ans  (3)  wirklich  q>(x'^  +  ax  +  b)  als  Function  von  x^-i-ax-{-6,  und 
somit  hat  dann  y  die  in  (2)  vorausgesetzte  Form. 

Damit  also  die  Differentialgleich.  (1)  das  Integral  y=q>(x'^-l-ax't-b) 
habe,  genügt  es,  dass  Xq  und  Xi(2x't-a)  Functionen  sind  von 
a^-irox-irb;  nnn  ist  Xq  eine  Function  hievon,  wenn 

Jlq        .  Jlq  2lq  ''^ .  • , . 

fSr  x=: — s"  verschwinden,    und  Xi(2x  +  a),  wenn 

,U,.   [X,(2x  +  a)Y       [X^(2x  +  a)r       [J^i(2ar  +  a)]^.... 

f3r  0;=:  —  ^  verschwinden.    Nun  ist: 

[^i(2a:  +  «)]'=Cix  +  «)^/  +2X1, 
[Xi  (2x  +  a)]-" = (2a:  +  a)  X,'"  +  2 .  3Jir,", 
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Für  ar=:— 2  gehe«  dieselben  über  in: 

2Ai        2.3Xi"       2.5X1^»^.... 
und  werden  Null,  wenn 

sind.     Wenn  daher  die  geraden  Differentialqnotienten  von  Xi  und 
die  ungeraden  Differentialquotienten  von  Jl^  für  den   bestimmten 

Werth  a:=--rt"  verschwinden,  so  ist  das  Integral  der  Differential- 
gleichung (1)  von  der  Form: 

y  =  (p{x^  -{-ax-[-  b). 

II. 

Gehen  wir  jetzt  zur  Differentialgleichung 

(5)  X^" -[.  Xyy' ^- X^y=0 

fiber.    Ans 

y=zq>{x^'\rax  +  b) 
folgen : 

y'  =(2:r  +  a)  q>'  (^r^+oar+ö), 

3(''=(2a:  +  a)V(^^  +  a^+^)+2g>'(^^+aar+6); 

und  setzt  man  diese  Werthe  in  die  vorgelegte  Gleichung  (5),  so 
erhält  man: 

oder  geordnet: 

(6)  ^(2a:+a)29"+[2^a  +  ^i(2^+a)]9>'+-Xog>=0. 

Ist  nun  wieder  jeder  der  CoefBcienten  von  9,  q>*  und  q/!  eine 
Function  von  x^-^-ax-^-b,  so  ergibt  sich  <p  als  Function  von 
x^+ax  +  b,  was  mit  der  vorausgesetzten  Form  übereinstimmt. 
Damit  der  Coefficient  von  cp"  eine  Function   ist  von  x^  +  ax  +  b, 

müssen  die  ängeraden  Differentialquotienten  von  X2  für  d?=z — -^ 

verschwinden,  denn  der  andere  Factor  des  Coefficienten  von  g>", 
nämlich  (2a? -fa)^»'  ist  für  sich  eine  Function  von  x^+ax-t-b,  da 

(2x  +  a)^—i(x^  +  ax  +  b)  +  (a^'-4bh 


Simon  Spiteer:    Note  lUer  Cleichungm. 
ist;  man  hat  daher  ^3(2a;-)-(r)^  gleich  einer  Function  von  x'^ax-k^b. 
TFenn  für  x= — „-  Tolirende  Gleichungen  statt  ßndpii: 


(7) 


-\a'=0        J«a"'=ü        Aa''=0.. 


Setzen    wir    nun    voraus,     diese    Gleichungen     finden    statt    und 
schreiten  wir  in  unserer  üntersunhung  weiter. 

Damit  der  Coefticient  von  tp'  in  der  Gleichung  (6)  eine  Func- 
tion ist    von  x^-^ax-yb,    müssen   die   mifieraden    Dtfferentialquo- 


tjenten  desselben  für  x^  —  3-  verschwinder 


die« 


\^X^^X^i:2x\o)\  =1X^  +[,Ti(2:r+«)]'. 
[2S^^^X^['ix^a)Y^'■lX^'  -\-[X^(^x^a)Y. 


Die  ersten  Theile  derselben,  nümlich  X^' ,  X^'" ,  X^'^'....  sind 
vermSge  der  vorausgesetzten  Gleichungen  (7)  sfimmtücb  gleich 
Kuli,  und  die  zweiten  Theile  werden  Null,    wenn 

-Y,=0        X,"=0        AV''=0.... 

sind,  wie  diess  aus  den  Gleichungen  (4)  folgt. 

Endlich  wird   noch   Xq  eine  Function  von  x^-\-ux-\-b,    fveno 

Xo'=:0        Xo'"=0        X„'=0.... 

sind.     Wenn  daher  die  geraden  Differentialquotienten  von  Xj  und 
die  ungeraden  Differentialquotienten   von  X^  und  Xt^^   für  den  be- 
stimmten Werth  x:= — ^^  sämmtlich  Null  sind,  so   sind  die  Inte- 
grale der  Differentialgleichung  von  der  Form: 
y=:^{x^  +  ax  +  6). 


III. 

Betrachten  tvir  noch,  ebe  wir  uns  lur  Allgemeinheit  erheben) 
die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  nämlich : 

(9)  x^,f'-tx^"+x^s'  +  Soy-0. 

Wir  haben  aus 
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r     Uieae  Werthe,  in  die  Differentialgleichung  ((I)  eingerührt,    geben: 

J,[(i,+o)>-+6(2a:  +  oX]  +  J-J(ir +  «)>"  + VI 
4A-,(2x  +  n),)'  +  A-.»  =  0, 
^nder  genrdnet; 

W  +[2J,  +  ,V,(2i  +  <,)]T'  +  Ji»=0. 

Der  erste  CocfScient  ist  eine  Function  von  ■x'-i-a:t:-^&,  trenn 
Xg(^-{-a)  es  ist;  weil  der  weggelassene  Factor  (Sar-f-a)',  wie 
gerade  früher  gezeii;t,  eine  Functioa  vaux^-i'ax  +  bist.     jr,(2j:-f-a} 

ist  aber  eine  Function  roii  x^  +  ax-^-b,  wenn  für  x^= — g- 

wbd,  wie  diess  aus  den  Gteicfanngen  (4)  folgt,  wenn  man  in  den- 
Mlbeo  fiberall  A'3  statt  X,  einführt. 

Die  ongeraden   Differentialquotienten   des  Eweiten    CoefBcien- 
teo  sind : 

[6X,(2.r+«)+X,{2.r+a)^]'  =6[.¥3(2ar+«)]'  +  [  Ji(2;r+o)«]', 


Ton  denen  jeder  aus  zwei  Theilcn  zusammengesetzt  ist;  der  erste 
Tbell  wird  Null,   weil 


sind,  und  diese  Bedingungen,  wie  eben  gesagt  wurde,  hinreichen 
tnin  Verschwinden  der  ersten  Theile;  der  zweite  Theil  eines  jeden 
Gliedes  wird  gleich  Null,  wenn 

sind.  Die  ungeraden  Differentialquotienten  des  dritten  Cuefliclen- 
ten  bestehen  abermals  aus  zwei  Theilen,  von  denen  die  ersten 
wegen  der  eben  aufgeschrlebeneu  Gleichungen  verschwinden,  und 
die  zweiten  dann,  wenn 
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sind,  und  endlich  verschwindet  dais  letzte  Glied,   wenn 

'  I 

.11  •  ■  . 

\ 

ist.  —  Wenn    daher    die    geraden   Diflferentialquotienten  von   Jfj    j 
und  X^  und  die  ungeraden  tön  Xq  und  X^    für  den    bestimmten    i 

Wertli  ^= — ^  verseil  winden ,    so  Iiat  die  vorgelegte  Differential-  . 

gleicliung  lauter  particuläre  Integrale  von  der  Form: 

y  =  cp{x^  +  ax  -[-  b). 

Betrachten  wir  nun  folgende  Differentialgleichung  nter  Ordnung: 
und  setzen  in  derselben 

*  .  ^  ■        •    •       • 

so  erhält  man: 

•    y   =(^x  +  a)(p', 

y"  =z(2x  +  a)^ip"  +29>', 

y^"  —  (2x  +  a)^  q)"'  +    6(2x  +  a)g)",  •      • 

yir^  (2^  +  a)4  (piF+  1 2(2^  +  a)2  tp»'  + 129'', 

3^  ^  =  (2a:  +  ö)ö  9  ^  +  20(2a:  +  a^  tp^V  +  60(2:i:  +  a)(p"'. 


woraus  man  sieht,  dass  die  geraden  Differentialquotienten  von  y 
bloss  gerade  Potenzen  von  2x-\-a  und  die  ungeraden  Differential<^ 
quotienten  von  y  bloss   ungerade  Potenzen   von  2x  -{■  a  enthalten. 

Wir  bemerken  ferner^   dass  die  ungeraden  Differentialquotien- 
ten von 

Z(2a:+a)        Xi^x-Y-aY        X{2x-[-a)^.... 
för  x-=  —  0  verschwinden,  wenn  für  denselben  Werth  die  Gleichungen 

stattfinden»    und  dass  die  ungeraden  Differentialquotienten  von 

X        A(2:r+a)2         A(2a: +  «)*....  ... 
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für  a:= — rt"  verschwinden,  wenn 

werden.  Denkt  man  sich  nun  den  ^Verth  von  y  und  die  Werthe 
von  ^,  y",  y,....  in  die  Differentialgleichung  (10)  eingeführt  und 
dann  nach  den  Differentialquotienten  von  9  geordnet,  so  erhält 
man  als  erstes  Glied,  das  mit  dem  Factor  q>^**)  behaftet  ist: 

Das  zweite  Glied  der  Differentialgleichung,  welches  g)("-^)  zum 
Factor  hat,  besteht  im  Allgemeinen  aus  zwei  Theilen,  den  einen 
liefert  ^("),  den  andern  ^(«-^);   sie  sind: 

beide  noch  mit  constanten  Factoren  multiplicirt,  deren  Werth  für 
uns  hier  ohne  Interesse  ist;  eben  so  besteht  das  dritte  Glied  der 
Differentialgleichung,  welches  g?(«-2)  2um  Factor  hat,  im  Allge- 
meinen aus  drei  Theilen ;  dieselben  sind  nach  Auslassung  der  con- 
stanten Factoren : 

Xn  (2a:  +  a)«-4        Xn-i  {2x  ^  a)»-^        ^„-2  (2a:  +  a)«-« , 

und  so  das  vierte  Glied  aus  den  vier  Theilen: 

Xn(2x+ä)^-^  Xn-i(:2a:+a)n-!i  uX„-2(2x+a)^-^  Xn^^(2x+ä)^''^ 

1 

u.  s. f.;  hiebei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  2x-\-a  in  der  Dif- 
ferentialgleichung nie  zu  einer  negativen  Potenz  erhoben  erschei- 
nen kann.  Falls  daher  irgend  eines  der  auf  eben  angeführte 
Weise  gebildeten  Glieder  Theile  hat,  wo  2a: +  a  zu  einer  nega- 
tiven Potenz  erhoben  vorkäme,  so  niüsste  dieses  ganz  weggelas- 
sen werden. 

Betrachten  wir  nun  jedes  einzelne  Glied  separat. 

Die  ungeraden  Differentialquotienten  von  Xn(2x-{-ä)^  sind  Null, 
wenn  entweder 

jr„'=o     Xu"'==o     Xn^=o.... 

oder  wenn 

X„  =  0         Xn"=0        Xn'^=0.... 

(Gl  a;=— o  ist;  ersteres  tritt  ein  für  gerade,  letzteres  für  unge- 
rade n. 
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Die  ungeraden  Differentialquotjen ten  der  Glieder,   welche  ■ 
Factor  qjf"-!)  besitzen,    bestehen  im  Allgemeinen  aus  aivei  Tlw 
len;     der  erste  Theil,    welcher   ein  ungerader  Differentia' 
von  Xn(^x-{-aY-^  ist,  wird  unter  denselben  Umständen  Null, 
es  das  erste  Glied  XJ,^x^-aY  wird,  weil  n  und  »—2  zu  gleid 
Zeit  gerade  und  uugerade  sind;  der  andere  Theil  aber  wird  C" 
genau  unter   den  entgegengesetzten  Umständen,   nämlich   1 
gerades  n,  wenn 


X^^i 


-0 


a:„_i"=o      a„_i"'=o  .. 


ist,  und  für  ein  ungerades  n,  wenn 


ist.     Von  den  drei  Theilen,  au 
besteht,  sind  die  beiden  erstei 


Hcheii  der  CoetiGcient  v 
Theile  Null,  unter  denselben  Um- 


ständen,   welche  die  CoefScienten  von  tpi")  i 
den  machen;    wus    den   letzten  Theil  anbelangt, 
gerade  n  Null,  wenn 

X.-a'=0        X„-^'=0       Xn-^-i'—Q 

Bind,  oder  wenn  n  ungerade  ist,   ffir 

jr«_a=0         Jt„_a"=0         Xn-i."'—i. 

u.  s.  r.    u,  s.  f. 


ichwin- 
)  ist  dieser  liOr 


Wenn  daher  die  geradi 
mit  eingeschlossen,    von 


und  die  ungeraden  t 


Differentialquotienten, 

Xo      Xj      x^.... 


Eämmtlicb  fiir  j:= — „  Terschwinden,    so   hat   die  Differentialglei- 
chung der  nten  Ordnung  lauter  partlculäre  Integrale  von  der  Form: 
y  =  rp(x^  +  ax-i-  b). 
Man  kann  diesen  Satz   kürzer  auch  so  aussprechen: 


Sind 


A'o    Zj    Xt- 


Xi 
2a: +a 


A3 

'ix  +  a 


X^ 

2a!  +  a" 


Functionen  von  a;*-|-oa;  +  6,  so  sind  die  particulären  Integrale  der 
linearen  Differentialgleichung 


Simon  Spll»ff:    Note  ilöer  Gleichungen.  \\ 

(10)  Xy'»i+-f,_,y"-i)+x,_ay-i'>+....+A;^"+A',y'+Ju.y=o 

■He  TOD  der  Form 

y^Vlar^  +  ax  +  fi). 
Sollt«!  der  Fall  sein ,  dass  die  geraden  Differentialquolienten  von 

.V.  X,  Xt... 
md  dl«  ungeraden  von 

X^         X3        X^.... 

sämmtlicb  für  x=:  —  ^  verschninden,  90  wird,   wenn  man  in  der 

gegebenen  Differenttalgteichuiig  j/=^'p(j^-^ax-\-b)  setzt,  dieselbe 
alsdann  durch  'ir  +  a  abkilrzbar  sein  (denn  Xq  X^  X^....  sind  oh- 
nediess  durch  ^x-^-a  theilbar  nnd  X,  X3  X^....  haben  respective 
die  Factoren  »/'  y™  y"'-—,  welche  auch  durch  'ir+n  theilbar  sind), 
md  die  so  entstehende  Gleichung  Coeflicienten  haben,  die  einen 
Schluss  erlauben  aul'  das  Vorhandeneetn  lauter  particulärer  Inte- 
grale von  der  angenommenen  Fnrtn. 

Nehmen  irir  als  Beispiele  folgende  Differentialgleichungen  vor: 
a)  f  +  A^xii"  +  A^x'^ii'  +  A^x^y  —  0. 

Man  ckennl  bald ,  dass 

V  =  9'(-»^') 
die  Form  sümmtlicber  particulürer  Integrale  ist.     Die  Substitution 
dieses  Ausdruckes  gibt,  trenn  man  zugleich  x^=|  setzt: 

8lv'"i-{iAa+Vi)tp"  +  (--iA^k-\-^Ai)'p'  +  A3l'P^Q. 
diese    lässt  sich   nach   Petzval's    Methode  iufegriren.     Ich 


jgleich, 
Fall  folgender  allger 


vorgelegte  Gleichung 
in  Petzval  betra'hteten  ist: 


«V  +  »V  iA^  +  B^-«)  +  xy'  {Ai  +  B^x-  +  Cio^") 
+  ;/lAa+Bo^"'+  r^*'"  +  öo^»"')=0, 
Dnd  daraus  hervorgeht,  wenn  mau: 

J„=ß„=:Cu=vl,^ß,=Ja=0    und   m  =  2 
leUf. 
b)  s'"  +  A,(x-{-a)f-i-A^{w+a)Y  +A^(x+a)^^=0. 


S&mmtliche   particulai 
^ad  von  der  Form 


Integrale  dieser  Differentialgleichung 


/ 
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yr=g)[(ar  +  a)2]. 

Substituirt  raan  diesen  Ausdruck  und  setzt  (or-f  0)^=^9  ^o  exhjOI^ 
man  wieder  genau  dieselbe  Gleichung  wie  oben,  nämlich: 

8^9"'  +  (44  J  + 12)  q>"  +  (2  Jag  +  2.^1)  <p'  +  A^i<P  =  0, 
Die  beiden  Gleichungen  von  ganz  allgemeiner  Ordnungszahl: 

3^(«)  +  A^xy^^-^)  +  A^x^y^^-^)  +  ....  +  ^„-10:«-^'  +  ^^x^y  =  *    ui 
und 

iy(»)  +  Ji  (a:+a)3^(«-i)  +  J^  (;r  +  afy^^-^)  + .... 

"...;+ J„-i  (a: + a)«-i  y  +  Jn  (a:+o)«y  =8^; 

haben  lauter  particuläre  Integrale  von  der  Form 

y  =  q>ix^)   und  y  =  (p[{x  +  d)^]; 

substituirt  man  statt  y  respective  q)(x^)  und  g>[(^+ö)^],  zu  glei- 
cher Zeit  x^=^  oder  (a:  +  a)^=:|  annehmend,  so  erhält  man  Glei«  ^ 
chungen  vom  Tzten  Grade,  deren  Coefficienten  sammtlich  vom  Grade  ^ 

n  w  —  J 

5-  oder  ■■  o  "  sind,  je  nachdem  nämlich  n  gerade   oder  ungerade 

ist.    Man^  kann  dann    leicht   die  Integration    dieser  Gleichungen 
nten  Grades  abhängig  machen  von  der  Integration  einer  Gleichung 

vom  Grade  ö"  oder — ö"-,  deren  Coefficienten  aber  vom  Titen  Grade 
sind. 

V. 

Es  ist  nicht  schwer,  diese  Untersuchungen  weiter  fortzufuhreo 
und  auszudehnen  auf  Gleichungen,  deren  sämmtliche  particuläre 
Integrale  von  der  Form  y=:cp(x^-{-ax^  +  bx-{-c)  oder  allgemeio 
von  der  Form  y=zcp{u)  sind,  wo  u  =  tp(x)  ist,  unter  i/^(:r)  eine  be- 
kannte, gegebene  Function  von  x  verstanden.  Man  hat  nämlich 
aus  y=zq)(u): 

y'=u'(p'(u), 

/'= m' V'(w)  +  ^u'u"(p''(u)  +  u'"q>'{u) , 


Die  Differentialgleichungen  (1),  (5)  und  (9)  gehen  durch  Ein 
(lihrung  von  y^=qi(;a)  über  in  folgende  anderem 
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Xiu'(p'(u) + X^tpiü) =0, 

JKa«' V(«) + (X^^' + ^i«')g>'(«) + ^g>(«) = 0 , 

X^u'^q>'^(uH  (SJTatt'tt"  +  A>'«)  q>"(u) 

Erstere  wird  ein  particuläres  Integral  von  der  Form  y=zq>(u) 
kaben,  wenn  Xiu'  und  JCq  Functionen  Ton  u  sind;  die  Gleichung 
(5)  hat  zwei  particuläre  Integrale  von  der  Form  y=g>(?/),  wenn 
Xjtt'^,  X^ti"  +  XiU  und  Ao  Functionen  von  u  sind;  eben  so  hat 
die  Gleichung  (9)  drei  particuläre  Integrale  von  der  genannten 
Form,  wenn  X^u'^,  3X^u'u"-\-X2u'^,  X^v!" -{■  X^u" •{■  Xiu'  und  Xq 
Functionen  von  u  sind ,  u.  s.  f.  u.  s.  f. 


II. 

Erweiterung  eines  Satzes  Tom  Schwerpunkte. 

Von 

Herrn   Dr.  H.  Burhenne, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren  Gewerbschule  in  Cassel. 


Bekannt  ist  die  folgende  Eigenschaft  des  Schwerpunktes: 
Sind  gleichschwere  Punkte  Ai,  A^»  -^a»«—  gegeben,  und  bedeutet 
B  den  Schwerpunkt  dieses  Systems,  so  ist  die  Summe  aus  den 
Quadraten  der  Abstände,  das  ist 

(Aiß)^  +  (A^B)^  +  (A^B)^..., 

ein  Minimum,  in  Bezug  auf  die  festen  Punkte  A  und  den  verSn- 
derlichen  Punkt  B.  Es  ist  auch  bekannt,  dass^  wenn  hier  die 
Linien  AiB,  A^B^  A^By..,.  nach  Grosse  und  Richtung  Kräfte 
▼orstelleoy  diese  sich  im  Punkte  B  das  Gleichgewicht  halten. 
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Erweltervfig  efnes  Safses 


'i  Schjrerpii! 


Das  Gleichgewicht  ist  mir  ein  besonderer  Fall  am  Pars 
gramme  der  Kräße,  nämlich  wenn  die  He^ultirende  gleich  (f 
wird.  IVIan  bat  die  Eigenschaften  des  Schwerpnnktes  bereits 
das  geometrische  Gebiet  gezngen.  Aber  dieselbe  Beachtung  ti 
dient  die  Zusammensetzung  von  Linien,  nie  sie  mittelst  des  f 
rallelogrammes  oder  Parallelepipedes  der  Krfifte  geschieht.  E 
durch  irird  man  aufmerksam  gemacht,  einen  allgemeineren  Ss 
zu  bilden,  der  jenen  vom  Schiverpunkte  in  sich  begreift.  Otee 
Satz  ist  folgender: 

Es  seien  n  Punkte  .4,.  A^,  ^3,. .../*„  im  Räume*  gegebt 
Wählt  man  nun  einen  Punkt  C,  und  bildet  aua  den  sämmtllch 
Linien  A^C,  A^C,  A^C,....AvC,  «ie  hei  der  Zusammensetzung t 
Kräfte,  die  resultirende  Linie  CD,    so  ist 

C^,  O)«  +  ( J^Z>)2  +  Ua  D)»  +  ....  +  (Ä„hy^-{CD)^ 

ein  Minimum ,  in  Bezug  auf  die  festen  Punkte  A,  das  feste  C  A 
das  veränderliche  D.  —  In  dem  besonderen  Falle,  no  CD 
Null  wird,  ist  C  der  Schiverpnnkt  des  Systems  und  unser  iSl 
geht  in  jenen  vom  Schiverpunkte  über. 

Der  Beweis  des  Satzes  ist  folgender:  Wir  betrachten  ein 
beliebigen  Punkt  K  im  Räume,  verbinden  denselben  mit  den  Pol 
ten  A  und  dem  C,  nnd  untersuchen  das  Vorzeichen  der  Differe 


[EAEP'-CE^  -  [SAD^—  CLP-]. 


SAE'^=  SiAlP  +  ED^-'iAD.  ED. cos  ADE) 


1 


SEC^=2{ CD^  +  DE^ —'iCD.DE. cos  CDE) 

ist,  so  vertvandelt  sich  jene  Differenz  in 

in~l)DE^—2DE[S(AD.cosADE)~CD.cosCDE]. 

Nun  ist   CD   die   Resultirende   aller    CA,    also    sind    sämmttit 
CA  mit  dem  entgegengesetzten  CD  im  Cleicbgewichte,   1 
indem  man  alle  Kräfte  in  die  Richtung  DE  zerlegt, 

2(AD. coa  ADE)— CD. coaCDE=0 

sein  ronss.     Folglich  vrird  jene  Differenz  zn 

(m-1)  DE^, 
ist  also  immer  positiv.  Demnach  ist,  vro  auch  der  Punkt  E  lieg 


SAD''  -  fßa  <  £JE^—  CtP, 


Man  fitebt  tekht,  <lasg  auch  der  nmgebehrte  Satz  gilt:  Wenn 
I  dB  Punkt  />  zu  n-f  1  Testen  Punklea  Ai,  A^,  Ag,....A„,  C  so 
L  fiegt,    dass 


wird,    so  ist    CD  die  Resoltirende  aus   den  Linien 
^C,  A^C.  A3C,....A„C. 

Die  allereinrachste  Anivendung  findet  unser  Satz  beim  Paral- 
lelogramme. Sind  die  vier  Eckpunkte  eines  Parallelogramiiies  der 
Folge  nach  L,  jJI,  N,  P.  so  ist  NJ}1^  +  NP^  ~  LJS^  kleiner  als 
MQ^+  PQ^  —  LQ^,  wo  auch  der  Punkt  Q  liefen  ma^.  Umge- 
lehrt: \Venn  ein  Punkt  iV  zu  drei  festen  Punkten  L,  Hl,  P  so 
Hegt,  daes  Nm  +  lVP^—Lm  ein  Minimum  «ird,  so  sind  L.  ^. 
Üf,  P  die  aufeinander  folgenden  Ecken  eines  Parallelogrammes,  — 
Em  anderes  Beispiel  ist  folgendes:  Wenn  an  einem  (recht-  oder 
ichiefMinkligen)  Parallelepipede  LR  ein  Eckdurchmesser  ist,  von 
(reichem  die  drei  Kaiiteidmien  L3I,  LN,  LP  ausliehen,  so  ist 
RM'  + IlN-'  +  kP^-liL^  «ia  Miiiinium,  für  die  festen  Punkte 
l,  M,  N,  P  und  den  veränderlichen  Pnnkt  P.  Umgekehrt: 
Findet  dieses  Minimum  Statt,  no  ist  LR  der  Eckdurchniesser  des 
durch  die  Kantenliaien  Ll^,  LN,  LP  bestimmten  Parallelepipedes 
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TEL. 

yeraUgemeinerang  der   cardanischen   Formel. 

Von 

Herrn  Sehulrath  Dr.  J.  H.  T.  Müller 

zu    Wiesbaden. 


Bei  der   Anwendang  der  cardanischen  Formel  wird  bekannt* 
lieh  vorausgesetzt,  dass  die  allgemeine  kubische  Gleichung 

vorher  auf  die  Form 

mit  fehlendem  zweiten  Gliede  gebracht  sei.    Darnach  hat  man  erst 

zu  berechnen»  um  för 


und 


.=v,-i+v((iy+(f)> 

.=vl-|-v((j)-+(f)> 

y"='--l(u  +  v)  +  li(u^t)V3; 
y"'=^i(u  +  v)^li(u^v)V3 

und  hieraus  endlich  x=y — g-  zu  finden. 

Da  der  Fall,  dass  die  gegebene  numerische  Gleichung  voll- 
ständig ist»  sehr  oft  vorkommt,  so  liegt  das  Bedürfniss  nahe»  die 
cardanische  Formel  so  umzugestalten» 


SernltgtinelneTung  tler  carilanischen  formet. 


dass  die  Werth 
bar  hergestellt 


■erden, 


so  wie  die  Hoffnun:;,  hieraus  eine  Erleichterung  für  die  Rechnung 
zn  gewinnen. 

Auch  ist  die  Kenntniss  der  uniniltelharen^bhängrgkeit  des 
X  Ton  a,  b,  c,  d  schon  an  nnd  für  üich  inleressnnl. 

Dies  zu  untersuchen,  was,  so  viel  der  Einsender  tveies,  his- 
hrr  noch  nicht  geschehen  *),  ist  der  Gegenstaud  dieses  kleinen 
Aufsatzes. 

Werden  anstatt  p  und  i/  die  oben  angegebenen  Werlhe  ein- 
geaelit,  su  ist  zunächst: 


(!)'+©■ 


_(2/i'-0nfic+-J7nV)''      (— A^  +  Snc)' 


-  AmaHcd + 729aMH1  OSfl'c' 


Bach  Ausscheidung  des  gemeinschartlichen  Factors  27(j*  im  Zäh- 
i«r  and  nach  gehöriger  Reduction  erhalt  man: 


(ff-m- 


•J7g«d«-6''r''  +  4ac»+  4ft'rf— I8n6cj 
4. -27.«* 


Der  Zähler  dieses  Bruches  lasst  sich  i 
+  ibH  ^-  iubcd         I 
+  4ac*  +  4aöcd        f 
^(flc^-^abed  l 

+  27a'riä-27aßc(/  ' 


'   +46rf  (ft»  +  ac) 
)  +4«c(c''+6d) 
I  -bc{bc  —  ad) 
+  27(jdM-6c) 


ilio  in 


46d(ö'+  nc)  +  4nc(c«  +  6rf)  +  [ad—bc)  (27«rf+*c) 

rcrnandeln. 

Da  in  diesem  Ausdrucke  die  Symmetrie  namoillich  durch  den 


Factor  27  gestürt  ist 
GrDndgleichung,    unbeschadet 


lersuch  gefijhrt,  der 
Allgemeinheit,    eine   andere 


■)  leb  bitto  die  Abhandlungen  im  Archiv  Tbl.  SL  Nr.  XSXIIl. 
B,  S4a.  —  ThI.  KU.  Nr.  MI.  S.  ISG.  —  ,ThL  KVL  Nc.  VI.  S.  SS. 
la  »ergleicheo.  ;  '■    *  '''•      inr    —   '  O. 

Thtil  XXII.  S 
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Form  zn  geben,   wornach  sie  dem  entwickelten  Kiibu«  eines  Bi 
noms  ähnlich  wird.    Es  sei  also  die  Gleichung 

gegeben,  so  dass 

a,  b,  Cf  d    in    a,  3/?,  3y,  i 
übergeht 

Dann  wird,  nach  Wegwerfung  des  gemeinschaftlichen  Faetors27, 

Dieser  Werth  ist  völlig  symmetrisch  und  erscheint  nach  eipent 
sehr  leicht  verständlichen  Gesetze  gebildet. 

Entwickelt  man  femer 

y      26»--9a6c+27ttg<g 
2""  2.33.a3 

so  ergiebt  sich  nach  einer  leichten  Zusamraenziehung,  so  bald  der 
gemeinschaftliche  Factor  27  auch  hier  ausgeschieden  worden : 

q  __a(a8^ßy)^2ß(ay--ß^ 

Man  erhält  demnach  aus  der  gegebenen  vollständi- 
gen kubischen  Gleichung: 

för 

1,-i         ■•■■     ■  ■         .•  ■  .         t. 


„=V  ' —      2«» ±V  2^:^*      — 1  ' 

WO    das   obere  Vorzeichen   für  «  und  das  untere  für  e 
gilt, 

ß 


^''  a;«'=-^-4(u+i?)-it(u-i?)V3. 

lo  u  und  V  ist,  wenn  man  von  der  3  absieht, 

1)  in  a,  /3,  y,  4:    ad-^ßy  der  Untersehied  der  Producta  der 
äussern  und  innern  CoeHicienten ; 

2)  in   o         jt'    Js       Q,  der  unterschied  des  Products  der 
äussern  Coeflicienten  und  des  Quadrats  des  mittlem ; 

wornach  sich  das  Gesetz  der  Bildung  von  u  und  v  sogar  leicm 
mit  Worten  wiedergeben  iässt. 

Setzt  man  a=l  und  /3  =  0,    so  ergiebt  sich,  was  zur  Probe 
der  Rechnung  dienen  kann,  sofort 

^ft-iwcax+ß)")!'    


in  Debereinstimmung  mit  der  cardaniscfaen  Formel. 

Gebraucht  man  bei  der  Berechnung  vollständiger  numerischer 
Gteicbvngea -iies   ^ritten^.Gradqs  die  AggregatiQ&sl^gal*lth- 
men,   wie  sie  der  Einaeoder  dieses  in  seinen   „VtersleUigcriii' 
Tafeln,    Halle  1844 '^  zur  Erleichterung  umgestaltet  hdt,   soiist^ 
die  Anwendung  der  obigen  Formel,    zumal   sich  sowohl  aö  —  ßy, 
als  sivich  äf—'ß^  zweimal  benutzen  Iässt,  im  AIFgemeTnen  liöiehter 
üDd  gfeithfofniiger,    aFs  wenn  erst   die  Transformation  der  gege^ 
benen  Gleichung  vorgenommen  wird.    Auch  Iässt  sich  dem  Alis-' 
drucke  noch  leicht  eine  für  die-  Rechnung  bequemere  Form  geben 

:    Bat.  die  g^geb^ne  Gleichung  drei  reelle  Wurvdn«  il^  4Ia<|/ 

(a8^ßy)^^i(ay^ß^)(ß8^y^)^0,  '  ^^^ 

to  giebt  die*  K^iöhiiung,   wenn  wfr  ^        '    '  r    ■    . 

ii<iio>     g(«)8  -^  ßy)  -^^ß  {af-^ß^ 


2a3  —  ^ 


und 


setzen,  wo  A  und  B  reelle  Zahlen  sind: 

u  —  V(A  +  iB);   t;  =  V(J— ii?). 


2* 
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Sei 

A-{-iB  =  Q  (cos^  +  i  fs  q>)t 

80  ist  auch 

A — t£=:p(cos9 — Uatp)j 

folglich  in  bekannter  Weise 

also,  für  ^  =  VU*  +  Ä2),  tgg,  =  ^: 

x'  =— -+29^cosJg), 


.w 


=  -  E- -  2eM4cos  |9)±iV3.  ftiy); 


« 


oder,  wegen  i=cos60o,    ;;v3=rs60O: 

Die  Rechnung  bietet  also  auch  fiir  diesen  Fall  keine  grSsi 
ren  Scbnierigkeiten,  als  bei  der  gewöhnlichen  Annahme^  dass  das 
zweite  Glied  der  kubischen  Gleichung  fehlt 

Aus  diesen  Griinden^  und  weil  die  Herleitung  unserer  Formel 
lehrreich  ist  und  nicht  viel  Zeit  kostet  ^  besonders  wenn  man  auf 
den  Beweggrund  zur  Annahme  der  Form 

aa:» + 3/?a:a  +  3ya? + d  =0 

verzichtet»    erscheint    mir    deren    Aufnahme    in    den    Unterricht 
zweckmässig. 

Auch  wird  sie  bei  der  Auflösung  der  biquadratischen 
Gleichungen  von  Nutzen  sein ,  wobei  man  bekanntlich  immer  auf 
eine  vollständige  kubische  Gleichung  zurückkommt. 
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Zusätze  zu  meinen  Arbeiten  Ober  höhere  Gleichungen- 


Herrn  Simon  Spitzer, 

Ai«i(L  DBd  Priratdoc   der  Matlicriintili   am   k.  k.  pal^technUcheo 

In»titate   lu    Wien. 


Ich  habe  in  drei  kleinen  Abhandlunj^en,  die  in  den  Sitzung- 
btrichten  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien 
uod  ztvar  im  FeLiuar-  und  Octnher-Uefle  des  Jahr^nngs  1851  und 
Im  Mürzhefle  des  Jahr^an^is  1S52  abgedruckt  erschienen,  unter 
Terschiedenen  Titeln  Zusülze  zu  meinen  Arbeilen  über  hüliere 
Gleichungen  *)  geliefert,  und  erlaube  mir  nun,  einen  Aufsatz  ähn- 
licher Att  hier  zu  verüffentlichen. 


Der  erste  Theil  degselb< 
habe  niiuh  nämlich  bemüht, 
A.  V.  Ettingshaueen  scfui 
coojngirten  Cun 


n  ist  eine  blosse  Uniarbeitunf;;  ich 
die  Iheib  von  mir  **),  iheils  vou 
denen  Eigenschaften  der  Haupt-  und 
.  Gesichlspuiikle  zu  betrachten,    um 


dadurch  unsere  gemei[ischaftlielien  Arbeiten  zu  einem  Ganzen  i 
verscbmetzen.  Die  dabei  angetvandlen  IMelboden  zeichnen  sich 
von  den  früheren,  vun  mir  gebrauchten,  durch  KSrze  vorthell- 
Iiaft  aus. 

Der  zweite  Theil  dieser  Arbeil  scheint  mir  von  grijsaerer 
Wichtigkeit.  Ich  stellte  mir  die  Aufgabe,  die  Asymptoten  der  ho- 
rizontalen Frojection  der  t;enannten  Curven  a.ufzulinden,  und  sodann 


')5;Ubit:  AllKcmeiiio 
einer  oder  mehreren 
•*)  Siehe:     S  i  tziin  f;«bei 


U   der    bniscriiehon   Ahademie 
im  Jiilihefto   de»   Jahrg.   1950. 


Sa    SpU9«T:  ZvsOtte  ^v  meinen  AröelUn  äöer  fiöltert  lilelcbuagt'». 

die  Gleichungen  dieser  honzontulen  Projection   nach  absteigenfl 
Potenzen  der  unalihHngig  Vanalilen  zu   entwicteln.     Ich    bei 
biezu  das,    von  mir  schon  8i>   oft  mit  Vortheil  angeivandte  H(B 
ner'eche  Verfahren,    das  sich,    wie  ieh    bemerkt  habe, 
vielen  Fällen    eben  so  zur  successiven  Berechnung   der  elnz^ 
Glieder  einer  Reihe  eignet,    win   es  sich  bekanntlich   zu 
siven  Berechnung  der  einzelnen  Ziffern  der  Wurzeln  einer  ZaU 
gteichung  als  brauchbar  erweist. 

Damit  nun  das  hier  Dargebotene  möglichst  klar  und  versÜI 
lieb  werde,  muss  ich  mir  erlauben,  den  We^  anzudeuten,  wie! 
«a  den  Linien,   von  denen  hier  die  liede  sein  soll,   und 

I  iHeHAiin^en  gelan:^  bin.  Meine  Absicht  war,  die  h^kannten,*^ 
dem  Newton'schen  Princip  ausgebenden  Methoden,  ivelche  | 
Berechnung  der  reellen  Wurzeln  höherer  Cleichnngen  dientei 
die  Berechnung  der  iniDginüren  Wurzeln  zu  überlragen.  OffenH 
musüte  ich  zuerst  die  Grenzen  derselben  bestininien  und  d^,i^ 
fuhr  ich  so:  Ich  gab  dem  u  in  der  zur  Auflösung  vorgelegt 
Gleichung 

.fiu)  =  0 
mciit  bloss  tvie  Descartes  reelle  Werthe  allein,  souder 
(magintire,  wie  ^  + jV  — 1 ,  und  zwar  solche,  welche,  in  tp{u)  i 
K  gesettt,  dasselbe  reell  machen;  alsdann  betrachfete  ich  diesf 
ttnd  y  als  Abscisse  und  Ordinate,    und   das  Hesullat   ihrer  1 

,    Mitution,  nämlich  91(3:+^ V  —1),  als  dritte  Coordinate  1  eii 
^eren  Gleichung  man  ^o  schreiben  könnte: 


(l) 


i-rpf«). 


u=x-|-4/V— I  und  I  reell  ist.     So  olt  man  für  zivei,    dwt-.i 

freigelegte,    ein    und    demselben    Aste    dieser    Cnrve    angehOllfl 

I   Werthe  «,+i3,V"^l  und  ü^H-iS^V^    entgegengesetzt    bez 

bete  £  findet,  k'ann  man  auf  das  Vorhandensein  wenigstens  I 

zwischen  «i+|3iV^ — 1  nnd  Rj-jJJaV — 1  liegenden  Wurzel  schlic, 

Die   auf  diese  Weise    aus  der  Gleichung  (1)  hervorgehend 
Pnrves  stehen   mit    der   Function  ip{u)   in  einem    Einkia 
I   durcb  die  bisher  übliche  Conslructionstvcise   nicht   erreicht    ward. 
Hch  führe  nur,    um  schnell  ein  Beispiel   zu    haben,    die   hüchsteD 
und  tiefsten  Punkte  der  durch 

repräsenlirteo  Cuiven  an,  für  welche,  wie  ich  gezeigt, 
9'(u)  =  0 


Spft%er:  Zuiälxe  *U  meinen  Arbetten^ar  MUere  Gleiehtmi»-   33 

■ein  sms».  Die  imaginSren  Wuraeln  dieser  Gleichung  (falla  6i« 
nar,  in  ^(h)  sabstiluirt,  ein  reelles  Resultat  liefetD)  entsprechen  im 
Allgemeinen,  gerade  so  ivie  die  reellen  Wurzeln  derselben,  hüch- 
atea  und  tiefsten  Punkten;  wird  olipr  Tür  einen  Werth  von  u  i  ein 
3,  KD  tvird  für  denselben  Weilh  von  u  t  auch  ein  Mini- 
I  ist  z.  U.  ivenn  eine  (reelle)  Zahl 'Jri  in  s»  ei  snicho  Tbeile 
nerden  soll,  dass  ihr  (reelles)  Produkt  ein  Qlajcimuni  oder 
imnm  uerde,  diese  Zahl  in  f^leiche  Tbeile  zu  theilen;  das 
nkt  n^  dieser  Theile  ist  ein  Maximum  im  Vergleich  zu  den 
llen  Zahlen  a-|-d  und  n  —  6-,  ein  Minimunt  hingegen  im  Ver- 
den iniaginSren  Zahlen  h+JV' — 1,  a — 5V— I,  in  die 
lieh  1a  zerlegen  lasst 

Wir  n-ollen  jetzt  die,  auf  die  eben  erwähnte  Weise  ans  der 
Gleichung  x=tp(u)  hervorgehenden  Curven  in  näheren  Betracht 
TgA/iii,  und  der  KinfHchheit  unserer  Untersuchungen  iregeo  (Qr 
y(ii]  folgende  Form  voraussetzen; 

(p(«)=t(»  +  ,^,«"-'+.*aM''-»-f  ....  +  i4H-i«+^B, 

nnler  J,,  A^  ....  A»-i,  An  beliebige  Zahlen  verstanden.  Wir  den- 
IcBD  uns  u  als  Horizontal-,  i  als  Hi-hencoordinate,  so  nämlich,  dasa, 
trenn  wir  von  einem  Punkte  sprechen,  dessen  Cuordinaten  u  und 
isiod,  dadurch  ein  Punkt  gemeint  wird,  dessen  Co  Ordinate  n  nach 
der  gevruhnlicben  Sprechweise  x,  y,  i  sind. 

Suchen  wir  nun  die  thirchsebnitte  der  aus  i=gj(K)  hervor, 
gebenden  Curven  mit  Ünrizontal-Ebenen.  Ist  i:=A  die  Gleichung 
einer  solchen,  so  ist  für  den  Durchschnitt  derselben  mit  den  Cur- 
ren  ip{n)=^k,  und  hieraus  folgen,  weil  <pla)  vtHii  nten  Grade  ist, 
■  Werthe  von  u;  sind  diese. 


"i  +  ß 


/^=i.  «a+jSaV-l.    Ba  +  ^aV^.. 


u  schneidet  die  Ebene  i—'^  das  Curvensystem  in  »-Punkten,  di« 
Itlgende  Coordinaten  haben: 


t  =  k 


i  =  h 


hieraus  sieht  man,  weil  h  ganz  beliebig  ist,  dass  jede  Ho- 
iflontal-Ebene  dieses  Curvensystem  in  n  Punkten  schneidet. 

Betrachten  wir  nun  einen  einzelnen  Curvenicwetg  des  Systems 
^at  L  Fig.  1.).  Die  Ebene  xy  schneidet  ihn  in  drei  Punkten  a,  6 
Dod  c.    Wird  die  Ebene  xy  aufwärts  geschoben,  so  ecbneidet  «ie 


34   Spitxer:   Zuiätte  au  meiiteit  Arbellm  über  liöAere  Gleichungen, 

stets  diesen  Zweig  in  drei  Punkten;  gelangt  die  Ebene  nach  < 
bßchsten  Punkte  m,    so  findet   hier  eine   Berührung  statt,    oder,  ^ 
was  dasselbe  ist,    ein  Schneiden    in  zivei  unendlich  nahen  Punk- 
ten.    Wird  die  Ebene  noch    weiter   hinaufjjerückt,    so  verschwin- 
den zwei  Durchschnittspuflkte  mit  dieser  Curve;  da  aber  jede  Uo*  . 
rizontal-Ehene    in    |rleichviel    Punkten     das    System    der    Curven  | 
schneidet,    sn   müssen   statt  der    verloren   gegangenen  ewei  neu«  i 
Durchsi'hnittspuiikle  erscheinen,  die  von  einem  Cnrvenzweige  her-  1 
rühren,  dessen  beide  Aesle  vnn  m  nach  aufwSrla  sich  crstreckeBl. 
Ganz  eben  solche  Betrachtungen  lassen  sich  vornehmen,  wenn  m«ii 
die  Ebene  nach  ubHärls    bewegt;    vom  tiefsten  Punkte  n  tritt  ei^ 
I  neuer  Curvenzweig   aus,    dessen    bt-ide  Aeste  nach    abwarte  eK9 
f  senken.     Man    kOnnte    dem    einwenden,    dass    die   neuen    Curven- 
Ixtreige  ja  nicht  genijthigt  seien,  gerade  von  m  und  n  anszugehenj 
r  cte  genügt  ja,    wenn    sie  ülierhaujit  von  einem  Punkte  ansgehen, 
)  3er  dieselbe  Höhe  hat  als  diese.     Wir  wollen  daher  die  hüchsteB 
.  und  tiersten   Punkte    von  z:=ip{u)    ein    wenig    näher  in  Betracht 
ziehen,   und   bloss  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,    duss  die 
CoelUcienten  von  (p{u)  reelle  Zahlen   sind. 


Schreibt  man  i 
so  erhält  man: 


i  =  ^{«)   statt  I 


I  Werth  :rH-yV^^, 


=  q>(x+p\rZl), 


.  und  wenn  man   den  Thell  i 
,   Keihe  entwickelt: 


chts    der  Gleichui 


Lch   Taylo 


oder  geordnet: 

und  wenn  man  berücksichtigt,    dass  ar  und  y  so  zu  wählen  sind, 
dass  I  reell  wird,  zerfallt  diese  Gleichung  in  folgende  zwei:  . 


[yl9''C^)-|'q="'(^)+....I=0; 


oder,  weil  die  letzte  derselben  als  Produkt   zweier  Factoren  Null 
wird,  wenn  es  der  eine  oder  der  andere  Factor  wird,  in: 
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^vW-fjvV)!-.. 


'  (   »'(;«)-äT<W  +  ....=0 

und  das  sind  die  aus  2^ip(ri)  heiFor^ehetiden,  durch  ilie  Coordi- 
TMten  X,  y,  i  ausgedrückten  (ileichungen  unserer  Curveii. 

Den  Gleichungen  (3)  entspricht  die  von  Descarte«  betrach- 
tet«, die  ich  Hauptcurve  nennen  will;  das  andere  tjystem  der 
Gleichungen  entspricht  Cnrven,  die  ge<ren  die  Ebene  xi  symme- 
,  trisch  geliani  sind,  diese  mÜI  ich  conjugirte  nennen.  Jene  reel- 
len Werthe  von  x  und  y,  welche  in  (3)  oder  (4j  sultslituirt,  j=0 
getien,  machen  dann  offenbar  rp{x  •{■  yW^ — 1)  lu  Mull  und  führen 
somit  auf  eine  Wurzel  jr+jV  —  1  der  Gleichung  qj(M)=:0. 

Die  llaujitcurve,  d.  i.  die  Curve  (3),  hat  im  Allgemeinen  höchste 
I  tiefüte  Punkte,    deren  Altscissen  der  Gleichung  g;'(;r)^0  ge- 
fi  Xi  die  Abscisse   eines   solchen  Punktes,    so  hat 
1  als  Coordlnaten  desselben: 

Diese  Coordinaten  gentigen  aber  auch  den  Gleichungen  (4),  denn 
MEt  man  in  ihnen  statt  j:,^,  i  respeclive  die  Werthe  a:|,  0,  q3(ar,) 

^d  beachtet  man  zugleich,  dass  ip'(,xi)=Q  ist,  so  erhSIt  man  die 
lentitäteu : 

tp{x{i  =.  q>{xi), 

0  =  0; 

niraus  man  sieht,  dass  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der 
Bauptcurve,    oder  vielmehr,    dass  jene  Punkte  der    Hauptcurve, 


t  Tangente  horizontal  läuft,  Punkte  s 
■giften  Cnrven  angehören. 


nd,    die  auch  den  c 


Ein  geometrisches  Bild  diene  zur  treiteren  Veransehnulicbung. 
lei  ABC  (Taf.  I.  Fig.  2.)  ein  Theil  des  Bildes  der  Hauptcurve 
fner  Gleichung  nten  Grades.  Eine  horizontal  durch  J/iV  gehende 
tbene  schneiilet  den,  in  der  Figur  sichtbar  geniuchten  Theil  der 
hnptcurre  in  4  Punkten;  rückt  diese  Horizontal-Ebene  weiter  nach 
"hvvärts.  so  schneidet  sie  ebenfalls  diesen  Theil  der  Hauptcurve 
in  4  Punkten,  und  tvird  diess  überhaupt  so  lange  thun,  bis  die  Ebene 
so  Keit  berahgerückt  ist,  dass  sie  durch  den  tielsten  Punkt  B 
geht,  in  welcher  Lage  zwei  Punkte  unendlich  nahe  zusammcnge- 
rOdtt  «rscheiaeo.    Ein  weiteres  Senken  der  Ebene  nach  ahwürts 
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macht,  äaaa  die  Uauptcurre  bloss  in  3  Punklen  ^eechoitten  wird; 
dadurch  gingen  zwei  Schnittpunkte  verloren,  wenn  nicht  eben  aus 
dem  tiersten  Punkte  B  die  conjugirleu  Curven  aus  beiden  Seiten 
der  Ebene  xt  heraustreten  würden  und  nach  abvtarls  sich  senk- 
ten. Ganz  ans  demselben  Grund»  erheben  sich  aus  den  hücbsten 
Punkten  A  und  C  Curven,  die  nach  aufwärts  steigen. 

Wenn  duher  die  Hauptcurve  einen  liefsfen  Punkt  hat,  der 
I  ober  der  w^f-EhBnc,  oder  einen  hücbsten  Punkt,  der  Mifer  der 
I  «^-Ebene  liegt,  so  konn  man  gewiss  wenigstens  auf  Ein  Paar 
I  oonjugirter  imaginärer  Wurzeln  der  Gleichung  ip(u)=0  schliesseo; 
I  teb  sage  wenigstens,  denn  die  conjugirte  Curve  könnte  ja  ein- 
I  oder  mehreremal  in  ihrem  Laufe  aus  einem  Steigen  in  ein  LSenken 
f  fjder  aus  einem  Senken  in  ein  Steigen  umkehren  und  da  zu  meh- 
reren Durchschnitten  mit  der  :r^-Ebene  Veraulatssung  geben. 

Fragen  wir  jetzt  ganz  allgemein  nach  den  Coordinaten  der 
höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  aus  i=^ip(u)  herrorgebenden 
Curven,   deren  Gleichungen  folgende  sind: 

1   i  =  q,(x)~f,<p"(.T)+f,,p"X^)  ~ 

[  yi<p'(.-c)  -  '^-,y"(x)+^yxx)  -....  ] =0. 

Um  diese  zu  finden,  hat  man  aus  der  letzten  dieser  Glen 
ehangen  y  zu  suchen,  herniicb  diesen  Werlh  in  die  erste  der 
beiden  Gleichungen  zu  subsfidiircn,  so  dass  i  als  reine  Function 
von  a:  dasteht,  dann  wird  für  die  hüchslen  und  tiefsten  Punkte, 
oder   überhaupt    für   »lle  Punkte  der  Curven,    an    die   horizontale 


Tangenten  gezogen  werden  kor 

Es  ist  sehr  leicht  einzuseti 
in  folgender  Form  wiedergeben 


fix- 


^0   , 


,  dass  die  Gleichungen  (2)  sich 


Gbergehen  i 


^  +  jV  —  l^u   und  x—y^— 


(6) 
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Denkt  man  sieb  laus  der  dotereo  CHeMbuog  y  g«fandeii,  hernach 
Sless  In  die  obere  Gleldbnog  Bobstitaht»  dann  differensirt,  so  er» 
hiitnan: 

-,  dx       ,  ■„  ,   du       „\  dv^ 

üui  ist: 

folgUeh : 

;  m    ^=U9'(«)(i+gv-i)+/w(i-gv^)]. 

DIess  Ist  abbSngig  von  ^ ,    welches  gefunden  wird  durch  IMffe- 
reotlation  der  Gleichung 

vnd  so  gibt: 

9/(u)  (1 + ^yr^y-v»  (1  -^  v^) = 0 

<i!y_y'(")— y'W  4/ — ? 

,       rfi-g)'(tt)+9>'(«')'^ 

f 

Es  ist   daher«    wenn  man  diesen   Wertb  In   (8)  substituirt,  nach 
gemachten  Reductionen: 

dz  _  ^^i£)(p'{t) 
Setzt  man 

.  ■  •  %    ■         '  * 

g,'(u)=g>'(x+yyr~i)=p+  e\^=i. 

wUt 

dx      P^.+  Q* 
dx—       P     ' 

WM  NoU  wH  für  P=0,    Q=Ö,  also  ßr 

*  * 

4)'(«)=:«  und  ^'ff^saO. 
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Gibt  es  also  eioen  Punkt  der  Curve  i  —  ^(v.),  tat  ivelcben 
<p'{u)=(i  ist  (es  ist  nämlich  immer  müglich,  dasn  die  aus  der 
Gleichunp;  9)'(u)  =  0  gefundenen  Werthe,  .vovon  einer  a  +  fSV^ 
sein  mag,  gar  nicht  zu  einem  Punkte  der  Curve  führen,  deren 
Gleichung  i-^ip(u)  ist,  nder,  mit  anderen  Worten,  es  ist  niüglicb,  * 
dass,  wenn  man  in  ^(w)  statt  u  ß  +  ,3V"^  setzt,  (p(a  +  |UV^l)  ] 
imaginär  werde),  no  wird  man,  um  beurtheilcn  zu  kennen,  ob' 
dieser  Punkt  trirklich  ein  höchster  oder  tiefster  ist,  seine  beiden 
nächslgelegenen  Punkte  in  der  Curve  betrachten  müssen;  sind  als 
beide  höher,  so  ist  er  ein  tiefster,  sind  sie  aber  beide  tiefer,  bo 
iet  er  ein  höchster  Punkt.  '  J 

Sind  also  x,  y,  i    die  Coordlnateo    eines  Punlctea  der   Currsl 
*=9'(")i  für  welchen  (p\u)=Q  ist;  ferner  a:-\-Jx,  y-\-Ji/,  z-fiflj 
die  Conrdinaten   eines  in   der  Nähe    desselben  liegenden  Punktes, 
flo  genügen  sie  offenbar  als  Punkte  der  Curve  (ä)   folgenden  Gleir 
cbungcn: 

Z     f  ^I 


(x-^^x-yS/^—l-^yST-i); 


(9) 


(  0= 


\ 


0=  7.  (,x-\-Jj--\-y'^-\  +^j  V-1)  - 
die  Tür 

Ax-\-^y\ — 1=  ^11,    i 
übergeben  in: 

welche,  nach  Taylor's  Reihe  eolvrickelt.  sich  so  stellen 
.  +  ^1=  i  t  [9(«)  +  ^^Co)]  +  [g>'C«)  ■  ^»  +  -?'(") .  ^«] 

\\,W'{xC).Au-'  +g."(c) .  ^c']+....  t. 

Berücksichtigt  man  die  Gleichungen  (6),  die  fiir  jeden  Punict 
der  Curve  gellen,  vnn  denen  ivir  Jetzt  sprechen,  unil  die  Glei- 
chungen ^'(w}:=0,  qj'(i')^0,  die  für  jene  Punkte  gelten,  an 
welche  hoiizontale  Tangenten  gezogen  nerden  kiinnen  und  für 
welche  die  jetzige  Untersuchung  eigentlich  angestellt  wird,  so 
hat  man  statt  der  zwei  aus  (9)  gezogenen  Gleichungen  folgende: 
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(. 


^*=  2  1 2i  f«*»  •  ^«»+9>"(«')-^«'*J+.j . 


0=      ^[9."(M).^tt«-g)"(i.).//c«].+  ...-; 

,  wenn  man  wieder  statt  u,  o,  du  und  //o  ihre  Werthe  ein- 
flhrt,  fibergehen  \n: 

A  =  j  jgi[9>"(^+»V^)(//x+//yV^)« 

-9)"(«-yV^=4)(z/j:-//y\^:^)«]  +  .... 


21  < 


Setzt  man  in  denselben  ^xr=zco8q>,J$,    /ty:=: Rin (p,Jt^   so 
hat  man: 


^»=  4  [y''  (^  +  » V^)  (cos  2g)  +  V"-  1  sin  2q>) 

+  9"  (ar  — y  V^T)  (cos  2g)  -  V^  sin  2(p)]  z/5*+...., 

0= » [q>"  (x  +y  V^)  (cos2g)  +  V^^  sin  2g>) 

—  g)"  (ar — y  V^=I)  (cos  2g)  —  V^  sin  2g>)]  JsH..> 

die  sich  fifr  fortwährend  kleiner  werdende  i^:r  und  Jy  ohne  Ende 
folgenden  Gleichungen  nähern: 

fc=U<(^+yV^)(cos2g)  +  V^sin29) 

+  9>"  (^— 3^  V-1)  (cos  2g)—  V*=nsin2g))]  *• , 

0  =     g>"  (a:  +  y  V"^)  (cos  2g)  +  V^  sin  2g)) 

— 9>"  (^  -  y  V^^)  (cos  2g) — \rZl  sin  2g)) ; 
»oniw; 

«z = I9,"  (« +y  V~^)  (cos  29» +V^  «In  2g>)  rfj». 


(W) 


l       •  '  ■        '!■«••      1.. 


folgt.  Aas  der  letzten  Gleichung  erhält  man  fiir  <p,  welches  der 
Natnr  der  Sache  nach  nur  Werthe  von  0^  bis  360®  haben  kam», 
vier  Werthe;  ist  der  kleinste  von  ihnen  tf^.so  sind  alle  der  letz- 
ten Gleichung  genügenden ;  ' 
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a,    «+90",    «+180",    «  +  270». 

Setzt  man  jetzt  für  91  in  die  erste  der  Glelchunijen  (10)  a  oder  ' 
«i-|-180°,  so  erhält  man  ein  mit  einem  bestimmten  Zeichen  begab-  ! 
tes  Si;  also  sind  die  beiden,  nächst  x,  y,  i  sich  I)eflndendeD,  ■■ 
einander  entgegengesetzt  liegenden  Punkte,  deren  Gonrdinaten 


ar+( 


sa.ds.    if  +  !ihits.ih,     i  +  ß: 


x-|-cne(a  +  180<').(/s,     i/H-sin(c-)-1800).rfj,     i+Ji 
sind,  KU  gleicher  Zeit  hiiher  oder  tici'er,  als  der,  dessen  Coordinaten 

■■e,    y.     J 
sind.     Setzt  man  ferner  fnr  tf,  in   die   erste  der  Gleichungen  (10) 
«  +  Q0"  oder  k  +  Ü?^,    so  erhSlt  man  wieder  Ein,   mit  einem  be- 
stimmten, dem  vorhergehenden  gerade  entgegengeselzten  Zeichen 
begabtes  61;    denn  früher  hatte  man: 

di^Ucos2K  +  \^— isin2«)5)"(a:  +  yV"^).ds', 
nnd  jetzt  iat: 

fc=i[cos(2o+IS0")  +  V^sinC2ii+]80")l?."(a;  +  :yV^=^).A» 
War  der  Punkt,  dessen  beide  Nachbaren  dieUorizoDtal-Coordinaten 

x-\-coaa.ds,    y  +  sincf.rfj 
und 

Ä+r.os(«+180").rf*,    5+sin(a+I80").rfs 

faatten,  ein  höchster  oder  tiefster,    so  ist  derselbe  Punkt,  dessen 
beide' nächs^elegenen  die  Horizontul-Coordinaten 

ar  +  cos(o+90o).rfs,  y+sm(>^-\-m'^).dt 
ood 

a:  +  cos(tt+270O).dj,    s+sin(tt+270o).(/j  ,       ,. 

haben,  resgective  ein  tiefster  oder  höchster. 

Hat  man  also  die  Masima-  und  Minima-Werthe  einer  Function  I 
z=z<p[a)  zu  bestimmen,  so  bilde  mun  die  Gleichung  gi'(u);=0  vaA  ' 
Bsche  ihre  Wurzeln.     Seien  die  reellen  \< 


und  die  imaginären 

«.+AV^,   b,+&V^.  o,+ftV3,  e,-\-py^.... 
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n  Arbeiten  tUer  Mihere  Gteic/uingetu    'i\ 


Dann  bilde  man  eich  q)"(u)>  suhstituire  in  demselben: 

1)  die  Werlhe  Ton  Oi ,  a^,  03,  a,,....  und  untersuche  Jas 
Zeichen  des  Resultats.  Je  nnchdem  dieses  positiv  oder  nefrativ 
üt,  hat  die  Hiiuplcurre  tiefste  oder  höchste,  hingegen  die  daselbt 
senkrecht  stehende  conjugirte  Citrve  respectlve  hiichste  oder 
(iefcte  Punkte; 

2)  jene  von  den  imaginären  Werthen  «  +  ßV — 1.  neJche,  in 
t=^(u}  ctalt  K  sulistituirt,  i  reell  machen.  An  diesen  Punktea, 
welchen  die  Coordiaalen 


S=?,     i=T(«  +  ;!V-l) 


veier  Curvenzn'eige 
hat    daselbst  sein 


mkommen,  findet  aach  ein  Uurchschoeideti 
unter  rechtem  Winkel  sfult;  einer  von  ifani 
Haximum,  der  anilere  sein  Itlinimuni. 

Wenn  daher,  um  unsere  letzt  gezeichnete  Figur  beizubehal- 
ten, der  conjugirte  Curveiizneig,  der  sich  daselbst  abwärts  senkte, 
nur  irgendivo  nieder  erhebt  und  dadurch  zu  eiuem  tiefsten  Punkte 
Anlass  güit,  so  trürde  gleich  von  da  sich  eine  andere  Curve,  die 
erstere  senkrecht  durchschneidend,  nach  abnärts  senken,  um  eiuen 
bücbslen  Punkt  berbeizufübren. 

Die  hier  gemachten  Schlüsse  sind  unstatthaft,    trenn 

9"(Ä+y  V^— 1)=0,  also  auch  (f"(x — y  V  —  lj=0 

i«t;danD  gehen  die  beiden  aus  ('J)  entwickelten  Gleichungen  über  in: 

'  .-> 

ood  fährcD,    auf  dieselbe  Weise,    irie  die  früheren,    ihnen  analo- 
geo,  behandeltr  zu: 

ai=J(cos39+ V^^siD3qj)g)"'(a;+yV^)rfj*, 
(11)         .    „      _  q>^(x+y  V=I)-y"'(:r-y  V^~) 


tg3gi= 


9™(^  +  y  ^-1)  +  V"(*-SV-1) 


v^. 


rende)  Werthe : 

«.     a  +  fiO". 
Set^tt  man  ffir  rp  i 


■;  Zusftlae  iu  mehien  Arbeiten  über  ti/ihere  lUeichnngtn. 

■  leisten  Gleichaiig  erhält  man  für  gi    fnl!>ende  sechs 
ich  unter  gleichen  Winkeln   schneitlentlen  (jeraden  Tüh- 


«+I20»,     «  +  I800.     n+2400,     b  +  SOO". 


rp  in  ilie  erste  der  Glelcliiiniien  (11)  die  beiden,  in 
Beziehung  auf  den  Punkt  M  einander  gegenübcrslehenden  Punkte 
der  Curve,  entsprechenden  Werthe  «  und  «H-ISÜ",  oder  0+60* 
nnd  ß  +  240",  oder  a  +  120o  und  o  +  300",  so  erhiilt  man  in  jedem 
Falle  äz  einmal  positiv  und  ein  andermal  negativ,  also  hat  keine 
der  drei,  sich  im  Punkte  x,  y,  i  unter  gleichen  Winkeln  schnei- 
denden Curven  daselbst  einen  h<ich»ten  oder  liefaten  Punkt,  son- 
dern alle  drei  haben  daselbst  einen  Wendepunkt. 


Die  hier  cremachten  Schlüsse  sind  i 


istatlhaft. 


fp'"(x^-y'\r-l)  = 


,  also  auch  ^ 
!  die  eb( 


■•"{x—y\—\.)=(i 

ähnliche,    wie  die  eben  geninchte  Analyse  Gber-'_ 

1  sich  in  diesem  Falle  von  dem  Vorhandensein  von  Tier'' 

'  »nter  gleichen  Winkeln  sich  schneidenden  Curvenzneigen,  tvovoil 

iWei  in  x,  y,  i  ihren  höchsten  und  die  zwei  andern,  in  ihrer  Ho- 

rizontalprojection   znischen  ihnen  liegenden,    ihren  tiefsten  Punkt 

Und  endlich  ganz  allgemein:    Besieher 
x,  y,  I  unserer  zu  untersuchenden  Curven 


9'  (.^  +  2/*^^)^-?'  {:^ 


für  irgend  e 
die  Gleichui 


I  Punkt    i 


so  findet  eine  Vereinigung  von  m  Curvenzweigen  unter  gleichen 
Winkeln  slalt,  die,  falls  m  gerade  ist,  da  zumTheil  ihre  höchsten, 
Eum  Thell  ihre  tiefsten  Punkte,  falls  aber  m  ungerade  ist,  da  lau- 
ter Wendepunkte  haben. 

Wir  gehen  Jetzt  weiter  zur    Bestimmung  der    Asymptoten  an' 
die  horizontale  Projection  dieser  Curven ,  deren  Gleichung 

y  1 -p'(.r)- 1-,  ^W -f  |i  q^'V)  -  ■  -  I  =  0 


y=(lT  +  A 
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die .  Gleiehnng   einer    Asymptote»    so    mass   sich    die  vorgelegte 
Gleichung  auf  die  Form 

gebracht  denken  lassen.    Aus   ihr   ergehen  sich   die  Gleichungen: 

lim^  =  f/, 

\im(y  —  aa:)  =  6, 

lim  {ay  —  ax^  —  öx)  =  et , 


•     • 


•n 

kt 


WO  das  Zeichen  limes  sich  auf  fort  und  fort  wachsende  Werthe 
TOD  X  bezieht.    Um  a  zu  bestimmen,  braucht  man  in  der  Gleichung 

der  Curven  nur  —  =:a,   d.  h.  y=aa:,   zu  setzen,  und  die  Grenze 

m  suchen,  gegen  welche  a  beim  unendlichen  Wachsen  von  ar 
coDvergirt.  Hat  man  a  gefunden,  so  ergibt  sich  6,  wenn  man  in 
der  Gleichung  der  Cnrve 

setzt  und  die  Grenze  sucht,  gegen  welche  b  für  beständig  wach* 
seode  ^  sich  nähert  Jedem  System  reeller  "Werthe  von  a  und  b 
entspricht  alsdann  eine  Asymptote.  Setzt  man  daher  in  der  vor- 
gelegten Gleichung,  die  sich  auch  so  schreiben  lässt: 

<y;(a:+yV^-l)=<3p(a;-yV^), 
Jl^ax,    so  erhält  man: 

q>(x  +  axW  —  1)  =  q>{x  —  axV^ — 1), 
imd  wenn 

ist  (wo  sämmtliche  CoeflGcienten  A  reell  sind): 

(x^-ax^T^r^A^  (a:+€ia:  V^^)«-i  + .... + A-i(a:+aa:V^=T)+ J„= 

(o:— fif:r  V— l)»+^i(a:— aar  V^)«-^  + ....  +  A-i(a;— aa?  V^^)+il„. 

Dividirt  man  beiderseits  durch  x^,  so  ist: 

(1  +  aV-\Y^  ^(l  +  «V'^)»-H-.+  ^f  (1  I-  a\^-f)= 

(1  _  a^-T)« +§  (1  -  a\^:=T)«-> +....+ ^  (1  -  flV^) , 
Theil  XXII.  3 


34  Spiixer:  Zusätze  %u  meinen  Arbeiten  über  höhere  Gleichungen. 

und  die^  Gleichung  nähert  sich  für  wachsende  x  ohne  Ende  der 

Gleichung 

(l  +  a  V^)«  =  (1  -  a  V^)«, 

welcher,    weil  sie  vom  yiten  Grade  ist,    n  Werthe  genügen,   und 
diese  sind: 

XgQo  ]goo  180^ 

a=(F,  a  =  tg ,  o  =  tg2.  -77-,  ....  a  =  tg(w— 1).—  > 


n 


n 


n 


denn,  setzt  man  in  ihr 


a  =  tg  m . 


I8O0 


n 


so  erhält  man"  die  identische  Gleichung : 

(l  +  tgm.-i^.  >A=I)«  =  (1_  tsm.  ?^.  \A: 
weil  hieraus 


D«* 


1800  .  ^r-^  .        180«        ,           1800     ^—.  .      IW» 
(cosm  • h  V  —  J  smm. )«  =(cosm.  •^:: V  —»-Isin»? .-;;-)• 


n 


n 


n 


n 


oder  endlich 


cosm.  180o+V—lsiom.l80o=cosw.  180«— V^—lsiom.  1800 
.hervorgeht. 

Setzt  man  jetzt  in  der  Gleichung- 

(p(x  +y\r—l)  =  (fix — y  V^) 
ysszax  +  b,    so  erhält  man :  ^ 

(p(x  +  axV^  +  6  V^^)  =  (p(x — axV^ — 6  V^^) 
oder  entwickelt: 

q>(x+iix\r^)+bV'^y(x+ax^^l)'-^^(p'\x+axV^)-^.M 

9(^~r/a:  VI^)— 6  V=T.  9'(a;— aar  V'^)--|^9''(a:--aa' V'^H.... 
und  da 

9'  (m)  ~wtt»-i  +  ^,  (w  ~  1) M«-^+ ^a(»— 2)  w«-«  ^  .... , 

U.      8.      W. 


•  .^  1 
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ist,  so  Ferwandelt  sich  obige  Gleichong  in: 

(«—  axyr^)*  +  {Ai  —  bn'Sr—l)  (x  -  ax^^^)—^ 

+  [At—b{n-i)Ai^f—i  —  ^w(»— l)]  (ar  -  «ur  V^)»-*+— 

Nan  ist  a  so  gewählt  worden,  dass 

{x  +  ax^—\y^i{x—  axW  — 1)» 

ist;  maD  kaon  daher  beiderseits  das  erste  Glied  weglassen ;    divi- 
dirt  man  dann  noch  durch  a:<*~' ,  so  erhält  man : 


(J,  +  6n  V- 1)  (1  +  aV-1)«-» 
(i,-.6nV^)  (1  -  «V~=l)"-» 


^n(n  - 1)](1  +  oV^)— «+...= 


^«(n  - 1)]  (1-  oV^=!)«^«+-.. 


md  diess  nähert  sich  für  ohne  Ende  wachsende  Werthe  von  x 
bit  und  fort  der  Gleichung: 


oder,  wenn  man  beiderseits  mit  (1+oV— 1)(1 
cirt  und  dabei  berOcksichtigt,  dass 

(1  +  oV^)"=ll— aV^)" 


V^)  maltipU- 


ist: 


{Ai  +  bn^T-i) (1  - aV^) = (4  - 6n V^) (J  +  aV^) , 


wonas  folgt: 


n 


Die  Gleichung  der  Asymptoten  ist  daher: 

mfi     A.  1800 

^  =  artgm.  -^+ ^JT^S«»- IT' 


3^ 
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wo  m  die  Werthe 

0,     l,    2,    3,  ....  n—1 

bat.     Alle  n   Asymptoten  «schneiden    sich    daher    in   dem   einen 
Punkte,    dessen  Coordinaten 

.r= ,    «  =  0 

n       ^ 

sind.    Ist  n  gerade,  so  £|^eht  die  Gleichung  jener  Asymptote,    für 

n 
die  m  =  ^  ist,  nämlich 


über  in 


.y=(:r+^*)tg90". 


V 


Da  die  allgemeine  Gleichung  der  Asymptoten 

180«      A.  180^ 

«/  =  a:tsjm. -f  - —  tgm. 

^  ^         n         n    ^         n 

^  ist»  so  läset  sich  die  Gleichung 
in  Reihen  verwandeln  von  der  Form 

and  diese  sind  für  grosse  Werthe  von  x  gewiss  convergent.  Man 
konnte  nun  die  Zahlen  a,  ß^  7>***-  genau  so  finden,  wie  wir  a 
und  b  gefunden  haben,  allein  bequemer  scheint  es  zu  sein,  den 
Weg  einzuschlagen,  den  wir  gegangen  sind  bei  der  Berechnung 
der  Wurzeln  der  Gleichungen ;  die  einzelnen  Ziffern  derselben  sind 
äquivalent  den  einzelnen  Gliedern  dieser  Reihe,  und  so  wie  bei 
der  Auflösung  der  Gleichungen  die  successive  Berechnung  der 
einzelnen  Ziffern  vor  sich  gebt,  genau  so  geht  hier  (}ie  successive 
Berechnung  der  einzelnen  Glieder  der  Reihe  vor  sich. 

Zum  bessern  Verständniss  diene  folgendes  Beispiel: 
Die  Gleichung 
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^ht  in  diesem  Falle  über  io: 

(1)  y(2a:8  +  9ar  — 3— 2ary«)=:0. 

DieGieichuDg  der  Asymptoten  ist,  da  man  ^|=0,  n=4  hat: 

^=:a:tg7/i.45^, 

and  da  m  die  Wertbe  0,  1»  2,  3  annimmt: 

^=0,    y=ar,    ar=0,    i/  =  — a:. 

Die  erste  Gleichung  ^=0  leistet  der  Gleichung  (1)  identisch 
Genüge,  es  sind  daher  die  mit  a,  ßy  y,...>  bezeichneten  Grössen 
in  diesem  Falle  sämmtlich  gleich  Null.  Die  zweite  Gleichung 
y:=x  entspricht  einer  Carve»  deren  Gleichung 

ist,  und  die  sich  vollständig  aus  (1)  berechnen  lässt,  da  aus  der- 
selben folgt: 


»=V-"4-l- 


und  sich  hier  auf  gewohnliche  Art  leicht  die  Wurzel  ziehen  ISsst ; 
allein  wir  schlagen  doch  den  vorhin  angedeuteten  Weg  ein,  weil 
er  in  jedem  Falle  passt,  wie  hoch  auch  immer  der  Grad  der  Glei- 
chang  (1)  ist.    Ordnet  man  daher  die  Gleichung 

(2)  2a:3  +  9a:  — 3— 2a:^«  =  0 

nach  fällenden  Potenzen  von  y,  und  bildet  dann  mittelst  des  Hör- 
Der'ischen  Verfahrens  eine  neue  Gleichung,  deren  Wurzeln  um  a; 
kleiner  sind,  als  die  Wurzeln  y  der  Gleichung  (2),  so  hat  man 
so  vorgehend: 


—2a:     . 

0 

2a:»  +  9ar-3 

-2x 

—2a:« 

9a;— 3* 

—2a- 

—  4a:«* 

die  Gleichung 

(3)  — 2ar;y2  _  4,^-2^  ^  9 <^  —  3  :=  0 . 

welche  die  Auflosung  hat: 

a       ß       Y 


Ü  Bp4tm€r: 


TcnHMUtai^  warn  'jMi  n  a>  fir 


9 
9 


BHkt  MMi  Bill  ffieder  cme  «ew  tncickiitts,   dem  WanelB 

9 
^  Ideiser  «md,  aU  die  Wancia  jf  tob  (3),  sa  kai  mib  aach 


-2a?  — 4r*  9r— 3 

Dto  Gleicbang 

81 

liAt  daher  die  Auflwaaog 


,—  t  +  l.. 


Vernachläcsigt  man  in  (4)  f&r  einen  AogenUick  das  Glied  mi< 
•o  erhält  man  genähert: 

81 

-(4r«  +  9)y-3-gi=0. 

worai» 

3  +  ^ 
l^_ 3^ 

3 
hervorgeht.    Es  Ist  daher  ß=z  —  j,  und  man  hat  weiten 

—2a:  -4a:« -9  -3— 1^ 

-2«  _4;c«_9+i* 
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Dvrcb  DI?bion    des  letzten  Gliedes  durch   das    vorletzte   erhält 

Die  Gleichung  (2),  der  eine  Asymptote  y^=^x  entspricht,  lässt 
sich  daher  in  folgender  Form  stellen: 

ond  da  aus  (2)  för  y  zwei  gleich  grosse ,  einander  entgegengesetzt» 
Werthe  folgen,  so  ist  die  Gleichung  der  Curve,  deren  Asymp- 
tote yss — X  ist: 

9    ,    3         81 

Der  Asymptote  ^=0  entspricht  eine  Curve,  deren  Gleichung 
TOD  der  Form  ist: 

Um  A,  Bf  C,....  zu  bestimmen,  hat  man  die  Gleichung 
ir'-l-d^  — 3 — 2ar^^=0  statt  nach  y  nach  x  tn  ordnen,  man  er- 
hält da : 

(2)  2ar»  +  ar(9— 2y^)—3=0. 

Da  für  sehr   grosse  y  x  sehr  klein  ist,    kann  man   statt  dieser 
Gleichung  nahezu  setzen: 

ar(9-V)— 3=0. 


-•22,a+9-     V 


3 
tt  ist  aomit  ^  =  — 5- 


Nach  der  frfifaero  Weise  vorgebend,    hat  man: 
2  0  — %*+9  -3 

y* 
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and  die  Gleichung 


27  27       27 

hat 

znr  Wurzel.    Schreibt  man  nun  wieder  näherun<^sweise ,  die  zv 
ten  und  höheren  Potenzen  von  x  vernachlässigend: 

f 

80  folgt: 

27 
es  ist  daher  ß=—  -j;  man  findet  dann  weiter  auf  dieselbe  W< 

243 
Cs= g-  u.  8.  w.    Es  folgt  somit  aus  (2): 

_     _3 27      343 

Ans  dem  Allen  sehen  wir,  dass  die  Gleichung  (1)  vier  Linien 
präsentirt,  deren  Gleichungen  sind: 

'      y-*"*"4ir"~4a:a""32a?» '*"•*" 

_     ^      ^     343 
^—     23^*  ■^43(*""  83^8 +  ••••' 

9    '     3    ■      81 


~"^  ~  4r  ■'' 4a:«  +  32a:3" 


Ganz  ebenso  lässt  sich  allgemein  die  Gleichung 

durch  n  Gleichungen  ersetzen.    Diese  sind: 

ff=(Pi(x),   y=(p^{x)y  y=9s(a;),....  y=q)n(x); 

wo  jedes  q>(x)i  mit  Ausnahme  des  schon  vorhin  erwatinten  Fall 
'  die  Form  fiat: 

^  +  *  +  l  +  l^  +  ^+- 
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Werden  diese  Werthe  in 

substituirt,    was  sich   wieder  leicht  durch  Aowendung  desselben 
Verfahreos  successive  bewerkstelligen  lässt,  so  erhält  man: 

r=:t/»,(a:),    2=Tfij(a:),    2=:i(;8(a:),  ....•   2=tf;«(ar); 

wo  jedes  ^(a:)  (wenn  n  gerade  ist,    mit  Ausnahme  eines  einzigen 
Falles)  die  Form  annimmt: 

X  X 

Uan  kann  daher  im  Allgemeinen  statt  der    aus  2  =  q>{u)  hervor- 
(gehenden  Gleichungen  folgende  Systeme  von  Gleichungen  schreiben : 

i  y=9^i(^)      i  y=^%{^)      ( y=9sM       f  y=<pn(x) 

l  2  =  <J;i:(ar)        >  2  =ip^(a;)        ^  zs=ftfß^(x)         ^  2,=tf;«(«) 

und  diese  entsprechenden  n,  aus  z=9(2£)  hervorgehenden  Curven. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise,  nur  bei  weitem  einfacher,  iSsst 
och  aus  der  Gleichung: 

y*  in  Form  von  Reihen  der  Gestalt: 

y^z=lA^^  +  A^x  +  Ao  +  ^  +  ^^  +  ^  + 

ableiten. 

Es  ist  klar,  dass  man  diese  Entwickelungsweise  einer  Func- 
tion in  Reihen  sehr  verallgemeinern  kann;  wir  erlauben  uns  viel- 
leicht ein  andermal  darauf  zurückzukommen.  Zum  Schlüsse  machen 
wir  nur  noch  eine  Bemerkung  über  die  Curven,  die  aus  der  Gleichung 

hervorgehen,  wenn  man  auch  hier,  analog  der  frühern  Vorgangs- 
weise, u=x  +  yV — 1  setzt  und  z  als  reell  ansieht.  Da,  wo  bei 
dem  gewöhnlichen  Constructionsverfahren  ein  singiilärer  Punkt 
auftreten  würde,  erscheint  hier  im  Allgemeinen  derselbe  Punkt 
gleichsam  als  Durchschnitt  einer  conjugirten  Curve  mit  der  xz- 
Ebene;  so  ist  z.  B.  nach  der  gewöhnlichen  Constructionsweise, 
wenn  u  und  z  die  Abscisse  und  Ordinate  bezeichnen, 

2*==M*(tt* — l) 


f 
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die  Gleichung  einer  Curve,  und  «=0^  2=0  sind  die  Coordinaten 
eines  singulären  Punktes  derselben;  nach  unserem  Vorgange  hiQ- 
gegen  zerfölit  sie  in: 

r  a:y(4a;a-.2— 4^«)  =  0; 
und  aus  diesen  gehen  hervor  folgende  drei  Systeme  von  Gleichungen: 

a?  =  0  (  ^=0 

i^«=a:4— a:*— v*(6ara—  I)  +  ^ 

Die  aus  der  Gleichung  (1)  hervorgehende  Curve  liegt  in ^  der 
Ebene  yz  und  schneidet  die  Ebene  x%  in  dem  Punkte»  dessen 
Goordinaten  a:=:0^  ^=0«  z=0  sind;  die  aus  (2)  hervorgehende 
Curve  9  die  mit  der  ^uf  gewöhnliche  Weise  construirten  iden- 
tisch ist,  liegt  in  der  ar2-Ebene>  ihrer  Gleichung  leisten  die  Co- 
ordinaten  desselben  Punktes  Genüge ;  endlich  führt  das  System  (3^ 
auf  nachfolgende  Gleichungen : 


{ 


za  =  — J(4a:«-1)« 


denen  für  gar  keine  reellen  Coordinaten  x,  y^  t  entsprochen  wird. 


■  ■  '* 


ne:    Zur  Theorie  iter  imaginären  Grösten. 


Zur  Theorie   der   ünaginören  Grössen. 


Heiin  Dr.  H.   Burhenne, 

Lefarer  der  Mathematik  an  der  hiilieren  Gewerhxobule 


Es  ist  bekannt,  dass  man  schon  seit  längerer  Zeit  rersacht 
bat,  auch  den  imaginären  Grössen  eine  reelle  und  anschauliche 
Bedeutung  zu  geben,  indem  man  V—l  iiuf  die  seitliche  (d.  i.  zur 
positiven  und  negativen  senkrechte)  Richtung  hezog.  In  der 
oeuereD  Zeit  iat  diese  Construction  des  Imaginären  in  mehreren 
Werken  ausführMch  entnickelt,  sa  dass  sich  bereits  eine  beson- 
dere Literatur  über  diesen  Uegeustand  gebildet  hat. 

In  den  bis  jetzt  darüber  erschienenen  Schriften  ist  nicht  ge- 
zeigt, dass  die  geometrische  Auslegung  des  Imaginären  etfvas 
Neues  oder  einen  wesentlichen  Nutzen  bei  der  Behandlung  von 
Aufgaben  zu  leisten  im  Stande  ist.  Daraus  ivürde,  nenn  auch 
aicht  auf  die  Schvräche,  doch  auf  die  Unfruchtbarkeit  der  neuen 
Theorie  zu  schliessen  sein.  —  Es  ist  nun  auffallend,  dass  in  den 
mathematischen  Werken  nirgends  der  einzige  Fall  zur  Sprache 
gebracht  ist,  wo  die  Interpretation  des  Imaginären  wirklich  zu 
etwas  Neuem,  nämlich  zu  einer  wichtigen  physikalischen  Ent- 
deckung geführt  bat.  Fresnel,  welchem  die  Undulationstheorie 
■o  grgsse  Fortschritte  verdankt,  suchte  seine  18'2I  bekannt  ge- 
machten Formeln  für  die  Polarisation  des  Lichtes  durch  Reflexion, 
in  den  folgenden  Jahren  auch  auf  diejenigen  Fälle,  besonders  bei 
den  Retlexionen  des  Lichtes  im  Innern  der  KiJrper  anzuwenden, 
no  diese  Formeln  imaginär  werden.  Dies  beurtheilte  Fresnel 
auf  folgende  Weise  f  „In  verschiedeneu  geometrischen  Fällen 
zeigt  das  Vorkommen  einer  imaginären  Grösse  eine  Veränderung 
von  90  Graden  in  der  Lage  der  Linie  an,  deren  Lioga  nüt  V  — 1 
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multiplicirt  ist,  weshalb  es  wahrscheinliph  ist,  dass  auch  hier  die 
Multiplication  mit  V^ — 1  anzeigt,  Jass  ilie  Phase  der  VibratioB 
um  90  Grade  verändert  wird."  Nämlich  in  dem  Falle,  wo  man 
nir  die  Vihrations-Infensitat  des  rellectlrten  Lichtes  den  imaginä- 
ren Ausdrnck  rt-fiV  — 1  erhält,  wird  angenommen,  dass  dieselbe 
von  zwei  VVellensystemen  herrührt,  die  «ich  im  Gange  um  eiae 
Viertel  -  Ondulation  unterscheiden  und  die  Vibrations-Iotensitäten 
a  und  b  besitzen.  Durch  diese  Auslegung  des  Imaginfiren  wurde 
Fresnel  in  den  äfand  gesetzt,  die  Erscheinungen  der  sogenannten 
circularen  Polarisation  des  Lichtes  vorauszusagen,  und  seine  Erwar- 
tungen sind  sodann  durch  Experimente  Tollkommen  bestätigt  worden. 

Dessenungeachtet  hat  nach  meiner  Ansicht  die  erwähnte  Con- 
sfruction  der  imaginären  Grössen  keine  wesentliche  Bedeutung 
ond  steht  nicht  auf  gleicher  Stufe  mit  der  bekannten  geometrischen 
Deutung  der  negativen  Grossen,  welche  Behauptung  ich  durch  die 
folgenden  Bemerkangen  zu  unterstützen  suche. 

Man  construirt  .t-J-i/V^ — 1    durch    den    Kadlnsvector,    dessen 
!   Endpunkt  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  nnd^  hat.     iVlit  andern 

Worten:    Es  wird  x  ■{■  y  V  — I   auf   die    Forru    p.e'T  — r  gebracht 
[  ^d  durch  den  Modulus  ff  unter  dem  Winkel  rp  (in  Bezug  auf  dm 

tpnsitive  Richtung)  dargestellt.  Aber  eben  darin,  dass  man  dabd 
f  i  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  betrachtet,  liegt  etwas 
1  Willkübrliches.  Man  könnte  auch  eine  andere  Function  zweier 
I  reellen  Grössen  x  und  y  wählen.  Will  man  die  neoe  Theorie 
Idwauf  stützen,  dass  in  einem  Kreise  der  Radius  die  mittlere 
T  ^oportionale  zwischen  dem  +r  und  — r  des  senkrechten  Durch-  ' 
[  faessers  ist,  so  dehnt  man,  was  auch  schon  Andere  gerügt  habeoi  ! 
L  f^nen  Satz,  der  für  absolute  Linienlängen  gilt  und  bewiesen  wird, 
I  ffhne  Berechtigung  auf  Linien  aus,  deren  Richtungen  durch  Vor- 
[  seichen  unterscliieden  iverden. 

Dass  die  positiven  und  negativen  Zahlen  des  Calculs  eine 
reelle  Bedeutung  an  den  nach  gerad  entgegengesetzten  Richtungen 
constrnirten  Grössen  gefunden  haben,  ist  offenbar  darin  begründet, 
dass  der  Gegensatz  zwischen  den  beiden  Richtungen  derselben 
Linie  dem  Gegensatze  zwischen  Addition  und  Snbtraction  der 
Zahlen  entsprechend  ist.  Aber  es  zeigt  sich  bei  den  Rechnungs- 
operationen kein  Gegensatz,  der  einer  seitlichen  (oder  senkrechten) 
Richtung  analog  wäre.  Auch  wurde  eine  solche  Beziehung  sogleich 
etwas  Unbestimmtes  enthalten.  Nämlich  es  gehört  zwar  zu 
jeder  Richtung  eine  einzige  bestimmte,  die  ihr  gerad  entgegen- 
gesetzt ist,  aber  zu  jeder  Richtung  gehören  unzählige  senkrechte 
Richtungen,  eine  Ebene  voll. 
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Di«  reelle  Auslegung  des  Ima^nären  ist  unverträglich  mit 
BÖier  andern,  bei  allen  Mathematikern  üblichen  Dargtelluii^sweise- 
Z.  B.  Man  betrachtet  bekanntlich  die  Hyperbel  als  eine  Ellipse, 
deren  zweite  Axe  imaginär  ist;  aber  dies  hat  mit  jener  Construction 
gnr  nichts  zu  schaffen  und  lässt  sich  nur  im  analytischen  Sinne 
deaten.  Bei  der  Hyperbel  ist  die  Richtung  der  Queraxe  teel). 
tfaer  ihre  Länge  ist  imaginär.  Ueberhaupt  sind  bei  der  Uj-perbcl 
die  Richtungen  zneier  conjuglrten  Durchmesser  reell,  aber  die 
LSnge  des  einen  ist  imaginär.  Wie  stimmt  dies  mit  jener  Theorie? 
Wie  Itünnte  man  die  imaginären  Griissen ,  (reiche  in  der  allgemeinen 
Tbeorie  der  Kegelschnitte  vorkommen,  auf  eine  einfache  Weise 
durch  Construction  interpretiren  ? 

Bei  der  Construction  des  Imaginären  giebt  man  der  Zahlenreihe 
glrichsam  eine  2Keite  Dimension.  Aber  der  Begriff  der  Zahl 
bedarf  nicht  des  Raumes ,  sondern  gründet  sich  auf  die  Vorstellung 
der  Zeit.  Nämlich  durch  die  Wiederholung  der  Eins  ergiebt  sich 
die  natürliche  Zahl,  und  Wiederholung  geschieht  in  der  Zeit.  Die 
Zeit  hat  nur  Eine  Dimension  (mit  zivei  einander  en (gegen gesetzten 
Bichtungen),    ebenso  die  Zahlenreihe. 

Wendet  man  jene  Construction  anf  eine  Wurzelgrösse  des 
aten  Grades  an,  so  erscheinen  die  n  verschiedenen  Werthe  der 
Wurzel  als  dieselben  Längen,  nur  in  verschiedenen  Richtungen. 
Dies  ist  ein  bequemes  Bild,  ivelcbeN  die  Auffassung  der  betreffenden 
Formeln  erleichtert  Aber  es  bietet  sich  kein  solch  einfaches 
6ild  dar  für  die  unzähligen  Werthe  eines  Logarithmus.  Davon 
I  liegt  der  Grund  natürlich  darin,  dass  bei  der  Mten  Wurzel  aus 
einer  Grosse  alle  n  Werthe  denselben  Modules  haben,  vras  hei 
den  unzähligen  Wertben  eines  Logarithmus  nicht  der  Fall  ist. 

Bekanntlich  zeigen  in  der  Analysis  die  Formeln  lur  die 
Kreisfunctionen ,  welche  aus  der  EntM'ickelung  von  e'^-*  hervor- 
gehen, eine  durchgreifende  Analogie  mit  den  Formeln  fSr  die 
hyperboliscben  Functionen,  nelcbe  aus  der  Entnickelung  von  e* 
hervorgehen.  Dagegen  bei  der  Construction  der  imaginären  Grös- 
sen zeigt  sich  dies  nicht  mehr,  indem  e^V—i  die  Einheit  unter 
dem  Winkel  x  bedeutet,  während  in  e*  der  Exponent  mit  der 
Richtung  gar  nichts  zu  schaffen  hat. 

Wallte  man  die  gebräuchliche  Construction  einer  Gleichung 
mit  zwei  Variabein  mittelst  einer  Curve,  and  jene  graphische  Dar- 
stellnng  des  Imaginären  nebeneinander  anwenden,  so  würde 
oothnendig  Verwirrung  entstehen. 


Wenn    die  Construction    des    Imagin 


'manchen  'Fällen 


46  Bttitienne:    Zvr    Theorie  der  imaginären  Grössen. 

gerech tl'ertigt   erscheint,    so  ist  dies    mehr    zufällig    und 
besondere  Umstände  des  Probleme  bedingt,  so  dass  sich  k«i' 
allgemeine  Regel  daraus  machen  liisMt. 

Z.  B,  Fiir  eine  Ellipse  seien  a  und  6  die  Halbaxen  nod  c  i 
Excentricltät.  Jenuchdem  nun  n>fi  oder  a<A,  hat  man  die  Gh 
chung  c^  =  a^—t/^  oder  c*^fi*— «*;  im  ersten  Fylle  ist  c  a 
der  Haltiaxe  a,  und  im  zweiten  Falle  auf  der  daxu  sentrechti 
Halbaxe  b  abüulragen ;  im  ersten  Falle  ist  das  c  in  Her  zweit< 
Gleichung,  im  zweilen  Falle  das  c  in  der  ersten  Gleichung  im 
gtnär.  Hier  besteht  der  Uehergang  von  der  einen  Gleichung  z 
andern  in  einer  Drehung  um  einen  Quadranten.  Freilich  ste 
nun  das  imaginäre  c  der  einen  Gleichung  senkrecht  auf  dem  re< 
len  c  der  andern  Gleichung,  so  das^  hier  der  imaginäre  Fact 
V  — 1  die  Rolle  eines  Zeichens  der  Perpendicularität  spielen  laai 
Aber  dies  liegt  in  den  besondern  Bedingungen  des  Gegenstande 

Wir  wählen  noch  eine  sehr  einfache  Aufgabe:  Eine  gerai 
Linie  AB^a  vom  Ursprünge  A  in  der  Richtung  der  positiven 
ist  gegeben.  Es  wird  in  dieser  Linie  ein  Punkt  C  von  solch 
Lage  gesucht,   dass  die  Proportion 

AB:ÄC=AC:BC 

stattfindet.  Es  sei  ÄC=x.  Soll  nun  der  Punkt  C  von  B  ai 
in  der  Richtung  nach  A  liegen,  so  hat  man  die  Gleichung 

(1)  aa  +  aÄ— o'>  =  0, 
welche  die  beiden  reellen  Wurzeln 

.r=|(-l  +  V^), 

.T  =  |(-i-V^) 

liefert,  wodurch  zwei  Lugen  lür  C  bestimmt  werden.  Soll  d< 
Punkt  C  von  B  aus  nach  der  dem  BA  entgegengesetzteo  Bic 
tung  liegen,   so  bat  man  die  Gleichung 

(2)  Äi»— aa:  +  (i'=0, 
welche  zwei  imaginäre  Wurzeln 


;r=|(l-V^) 


liefert,  woraus  lolgt,  <lass  ein  solcher  Punkt  in  der  Verlängerung 
von  AB   nicht  esii^tirl.     Wenn  man    nun    aber    diese    imaginären 


Weise  construirt,  so  «rhäll 
,  den  anderen  links  von  AB, 
A  und  B'  ein  gleichseitiges 
vorgeschriebenen  Proportion 
sobald  man  davon  ab- 
e  AB  oder  ihre  VerlSngening 
ler  Forderung  nach ,  so  giebl 
Ebene  xy,  tvelche  iler  ange- 


(^*+s5)'=«2[(«-^)'  +  »'] 


Werlhe    nach  der  oben  angegebenen 

man  zwei  Punkte,  den  einen  reclits 

ron  welchen  jeder  mit  den    Punkten 

Dreieclc    bildet,    und    folgiich     der 

AB:AC=AC:BC  Geniigfi   leistet, 

geht,  dasB  der  Punkt  C  in  die  Lini 

bUen  soll.     Aber  lässt  man  von  dies 

ea  uoendlich  viele  Punkte  in  der 

gebenen  Proportiuu  entsprechen,  und  in  einer  der  Gleichui 

vierten  Grade 

(3) 

i^!«liSrigen  Cnrve  liegen.  Dass  jene  Auslegung  der  beiden  inta- 
gifl&reD  Wurzeln  auf  znei  einzelne  der  unzähligen  Lösungen  de^ 
atlgemeiner  anigefiiseten  Probleroes  hindeutet,  beruht  auf  der  be- 
■  ondfiTD  Beachaflfenheit  der  Gleichung  (3).  Nämlich  setzt  man 
b  dieser  Gleichung  .y  — 0,  so  ECrfällt  sie  in  die  beiden  Gleichungen 
(1)  und  (2)  des  zueilen  Grades;  setzt  man  darin  x^^a,  so  gjebt 
sie  y  =  +  J«V^3,  "odurch  jene  beiden  gleichseitigen  Dreiecke  in 
symmetrischer  Lage  entstehen. 

Versucht  man  demnach  hei  der  Anwendung  des  Calcnis  den 
hoaghiSren  Au^'drficken ,  nnf  die  man  bei  der  Liisung  eines  Pro- 
blemes  gefuhrt  wird,  eine  geometrische  Bedeutung  zu  geben,  so 
■n&s  man  sich  immer  noch  auf  anderem  Wege  versichern,  ob 
man,  begünstigt  durch  die  speciGschen  Umstände  des  Problems, 
die  Wahrheit  getroffen  hat 

Zum  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  dass  ich,  Sberzcugl  von  der 
Schtvicrigkeit,  über  den  fraglichen  Gegenstand  bestimmter  zu  ur- 
theilen,  diesen  Aul'salz  nicht  mit  dem  Gedanken,  etwas  Nenes  xu 
■«gen,  sondern  mit  dem  Wunsche  veröffentliche.  Andere  eu  be- 
Discassionen  zu  veranlassen. 
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VI. 

Zur  Theorie  der  KrSftepaare. 

Von 

Herrn  Essenz 

Lehrer  am  Gymnasiam  zu  Stargpard. 


1)  In  Bezug  auf  die  herkummlichen  DeOnitionen  des  Kräfte*, 
paars  u.  s.  w,  gelten  für  die  vorliegende  Abbandlang  die  nach- 
stehenden Modificationen : 

Ich  nenne  die  Verbindungslinie  eines  beliebigen  Punktes  (o 
der  Richtung  der  einen  Kraft  des  Paars  mit  einem  ebenfalls  bi* 
liebig  gewählten  Punkte  in  der  Richtung  der  andern  einen  Ann« 
Das  Product   der  Kraft  des  Paars  in   einen    solchen  Arm   heisst 

■    ■ 

das  zu  diesem  Arm  gehörige  Moment.  Steht,  der  ,Arm  senk- 
recht aut  der  Richtung  der  Kräfte,  so  soll  das  zugehörige  Moment 
das  rechtwinklige  Moment  oder  das  Moment  schlechthin  heissen. 
Bildet  also  die  Kraft  P  des  Paars  mit  irgend  einem  Arm  p  den 
Winkel  cp,  so  ist  Pp  das  zugehörige,  Pp sin g>  das  rechtwinklige 
Moment  In  dem  besonderen  Falle,  dass  qp=0  oder  =zn  wird, 
also  P/7  sin  9=0,  liegen  beide  Kräfte  in  derselben  Geraden  mid 
heben  daher  einander  auf. 

2)  Aus  der  Lehre  von  den  Paaren,  wie  sie  sich  bei  Poii|i>« 
sot  findet,   wird  Folgendes  vorausgesetzt:  , 

1.  Zwei  Paare  in  derselben  oder  in  parallelen  Ebenen  sind 
gleichgeltend,  wenn  sie  gleiches  (rechtwinkliges)  Moment  und 
gleichen  Sinn  haben. 

IL  Beliebig  viele  Paare  in  derselben  oder  in  parallelen  Ebe- 
nen sind  einem  einzigen  gleichgeltend,  dessen  Ebene  den  Ebenen 
der  gegebenen  Paare  parallel  ist,  und  dessen  Moment  gleich  ist 
dem  Ueberschuss  der  Momentensumme  alier  der  Paare,  weiche 
in  dem  einen  Sinne  wirken,  über  die  Momentensumme  derjenigen» 
welche  den  entgegengesetzten  Sinn  haben. 
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III.  Kraftepaare  in  derselben  oder  iii  parallelen  Ebenen  stehen 
im  Gleichgewicht,  tvenn  die  IVIonientensnmme  der  rechtsdrehen- 
deii  derjenigen  der  Mnbgdrehenden  gleich  ist. 


3)  Alis  No.  1.  des  vorigen  Paragraphen  folgt  soglei 


Statt 


Irgend  eines  Paares  kann  man  ein  anderes  anbringen ,  dessen 
Kf'ifle  denen  des  ersteren  parallel  sind,  indem  man  diesen  Kräf- 
leo  eine  solche  Griisse  und  Lage  giebt,  dass  bei  parallelen  oder 
in  dieselbe  Gerade  fallenden  Armen  das  zugehörige  Moment  des 
einen  Paares  dem  des  anderen  gleich  wird  und  beide  Paare  gleichen 
Sinn  haben. 

Jede  Anzahl  von  Paaren,  deren  Arme 
Ibe  Gerade  Tallen,  küiinen  in  eins  ver- 
an  zuerst  alle  Paare  so  verlegt  und  vei- 
\  und  demselben  Arme  wirken,  und  so- 
Putikl    gebende  Kräfte  in    eine   Re- 


Weiter  ergiebt  sich : 
parallel  sind  oder  in  dies 
irandelt  werden,  indem  t 
ändert,  dass  sie  an  eine 
dann    alle    darch  denselben 


snltauie  vereinigt.    Am  bequemsten  wird  es  sein,  die  Länge  des 
gemeinsamen  Armes  gleich  Eins  zu  nehmen. 

4)  Sind  zwei  Paare  gegeben  und  die  Kräfte  des  einen  denen 
des  andern  parallel,  so  lassen  sich  dieselben  durch  eine  sehr  ein- 
fache Construclion  in  ein  resultirendes  Paar  znsammensetzen. 
Mao  zieht  zu  jedem  Paar  einen  beliebigen  Arm,  verlegt  sodann 
das  eine  dieser  Paare  nach  3)  so,  dass  die  beiden  Arme  in  A 
mit  Eudpuokt^n  zusammenstossen ,  deren  Kräfte  nach  derselben 
Kichtun»  hin  wirken,  und  trägt  von  A  aus  auf  jeden  Arm  das  zu- 
gebürige  Moment  auf.  Sind  Ali  und  AC  die  erhaltenen  Langen, 
so  ergänze  man  zum  Parallelngranira  und  ziehe  die  Diagonale  ^/>. 
Ditnn  kann  der  Arm  des  rcsultirenden  Paares  beliebig  auf  der 
ßeraden  AD  oder  ihr  parallel  gew,=ihlt  werden;  die  Kräfte  dessel- 
ben miissen  den  gegebenen  Kräften  purallel  sein  und  eine  solche 
Grösse  haben,  dass  das  Moment,  welches  zum  gewählten  Arm 
gehSrt,  gleich  AD  nird.  Dabei  wird  diejenige  Kraft,  welche  in 
Reza^  auf  den  Arm  auf  derselben  Seite  liegt,  wie  der  Punkt  A  in 
Hinsicht  auf  die  Diagonale,  mit  den  Kräften  an  jj  nach  derselben 
Seite  bin  wirken  müssen. 

Beweis.  Denn  man  kann  mittelst  Anwendung  von  3)  das 
tn  Aß  wirkende  Paar,  nachdem  m^m  die  Kräfte  beider  Paare 
sleicli  Eins  gemacht  hat,  an  den  Arm  CD  veHegen.  Dadurch 
«herkommen  nach  C  zwei  gleiche,  entgegengesetzte  Kräfte,  die 
einander  aufbeben.  Somit  bleibt  ein  einzi^jca  Paar,  dessen  Arm 
snd  zugehöriges  Moment  die  Diagonale  AD  darstellt.  Sind  die 
ErSfte  eines  der  gegebenen  Paare  denen  des  andern  schon  gleich, 
BO  kann  man  sogleich,  ohne  dass  man  die  Kräfte  gleich  Eins  macht, 
Theil  KXU-  4 


so 


ZVT  TbPdHf  (fiT  Hi-ilflfpnare. 


KOS  beliebigen  Armen  ein  ParalleloE-riimm  constrolreo.  Die  Kräfte 
des  resnltireiiclen  Paares  müssen  dann,  wenn  sie  an  <len  End- 
punkten der  UiagonEiIe  angebracht  werden,  den  get^ebenen  Kfäf- 
ten  gleich  sein. 

5)  Umfiekehrt:  Ist  ein  Paar  gegeben,  AD  ein  Arm  desselben 
und  äBDC  em  Parallelogramm,  so  wird  Nicbta  geiiiiderf,  we« 
man  jede  der  gegebenen  KrHRe  zweimal  seilt,  dann  aber  die  bei--  \ 

\  in  U  angreifenden  Kräfte,  ohire  ihre  Richtung  zu  Sndern,  as    I 
\  die  Punkte  B  und  C  vertheitt.  "  \ 

6)  Sind  drei  Paare  gegeben,    deren  KrSfte  sSmmtlich  parallel  \ 
sind  und  deren  Arme  so  in  die  Kanten  eines  Kürperwinkels  gelegt  f 

I  rind,  dass  am  Scheitel  desselben  alle  Kräfte  nach  derselben  Seite 
j  nirken,  so  kann  man,  luu  ein  resultirendes  Paar  zu  erhalten,  aof 
I  jene  Kanten  die  Momente  der  beKi'iglichen  Paare,  welche  zd  des 
)  gegebenen  Armen  geboren,  außragen  und  aus  den  aul'getrageneri' 
'  IJ&ngen  ein  Patallelepipedum  construiren.  Wird  nämlich  ein  bfl* 
Mlebiger  Arm  parallel  mit  der  Diagonale  desselben  genommen,  b*' 
I  bestimmt  diese  Diagonale  das  Kugebürige  Moment  des  resuUireii' 
k  den  Paars.  Die  Construcliun  vereinfacht  sich  auch  hier  wieder, 
'  wenn  die  drei  componirenden  Paare  mit  .gleichen  Kräften  gege- 
f  teu  sind. 

7)  Ist  umgeLehrt  ein  Paar  am  Arm  AK  gegeben  und  sind  Ah, 
'  ÄC,    AD  die  Kanten   eines  ParafTelepipeduins,    welches  AE  zur 

Diagonale  bat,  so  wird  Nichts  geändert,  wenn  man  jede  der  ge- 
L  gebenen  Kräfte  dreimal  setzt,  sodann  aber  die  drei  gleichen  Kräfte 
f- in  £  an  die  Punkte,  B,  C  und  D  vertheilt. 

8)  Ist  eine  Kraft  P  am  Angriffspunkte  A  gegeben,    so  kann 
)  offenbar,   ohne  etwas  zu  ändern,    diese  Kraft  sich  selbst  pa- 

l  tallel  nach  einem  beliebigen  Punkte  B  verlegen,  wenn  man  dazu 
I  noch  die  gegebene  Kraft  wiederum   herstellt  und    sie   durch    eine 
andere,  in  B  angreifende  zu  einem  Paare  ergänzt. 

9)  Sind  irgend  welche  Kralle  an  einem  festen  System  gege- 
ben, die  sich  uro  bestimmte  Angriffsjiunkte  willkürlich  drehen  lag- 
aen,  dabei  aber  der  Bedingung  unterworfen  sind,    immer  dieselbe 

I.Stellung  gegen  einander  zu  behalten,    so   lässt  sich   diese  BediD- 
gsng  noch  auf  folgende,  anschaulichere  Weise  hinstellen: 

Man  fuhrt  ausser  einem  Systeme  im  Körper  fester  Axen  OX, 

I  OK,    OZ  noch   ein  zweites  Axensystem   OJT,,     Ol',,    OZi  ein, 

r  i^etches  beliebig  um  O  drehbar  ist,  ohne  dass  jedoch  die  Neigung 

dteser  Axen  gegen  einander  TerSndert  werden  darf.     Alsdann  settt 

■DSD  fest,  dass,  wenn  tine  Kraß  sn  Anfang  mit  OX,,  OY,,  OZf 
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bffitüglicb  die  Winkel  u,  ß,  y  bildet,  diese  Kraft  sich  bei  jegli- 
I  cber  Verstellung  dieses  Asensystems  Kiigieich  so  um  ihren  An- 
]  grlffspunkt  drehen  solle,  dass  die  genannten  Winkel  unveränderlich 
I  dieselben  bleiben. 

Nun  lässt  sich  jede  Kraft  P  an  ihrem  Angriffspunkt  St,  des- 
«en  auf  die  im  Körper  festen  Axen  bezogenen  Koordinaten  wir 
durch  a:,y,  :  bezeichnen,  in  drei  Komponenten,  hextigiich  pandlel 
mit  OXt,  Ol',,  OZi  zerlegen,  die  der  Reibe  nach  durch  A',  F, 
Z  bezeichnet  werden  sollen.  .Sodann  kann  man  zuerst  die  Kom- 
ponente A'  nach  O  verlegen,  indem  man  am  Arm  OAJ  ein  Paar 
mit  dem  dazu  gehörigen  Moment  A.  OJ>f  hinzutreten  lässt.  UJeses 
Paar  lasst  sich  na<tb  7)  in  drei  Paare  zerlegen,  deren  Arme 
OA.  OB,  OC  bezüglich  auf  OX,  OY,  OZ  liegen  und  Kanten 
•hi'es  Parailelepipedunis  sind,  weiches  OM  zur  Diagonale  hat. 
Dftfaei  trerden  die  Maasszahlen  dieser  Arme,  abgesehen  vom  Vor- 
uiebeD,  den  Koordinateuirerthen  x,  y.  :  entsprechen.  Setzt  man 
mm  fest: 

I.  dass  beispielsweise  die  Komponente  X  positiv  oder  nega- 
tiv genommen  iverden  soll,  jenachdem  sie  nach  der  Seite  OXi 
odet  nach  der  entgegengesetzten  Seile  wirkt; 

n.  dass  einem  Paare,  wenn  sowohl  sein  Arm  OA,  als  auch 
die  an  vi  wirkende  Kraft  X  nach  der  positiven  Seite  bezügticb 
TDD  OX  und  OA,  liegen,  oder  wenn  es  gleichen  Sinn  mit  einem 
solchen  Paare  hat,  ein  positives,  sonst  alter  ein  negatives  Moment 
Eakofflinea  solle; 

so  wird  man  finden,  dass  alsdann  das  Moment  sowohl  mit  X 
als  mit  X  jedesmal  zugleich  sein  Zeichen  wechsele.  Die  bezüg- 
lieben  Momente  der  drei  in  Rede  stehenden  Paare  sind  daher  in, 
jedem  Falle  der  Reihe  nach  , 

Xx,    Xy,    Xz. 

Ebenso  giebt  die  Komponente  Y  in  jtf  zuerst  eine  Kraft  Y 
ta   0  und  sodann  drei  Paare  mit  den  Momente» 

Yx,    Yy,     Yz. 

Endlich  erhSlt  man  aus  der  Komponente  Z  eine  Kraft  Z  in  O 
Oad  drei  Paare  mit  den  bezüglichen  Momenten 

Zx,    Zy.    Zs. 

Verfahrt  man  auf  gleiche  Weise  mit  allen  gegebenen  Kr.'iRen, 
M  bat  man,  wenn  man  in  O  alle  Kräfte  gleicher  Richtung  zu- 
aanmenEasfit,  daselbst  die  drei  Kräfte 
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EX,    ET,    EZ; 

and  wenn  man  alle  Paare,  deren  Krälite  parallel  stnil  und  deren 
Arme  zugleich  auf  einer  uud  derselben  Axe  liegen,  nach  3) 
vereinigt,  nachdem  man  vorher  alleu  den  Arm  Eins  gegeben  h^ 
so  erhält  man  nenn  Paare  mit  den  bezüglichen  Momenten; 

EXw,  EXy.  EXz;  ,; 

EYx,  EYy,  ETt\ 
SZx,    EZy,   EZz. 

Es  ist  aber  offenbar  Gleichgeivicht  vorbanden,  wenn  alle  so  eben 
anfgcführte  Summen  sammt  den  drei  vorhergehenden  EX,  EY,  EZ 
der  Null  gleich  sind;    und  da  diese  Auedrücke  in  Nichts  sich  än- 
dern ,    wie   man  auch    das  Axensysteni   OX^ ,    OK),    OZi  gegen 
das  im   Kürper   feste  Axensystem   stellen  mag,    so  findet  Gleich-    I 
gewicht    bei    Jeder     Stellung    desselben    statt.      Da.'^e    nun    aber 
die  ausgesprochene  Bedingung  nothwendig  erfüllt  sein  muäs,    dA-<  '- 
mit  Gleichgewicht    bei  jeder   Stellung   vorhanden   sei,    gebt  oiu  T 
folgender  Betrachtung  hervor:  Y 

Man  verwandele  je  drei  Paare,  deren  Arme  auf  derselben  Axe  Ti 
liegen,  wie  z.  B.  diejenigen,  deren  Momente  bezüglich  EXx,  EYx,    '» 
EZx   sind,    nach  3)   in    ein    einziges.      Existiren    nun     alle     drei 
möglichen  resultirenden  Paare,  so  kann  es  geschehen. 


lare  einander  pa- 
ich  fij    niederom 


>nken  wir 


I.  dass  die  Kräfte  aller  drei  lesultirenrien  l 
tallel    sind,    in  welchem  Falle  sich    dieselben    i 

,  In    ein   einziges  Paar   zusammensetzen    lassen. 
OR  den  Arm  dieses  letzten  resultirenden  Paares,  ond 
den  Punkt   0  des  festen  Systemes  auf  unveränderliche  Weise  be-    l 
festigt,  so  werden  alle  Kräfte  unwirksam  bis  auf  die  in  R  angrei-    l 
fende  Kraft.     Diese    aber  wird   nur   In    dem    einen   Ausuahmsfalle 
rernichtet,    dass  sie  in  die  Gerade  OR  fällt. 

II.  Ferner  kann  es  sich  ereignen,  dass  die  Kr^ifie  der  drd 
resultirenden  Paare  zwar  nicht  unter  einander,  aber  doch  sämmt 
iich  einer  mit  dem  Axensysteme  OA',,  Ol',,  02,  fest  verbundenen 
Ebene  parallel  sind.  Dann  kann  man  in  dieser  Ebene  zwei  neue 
Axen  OV  und  OV  annehmen,  die  Ihre  Stellung  gegen  die  ge- 
nannten Axen  niemals  verändern  dürfen,  und  darauf  die  Kräfte 
der  drei  Paare  nach  diesen  neuen  Axen  zerlegen.  Dadurch  er- 
hält man  sechs  Paare,  von  dene»  sich  je  drei  nach  0)  in  eins 
verwandeln  lassen.  Somit  sind  also  nur  noch  zwei  Paare  vorhan- 
den, deren  Kräfte  nicht  parallel  sein  werden.  Sind  nun  OR  and 
OS  die  Arme  dieser  beiden  Paare,    so  wird,   wenn  man  sich  die 
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Pankte  O  und  R  Test  denkt,  die  in  S  angreifende  Kraft  nur  dann 
remicbtet,  nenn  sie  ausnahmsweise  in  die  Ebene  ROS  lallt; 
sanst  wild  sie  das  System  um  OR  drehen. 

III.  Finden  aber  iveder  die  Vorausselzungen  von  Nn.  I.  noch 
die  von  Mo.  [I.  statt,  so  denke  roan  »ich  die  im  Körper  feste  Axe 
0^  unbeweglich  und  das  Äieiisyatem  O.Y, ,  Ol',,  OZi  so  ge- 
stellt, dass  die  Kraft  dea  an  OY  wirkenden  Paare  in  die  Ebene 
XI'  föllt.  Dann  wird ,  da  alle  übrigen  Kräfte  unwirksam  gewor- 
den sind  und  also  keinen  Widerstand  entgegensetzen  kfinuen,  die 
BD  OZ  wirkende  Kraft  das  System  um  OX  drehen,  wenn  sie 
nicht,  was  sich  immer  vermeiden  lässt,  in  der  Ebene  XZ  oder 
nf  der  Geraden  OZ  liegen  sollte. 

Uemnach  wird  das  Gleichgewicht  auch  dann  nicht  für  jede 
Stellung  der  Kräfte  vorhandeu  sein  können ,  wenn  man  sich  den 
Kbper  ganz  frei  denkt. 

Eben  ao  wenig  wird  dies  der  Fall  sein,  wenn  von  den  drei 
nüglichen  resultircnden  Paaren  beKÜglicb  an  OX,  OY,  OZ  bloss 
iwet  oder  endlich  bloss  ein  einziges  csistiren  sollte,  wie  dies  so- 
gl^cb  aus  Nr.  I.  und  Nr.  II.  des  vorhergehenden  Falles  einleuch- 
tet. Damit  ahe^  keJns  dieser  Paare  vorhanden  sei,  dürfen  keine 
Kom[ioneDlen  dazu  etistiren;    man  muss  also  haben: 

SXa:  =  £Xy=£Xz 

=  £Yxr=EYy^SYi 

=  SZj:  =  SZy  =  S:Zi  =  {i. 

Dass  aber  auch  keine  der  Kräfte  EX,  E  Y,  £Z  existiren  darf, 
f^ht  daraus  hervor,  dass  man  sonst  immer  eine  ResuKaote  aus 
ihnen  zusammensetzen  könnte .  die  durch  Nichts  aufgehoben  würde. 

Sind  alle  gegebenen  Kräfte  (larallcl.  so  gestaltet  sich  die 
Sache  viel  einfaeher.  Man  verlegt  sodann  ohne  Weiteros  jede 
Kraß  P  nach  0  und  zerlegt  das  hinzutretende  Paar  am  Arm 
OM  in  drei  Paare 

Px,    Py,    Pz. 

Dann  sind  zum  Gleichgewicht  bei  jeder  Stellung  der  Kräfte  offen- 
hw  notbwendig  und  hinreichend  die  Gleichungen 

2P=iO,    EPx  =  0.    EPff^O,    EPi^O. 

wobei  zu  beachten  ist,   dass  man  die  Maasszablen  der  Kräfte  po- 
sitiv oder  negativ  zu  nehmen  hat,  jenachdem  sie  nach  der  einen. 
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Torher  nach  Willkflr  gewählten  Seite  oder  nach  der  entgeg« 
setzten  tvirken. 

10)  Jetzt  sollen  die  Bedingungen  aus!;emittelt  werden,  i 
erfüllt  sein    mausen,    damit   die   Kräfte    nur  Tilr  gewisse    Stdl 
gen,  nicht  mehr  für  jede  ni~igliche,   tni  Gleichgewicht  äeien. 

Wir  denken  uns  beide  AienBystenio  rechtwinklig  und  w«l 

[  jetzt  diejenigen  Stellungen  des   einen  gegen  das  andere  ins  / 

\  6ia«eni    welch«  miiglich   sind,    wenn   OZ  und  OZ,  ausamroe^ 

.    In  allen   diesen  Stellungen  verschwindet  zunächst  das-f 

XZi,   weil    seine  Kräfte   in  die  Richtung  seines    Armes 

ferner  bleiben  vier  Paare,   nämlich 

SXx.  SXy,   ZYx,   SYy 

beständig  in  der  Kbene  XY,    und  lassen  sieb  daher  nach  t 
in  ein  einziges  verwandeln,  dessen  rechtwinkliges  Moment  bi 

±[S{Xy-xY)^os^^S{Xx-\-ri,)B;^nii>-\. 

indem  mau  durch  ^  den  veränderlichen  Winkel  Xj_  OX  bezeichnot  1 

Dazu  kommen    noch  vier   Paare,    deren  Momente  der  itetbfl  I 

noch  sind 

SXz,    ZYz,    ZZx,    SZy. 

Nun  lässt  sich  nach  Anleitung  von  9)  leicht  beweisen,    dasa  I 
nicht  bei  jeder  unter  gegenwärtiger  Beschränkung  mrif^lichen  Stel> 
Inng  Gleichgewicht  vorhanden  sein  kann,  wenn  nicht  die  bez^  \ 
Uchen  Momente  aller  fSnf  Paare  einzeln  gleich  Null  sind.    Die 
Gleichnng 

S  {Xy —a:Y)  coa-^  —  £^Xx^•  Yy)Bm-\\i  ] 

zerföUt  aber  sogleich  wegen  der  Veränderlichkeit  des  Winkels  i(i    | 
in  die  beiden  folgenden:  | 

S{Xy-Yx)  =  \i,    S(Sx+Yy)=0. 

Sodann  müssen  aber  ausser  den  Gleichungen 

SXz=2Vi  =  i:Zx=SZy^Q, 

wie  man  leichl  sieht,  die  folgenden  erfüllt  sein: 

2;x~zr=^sz=o. 

II)  Jetzt  bleibt  noch  übrig,  die  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichts für  eine  einzige,  ganz  bestimmte  Stellung  aiiszumitteln. 
Am  besten  thnt  miiu  alsdann,  die  Axen  OX,,  OYj,  OZ^  bez:j]g< 


Essen:    Zur  Thettrie  dsr  Mrdfiepaare. 


65 


lich  nit  OX^  OT^  OZ  zusammenzalegen,  während  diese  jede 
beliebige  Neigung  zu  einander  haben  können.  Jetzt  versehwindeo 
aber  von  den  neun  Paarmomenten  in  9)  an  und  für  sieh  drei, 
nlmlicfa 

EXx,    ZTy,    EZzy 

weil  die  Kräfte  dieser  Paare  in  die  Richtung  ihren  Armes  fallen. 
Von  den  fibrigen  sechs  Paaren  fallen  je  zwei  in  eine  Ebene  und 
kSiinen  daher  nach  3)  in  ein  einziges  zusammengefasst  werden. 
Die  rechtwinkligen  Momente  der  drei  resultirenden  Paare  werden 
dann  der  Reihe  nach  sein: 

±Bm{XOY). E^yX'-xT)  in  der  Ebene  XY, 

±Bm{XOZ)2(xZ—zX)        „     „       „        XZ. 

±8m(roz)i:(zr—yZ)      rz. 


9f  >» 


Dasn  kommen  dann  in  O'die  drei  Kräfte 

2X,    ET,    EZ. 

Es  ist  aber  leicht  zu  zeigen,  dass,  wenn  Gleichgewicht  vor- 
banden sein  soll,  jedes  einzelne  der  drei  vorstehenden  Stomente 
■od  jede  einzelne  der  genannten  drei  Kräfte  gleich  NuU  sein  mClsse. 
Denn  wäre  z.  B.  das  Moment  :iz^\iiXOT,{yX — xT)  nicht  gl»icfa 
Null,  so  würden,  wenn  man  sich  di^  Axe  OZ  fest  dächte,  alle 
übrigen  Kräfte  vernichtet  bis  auf  das  Paar,  dem  das  genannte 
Moment  zukommt.  Dieses  Paar  aber  würde  das  System  nm  dio 
Axe  OZ  drehen,  folglich  könnte  nicht  Gleichgevi'icht  sein»  Zar 
Begründung  des  Gleichgewichts  sind  also  nothwendig  und  hin- 
reichend die  Gleichungen 

EX=EY=EZ:=:Q, 

EiyX-^xY)  =  EixZ-zX)  =  -S(»F— yZ)=0. 
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TU. 

Neue  Grundlegung  zu  einer   räumlichen  Flächenrer- 

gleichung. 

Von 

Herrri   Essen, 

Lehrer  am    Gymnasiiioi   zu    Star  gar  d. 


I  •  I 


^    $.  L    Ergänzungen  im  Parallelogramm  sind  flSchengleich. 

♦ 
§.  2.    Umgekehrt:    Ist  ein   Parallelogramm   durch    zwei   sldi 

schneidende  Linien  in    vier  Parallelogramme  getheilt»    von  deaeo 

irgend  zwei  gegenüberstehende  gleiche  Flächen  haben,  so  liegt  der 

Durchschnittspunki   jener  Linien   auf  derjenigen    Diagonale    des 

gegebenen  Parallelogramms,  welche  durch  das  zweite  Paar  gegen^ 

überstehender  Theilparallelogramm^  geht. 

Beweis  ist  leicht  indirect  zu  föhren. 

§.  3.  Sind  ABC  und  abc  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  and 
ausser  den  rechten  Winkeln  C  und  c  noch  die  Winkel  A  und  a 
gleich,  so  sind  die  aus  Aß  und  'ac  einerseits^  und  andrerseits 
aus  ab  und  AC  gebildeten  Rechtecke  flächengleich. 

Der  bekannte  Beweis  folgt  sogleich  aus  Betrachtung  von  Taf.L 
Fig.  3.  Hier  sind  die  beiden  Dreiecke  so  in  einander  gelegt,  dass 
a  \n  Ay  ab  m  die  Richtung  AC,  ac  in  die  Richtung  AB  gefallen 
ist;  sodann  sind  BC  und  bc  bezüglich  um  CD=ab  und  um 
cdsrAB  verlängert,  die  Rechtecke  ACDE  und  Acde  construirt 
und  endlich  die  Hulfslinien  BE  und  be  gezogen.  Man  erkennt 
sogleich  die.  Congruenz  der  Dreiecke  ABE  und  Abe, 

§.  4.  Haben  zwei  Parallelogramme  AD  und  ad  gleiche  Flä- 
chen» und  ist  Winkel  ^  =  a,  so  ist  auch  das  aus  zwei  zusamraen« 
stossenden  Seiten  des  einen  AB  und  AC  gebildete  Rechteck  dem 


t, 
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Rechteck  aus   zire 
nnii  ac  'm  UiiiHicht 


I  Seiten    des   andern    ab 


zusaniiiieustositendei 
uf  die  Fläche  gleich. 

beweis.     Man  ziehe  iriTaf.  l.  Fig.  4.  und  Fig.  5.  die  Hüben  CF 
tf.     Dana  ist  der  Voraussetzung  nach 


1)  Rechteck  ubXcf^  Rechteck  JßxCf ; 
sodano  ist  nach  dem  rnrigen  Satze 

2)  Rechteck  ACxcf=  Rechteck  acXCF. 

.    C    Sit 


1  seien  in  Taf.  I.  Fiir.  ti.  A'F'   und  a'f 
■rioklig  schneidende  Linien,    und  dahei: 


A'C^ 
a'C  = 


AC, 


CF'  = 

ar  = 


CF; 

cf; 


M  daas  also  von  C  aus  jedes  Mal  zwei  Seilen  eines  und  des- 
•elheu  Dreiecks  biiT  dieselbe  Gerade  aufgetragen  sind.  Constmirt 
man  nun  das  Rechteck  JKML  so,  da^s  seine  Seiten  bezüglich 
mit  A'F'  und  a'f  |)arallel  werden,  so  niuss  wegen  der  in  der 
Gleichung  '2)  aasgesprochenen  Gleichheit  der  Rechtecke  A'f  und 
a'F  die  Diagonale  JM  nach  §.  '2.  durch  C  gehen.    Macht  man 


PB'  =  AB, 


fb- 


-.  ab. 


■0  dass  also  in  J'"  und  f  Grundlinie  und  Flühe  znerst  des  einen 
and  sodann  des  andern  der  gegebenen  Parallelograninie  zusam- 
menstossen ;  so  wird  die  Diagonale  MiV  des  l'aralleingraninis 
VMB'IS  ebenfalls  durch  C  gehen.  Es  fallen  daher  die  beiden 
Diagonalen  MJ  und  itfiV  zusammen.  Nun  aber  sind  die  Recht- 
ecke a'N  und  A'IS  gleich,  als  Ergänzungen  im  Parallelogramm; 
folglich  ist  auch 

Kechteck  JSC  +  Rechteck  o'A'  —  Rechteck  NC  +  Rechteck  A'N, 

was  ZD  beweisen  war. 

^.  5.  Es  seien  die  Winkel  des  Dreiecks  ABC  denen  des 
Dreiecks  A'B'C  bezüglich  gleich,  so  ist  Rechteck  ACxB'O 
=  Recbteck  A'CxBC. 

Beweis.  Es  seien  die  beiden  gegebenen  Dreiecke  so  neben 
einander  gelegt,  wie  es  Taf.  I.  Fig.  7.  zeigt,  so  dass  der  Punkt  A' 
in  B  liegt  und  A'B"  in  die  Verlängerung  von  AB  Tiillt.  Constru- 
)t1  man  nun  das  Parallelogramm  ADB'E  so,   dass  seine  Seiten 
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bflEiiEtlich  mit  BC  und  BC  parallel  (Verden,  so  wird  daJ  Parat 
lelogramm  BD  gleich  dem  Parallelo^amBi  BE,  folglich  a«ch  nash 
dem  vorigen  Satze 

RecLteck  ^CxB't"  =  Rechteck   A'C'xBC. 


:\i>  -.»  .'.;ti.i-.lls^.:-".i  " 

Tin. 

Eine   Aufgabe    aus    der   Mechanik. 

Von 

Herrn    l)r.  Kösters 

in   AncheD. 


Es  stelle  Vf  in  Taf.  I.  Fi;;.  8.  eine  unbegrenzte,    zum  1 
zont  geneigte  Gerade  dar,  und  ihre  Neigung  zum  Horizont  sei  ( 
Winkel    rAX=ip;  ferner  sei  0  ein  heliebig  iu  der  Ebene   F^ 
gewählter  Punkt. 

Jetzt  soll  die  Relation   zirischen    den  Zeiten  anfsestellt  i 
den,    in  denen  ein  Körper  unter  alleinigem  Einfluss  der  Scbir 
auf  geradlinigem  Wege   von  W  nach   O   und  umgekehrt  vooid 
nach   yV  gelangt. 

Man  ziehe  durch  O  eine  Gerade  OB  parallel  zur  Horizoi^ 
I«n  AX,  und  es  sei  der  Winkel 

YBZ  =  <p; 

dann  stelle  man  die  Zeit,  in  der  der  Kitrper  von  einem  belieUgl 
Punkt  der  Geraden  VV,  et>va  D,  auf  dem  geradlinigen  Wa 
DO  nach  O  gelangt,  als  eine  Function  des  Winkels  DOBs 
dar.  Ist  nun  t  die  auf  dem  Wege  OD  verbrachte  Zeit  und  Ii 
deutet  g  das  Maass  der  Acceleration  beim  freien  Fall,  so  eii 
man  ffir  die  Länge  des  Weges  OD: 

■j.i.[,o  itk„v-  '^  OO  =  f^jf sin o. 
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Nimmt  man  ferner  die  coofftante  Länge  OB^=^o  an»  so  findet  man 
ftr  OD  den  aweiten  Ausdrack: 


sln(9— «)* 
Demnach  ergibt  sieh  zwischen  den  Tariabeln  t  und  a  die  Gleichung: 

^     ,  o  sin  9 

TOSin«=-r-7 r» 

•^  sin  {(fp  —  «) 

Bevor  wir  diese  Gleichung  weiter  betrachten ,    wollen  wir  den^ 
io  der  kürzesten  Zeit  zurückgelegten  geradlinigen  Weg  von    YV 
nach  O  finden;    zu  diesem  Zwecke  hat  man  den  Werth  von  a  zu 
bestimmen,  för  den  t  ein  Minimum  sein  wird. 

Differenzirt  man  zu  diesem  Zwecke  obige  Gleichung»  so  er- 
hSit  man: 

3f o  sin  y  cos  (y — a)  —  ffy cos  a  sin ^{q>  —  a) 

da  2ä^  sio  ä  sin  *(y  —  a) 

Setzt  man  dieses  erste  Differenzialverhältniss  =0,  so  erhält  man: 

osinycos(9)-^a)  — ^j9rcosasin^(y — a)  =  0. 

_       .        -  osino)  ,  .•    ,        .  , 

Da  aber  ^g^ss—, r-7 v  ist,   so  findet  sich: 

^      sinasin(9 — a) 

sinopcosasinCop  —  a) 

sina>cos(g>— a)  = r — ^-^ ' 

^       ^y       ^  sma 

oder 

sin  (2a — y)  =  0. 

AJotM: 

Demnach  wärde  der  kürzeste  geradlinige  Weg  von  TF  nach 
O  derjenige  sein,  der  zum  Horizont  eine  halb  so  grosse  Neigung 
hat,  als  die  Linie  YV  selbst. 

Macht  man  also  ßD=BO,  so  ist  DO  der  in  der  kürzesten 
Zeit  zurückgelegte  Weg  von  YV  nach  O, 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  den  Weg  OC,  auf  dem  der 
K5rper  in  der  kürzesten  Zeit  von  O  zurück  nach  YV  gelangt; 
es  muss  för  ihn  OB=BC  stm. 

m 
% 

Betrachten  wir  jetzt  weiter  die  obige  Gleichung: 
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^  sm  {dp — «) 

und  drücken  wir  die  Function  t  von  dem  Winkel  a  geometrisch 
aus,  indem  ^  und  a  als  Spiralcoordinaten  betrachtet  werden,  uo 
haben  wir  in  obiger  Gleichung  die  Gleichung  einer  krummen  Linie. 

Die  Länge  o  werde  ausgedrückt  durch  die  oben  nSher  be- 
trachtete kürzeste  Fallzeit  a  von '  YV  nach  O  auf  der  Geraden 
OD.    Es  ist: 


o  = 


OZ>.sin| 
sin  9 


und  da: 


so  ist: 


OZ>  =  a«^sin|, 


a^g  sin«| 
o  = 


sing) 
Darnach  ergibt  sich  also  die  Gleichung  der  Linie: 


f*sin«=-7 


tp 
a*sin^ 


sin  (9)  —  a) 

Aus  dieser  Gleichung  sieht  man : 

1 

1)  dass  für  a=0  sowohl  als  für  0=9  ^=:q  ist,  d.  h.  für  die 

unter  dem  Winkel  q>  zum  Horizont  geneigte,  so  wie  för  die  hori- 
zontale Verbindung  zwischen  O  und  YV  werden  die  Leitstrafalen 
OX  und  O  V  (Taf.  L  Fig.  9.)  Asymptoten  der  Linie. 

Drückt  man  jetzt  die  Polarcoordinaten  durch  Parallelcoordina- 
ten  aus,  so  ist  für  das  rechtwinklige  System  XOYi 

ar  =  <cosa; 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  der  obigen  Gleichung  substituirt, 
so  erhält  man: 

^  y«-arytang9+— — -=0. 
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Bezieht    man    ferner    die    Linie     auf    ein     rechtwinkeliges 
System    XiOYx»    dessen  Abscissenachse    mit    OX  den  Winkel 

P  bildet  and  dessen  Anfangspunkt  ebenfalls  O  ist,  so  erhält  man, 
wenh  man  fiir  x  und  y  die  Werthe 


si 


be 


9   .  '    9> 

y=yiCos^  +  ^isin^*» 

x=^Xi  cos  qp  —  ^1  Sin  s- 


ffl  der  Gleichung  2)  substiluirt  und  zugleich  die  Indices  fortläi 
^*cos5-+2ar^8ins  cos^+^^sin^-s-— a:yeos*-ö  tangg> 
—  o?*  sm  Q-  cos  ^  tang  9  +y*  sm  ^^  cos  ^  tang  9  +  orysin*  -^  tang  q> 
<i*sin*-ft- 

+ — ^=0. 

cos  9 
Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  zunächst  in: 

««  (cos*s^  +  ö ^)+ar«(8in2-?  — 0 ^)  + =  0. 

^  ^       2       20089^^'      ^        2       2cos9^  '    C0S9 

und  gibt  bei  gehuriger  Reduction: 

— ^ ^+1=0. 

a*tang*^ 

Die  Linie   ist  also  eine  Hyperbel ,   deren  Halbachsen  a  und 
atang^  sind,  oder  in  der  Figur  AO  und  AB. 

Zur  Aufstellung  der  Asymptotengleichung   wurde    man  in  der 
Gleichung  mit  Spiralcoordinaten 

,iy8in9=:^sina 
und 

d;sin9=^sin(9— o) 

sobstitairen.    Dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  in 

o2sin«-|- 
^        sing) 


'  drr  «frhnnfh. 


—b  setzt. 


Diese  ist   die  Asyniptoten[>leichiing  der  Hyperbel,    deren   Ad 
a  und  h  sind. 

Ebenso  nie  <vir  Tür  die  Fatl/eit  (  auf  der  unter  dem  Winl 
tf  zu  OB  geneigten  Geraden  die  Hyperbelgletchiing  gefunden  habf 
findet  man  auch,  wenn  man  die  Fallzeit  i  von  O  nach  YV  I 
rück  als  Function  des  Winke lis  ß  darstellt,  den  die  Fallscb)efs<a 
OB  macht: 

(*sini38in{9+(J)=:aacos*^, 

wo  a   die   kürzeste  Fallzeit  von    O  nach    YV  ist. 


Beziehen  wir  noch  diese  Linii 
nSher  bezeichneten  Asymptoten, 


,  sowie  die  erste,  anfibreo 
>  erhallen  wir: 


"i'cotgg- 


wo  also  »i  und  (r|Cotg,ydie  Halbachsen  sind,    in  der  Figur 

=;a|   and  v4ißi^fl|Cotg5' 

Vergleichunf^shalber    will    ich  jetzt  durch   geometrische  | 
struction  folgende  Aufgabe  lü.seii:     Den  geradlinigen  Weg  sn  I 
den,    auf  dem  ein  Körper  in    der  kürzesten   Zeit  von  eii 
Horizont    geneigten    Geraden    nach    einem    beliebigeu    Funkte   im 
Räume  und  dann  von  diesem  zurück  zur  Geraden  gelangt. 

Ist  (Taf.  I.  Fig.  8.)  YV  die  Gerode  und  O  der  gegebene  Punkt, 
80  ziehe  man  durch  O  und  FT  eine  gerade  Linie  O^  parallel  zum 
Borizont,  mache  BD=  OB  und  BC~  OB,  ziehe  OD  und  OC, 
so  sind  dieses   die   beiden  gesuchten  Wege. 

Beim  Beweise  der  allgemeinen  AufluEung  dieser  Aufgabe  wird 
man  füglich  die  zwei  Fälle  unterscheiden: 

1)  wenn  der  Punkt  O  in  der  Ebene  des  NeigungswinlieiH  da 
Geraden   YV  zum  Horizont  liegt; 

2)  wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist. 
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Nehmen  wir  zuerst  an^  dass  die  Gerade  FF ^ zum  Horizont 
die  Neigung  XA  F=  tp  habe  und  dass  der  Punkt  O  in  der  Ebene 
des  Winkels  XAT  liege.  Man  ziehe  dann  durch  O  die  Gerade 
L  senkrecht  auf  die  Horizontale  AX  und  beschreibe  zwei  Kreise 
M  und.  N ,  deren  Mittelpunkte  in  L  liegen  und  welche  durch  O 
^ehen  und  YV  berühren.  Die  so  beschriebenen  Kreise  werden 
YV  in  C  und  D  l^eruhren,  und  die  Beruhrungssehnen 

OD   und    OC 

lud  die  zwei  geradlinigen  Wege,  die  in  der  kürzesten  Zeit  von 
^F  nach  O  und  von  O  nach  TV  fähren,  und  zwar  sind  diese 
ürzesten  Zeiten  bekanntlich  gleich  den  Zeiten,  in  den  die  verti- 
alen  Durchmesser  der  beiden  Kreise  M  und  N  beim  freien  Falle 
iirchlaufen  werden. 

Nimmt  man  dagegen  an ,  dass  der  Punkt  O  nicht  in  der 
bene  des  Winkels  X^ Fliegt,  so  ziehe  man  durch  O  die  Ver- 
cale  L  zum  Horizont  und  beschreibe  die  zwei  Kugeln  M  und  iV, 
iren  Mittelpunkte  in  L  liegen  und  welche  durch  O  gehen  und 
e  Gerade  TV  berühren.  Diese  Kugeln  werden  nun  aber  YV 
D  und  C  berühren,  und  die  Sehnen 

^    OD  und    OC 

ben  auch  hier  die  zwei  geradlinigen  Wege ,  die  in  der  kürzesten 
?!t  von  YV  nach  O  und  von  O  nach  YV  führen,  und  zwa* 
id  diese  kürzesten  Zeiten  gleich  den  Zeiten ,  in  welchen  die  Ter* 
:älen  Durchmesser  der  Kugeln  M  und  N  beim  freien  Falle  so- 
ekgelegt  werden. 


i^ftr  Uiiie  ^Klfclien 
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Ueber   tlie   kürzeste  Linie   znischen  zwei  Punkten  auf  £ 

einer    beliebigen    Fläche    und    über    die  Grundforraelnr 

der   sphäroidischen  Trigonometrie. 


Herausgeber. 


5.1. 

Die  Aufgabe  von  der  kürzesten  Linie  zwischen  zwei  PudI 
auf  einer  beliebigen  FISche  gehurt  bekanntlich  in  das  Gebiet  dl 
Variatinns reell nung  und  bal  dJe  Geometer  vielfach  beschäftigt.  Die 
Aufliißunft  dieser  Aufgabe  durch  die  Varialinrisrechiiung  unterliegt.  ^ 
keiner  Schwierigkeit  und  kann  in  meiner  Sphäroidischen  Tri* 
gonometrie.  Berlin,  tä-33.  4.  S.  II.  nachgesehen  werden.  B^ 
bat  mir  aber  immer  lehrreich  und  interessant  geschienen,  9dIc4i||V 
eigentlich  in  die  Variationsrechnung  gehörende  Aufgalien  aiUik 
ohne  die  Variationsrechnung,  bloss  durch  die  gewühnliche  Ldx0 
Tom  Grfissten  und  Kleinsten,  wie  dieselbe  in  der  Differentialrec^ 
Dung  vorgetragen  nird,  zu  liisen '),  weil  man  dadurch  üfters  auC' 
neue  nicht  uninteressante  Aufgaben  über  die  Maxinia  und  Minim 
geführt  wird,  und  weil  solche  Auflösungen  fiir  Anfänger  mir  die 
beste  Vorbereitung  auf  das  Studium  der  eigentliche»  Variations- 
rechnung zu  sein  scheinen.  Hier/u  kommt  im  vorliegenden  Falle 
noch,  da^s  die  kürzeste  Linie  eine  sehr  grosse  praktische  AVich* 
tigkeit  für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen  berechtigt  ist,  weil  sts 
einerlei  ist  mit  der  Curve,  welche  auf  einer  krummen  Fläche  durcbi 
geodätische  Operationen  gezogen  wird  und  deshalb  auch  den  Na- 
men der  geodätischen  Curve  fiihrt.     Bei  Vorlesungen   über  hOberff« 

*)  M.  ■■  anch  meine  AiiflÖMmg  der  AufgaLu  von  der  Brai^byito- 
chrone  ohne  die  VadutloHBrechnong  im  Archiv,  Tbl.  VII,,  S.  308. 
Eine  ähnliclie  AuflSiung  der  Aofgabe  von  dem  Körper  des  kleinaten 
WlderslBndea  werde  icli  in  einem  der  folgenden  Hefte  mittheilen. 
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Geodäsie  wird  man  nun  zwat  inini^r  die  beiden  ersten  Theile  der 
si^enannten  höheren  Analysis,  nämlich  die  Differential-  und  Inte- 
^frecbnung,  vorauszusetzen  berechtigt  und  genuthigt  sein;  ob 
aber  bei  allen  Zuhörern  in  solchen  Vorlesungen  auch  eine 
eichende  Bekanntschal't  mit  dem  drillen  Tbeile.  nämlich  mit 
der  Variationsrechnung,  \\\t\\  vorauci^etzen  können,  lasse  ich  da- 
hin gestellt  sein,  bemerke  aber,  dass  ich  durch  die  Erfahrung 
Crtere  von  dem  Gegeniheil  fiberzeugl  worden  bin,  und  gbnbe  da- 
her, Lehrern  der  höheren  Geodäsie  auT  Universitäten  und  poly- 
technischen Lehranstalten,  miÜtairisehen  Akademieeu  u.  s.  w,  einen 
Oienst  Kn  erweisen,  wenn  ii;b  im  Folgenden  eine  Auflösung  der 
Aufgabe  von  der  büraesfen  Linie  ohne  die  Variationsrechnung 
mittbeile  und  'zugleich  die  Uehereinstimmung  dieser  Curve  mit 
der  geodätischen  Linie  nachweise,  indem  ich  zugleich  d!e$e  von 
:  gefundene  und  zunSchst  im  Interesse  meiner  eignen  Vorle- 
«aogt-n  Über  höhere  Geodäsie  entwickelte  Autlösung  auch  in  all- 
gemein mathematischer  [leziebunc  fi'ir  so  lehrreich  nn^  interessant 
halle,  dass  sie  auch  deRlmlb  dir  MilDieilung  an  diesem  Orte 
iTohl  verdienen  mag. 


IBei  allen  solchen  eigentlich  in  das  Gehiel  der  Variationsrech- 
j*  gehörenden  Aufgaben,  die  man  ohne  diese  Wissenschaft 
k  mittelst  der  genöhnlichen  Lehre  von  dem  Grössten  und 
pnsten  aufzuliisen  beabsichtigt,  muss  man  von  einem  in  diese 
bre  gehörenden  Problem  ausgeben,  welches  dann  eine  möglichst 
leichte  und  unmittelbare  Anwendung  des  von  uns  nachher  genau 
anzugebenden  allgemeinen  Princips  gestattet,  auf  das  eigentlich 
dte  Auflösung  aller  solcher  Aufgaben  der  Variationsrechnung  zu 
erfinden  ist.  Wir  werden  hier  von  der  folgenden  Aufgabe  unseren 
Aoslauf  nehmen : 

Aufgabe. 

■      Wenn    zwei    Punkte    im  Räume   und   eine  beliebige 

Rhche  gegeben  sind:  auf  dieser  Flache  einen  Punkt 
Minden,  welcher  von  den  beiden  gegebenen  Punk- 
n  gleich  weit  entfernt  ist  und  ausserdem  eine  solche 
age  hat,  dass  die  Summe  seiner  Entfernungen  von 
den  beiden  gegebenen  Punkten  kleiner  ist  als  die 
Summe  der  Entfernungen  jedes  anderen  Punktes  auf 
der  Fläche  von  den  beiden  gegebenen  Punkten,  wei- 
chet von  diesen  beiden  Punkten  gleich  weit  entfernt  ist. 
ThcU  XXJL  5 


{{8  Grüner t:    Veber  die  kürzeste  IJhiie  zwiscAen 

Attflasang. 

In  Bezog  anf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinatonsysleii 
SQien  a,  bf  c  und  0|y  bi,  Ci  die  Coordinaten  der  beiden  geg|^ 
b^nen  Punkte  im  Räume,  und 

*  .  ■    .  ■' 

«ei  d^feei  Gleichung;  der  gegebenen  Fläche.     Die  Coordinateo  ikip 

gesuchten  Punktes  wollen  wir  der  Einfachheit  wegen  durch  ^»^iS 

selbst  bezeichnen.    Dann  sind  bekanntlich 

V(x-^a)^  +  (y-A)«  +  (z-cf    und    V  (^-«1)2+ (»-6i)*+(i-^ 

die  E»trernungeD  des  gesuchten  Punktes  (ücyz)  von  den  beiden  gw. 
gebenen  Punkten  (abc)  und  (fli^iCi);  und  da  nun  der  gewcbil 
Pimkt  auf  der  gegebenen  Fläche  liegen  und  von  den  beiden  gegtr 
benen  Punktett  gleich  weit  entfernt  sein  soll»  so  erhalten  wk 
awisoben  den . Coordinaten  a,y,z  die  zwei  folgenden  Bedinguogit 
gl€lehujDgen : 


t 

■ 


u=f(x,y,z)=:0, 
<^Aer 

t  ■ 
■-■'■M^J 

oder  i-oJ 

Wegen  dieser  beiden  Bedingungsgleichungen  ist  nur  die/efiii 
der  drei  veränderlichen  Grossen  x,  y,  z,  etwa  die  Grosse  ir^iAfit. 
abhängig  variabel,    und   die  beiden    anderen,    y  und  z,   sind   ab 
Functionen  dieser  Grösse.,  nämlich  der  Grösse  x,  aufzufassen.       j 

Ferner  geben  uns  die  Bedingungen  der  Aufgabe  die. folgende  ' 
Gleichung:  .        .      ,..  i 

V  (a:-a)«+(y-6)H(^-e)«+ V  (^-ai)H(y-6i)»+(x-Ci)*=^ÄI»^  { 

d.  b«  wegen  der  aweiten  der  beiden  vorhergeheBden  BedIngiMgifl  ' 
gteichangeB :  .,..,;, 

2V(a:— a)«  +  (y— 6)«  +  (x~c)«=Mrn.,  .  =     '? 

od^r^  WM  offenbar  Dasnelbc;  ist:*  .        .   ,  .  .,.^.^., 
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V(j— fl)a'+Ü'  — Ä)*  +  (t— c}»=  Min. , 

1  «elcbes  nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung   auf  der  Stell« 
uder  Bedingnngsgleichung: 


«Im  xa  der  Bedinguogsgleichun^ 

lükrt. 

Die  heiden  ersten  Bedingungsgleichungen  führen  nun,  inden 

Su       Su       Sic 
Bi'     ff    H 

oatüHich  partielle  Differentialqnolienlcn  bezeichnen*),  unmiltellia 
n  den  beiden  folgenden  (ileichungen: 


■)  Man  bal  in  neaenler  Zeit  hin  Unit  wieder  'angefangen  und  in  Vor- 
uhlag  gebracht,  gelrnhnlichc  DifTeienllale  dnrch  d,  parlielic  DifTcreo- 
liate  durch  8  zu  bezeichnen.  Vnr  nlocm  milrlien  Uiua  Ut  aber  nach 
■uerer  Ueberieoganft  eu  warnen,  weil  wir  diese  Bexeicfanung  vedec 
(öl  beqiienir  noch  für  nnihig  halten  können,  und  zwar  aus  fulgeoden 
Bränden.  Zutnnlprrt  bei  Ui  f  fereu  lialquutienlen  ial  die  rorge- 
•dilagene  Unlersi^btidnng  fianx  unnülc  und  völlif^  überflnnsig,  weil  hier 
die  firfiise,  nach  «elcher  düTercntürt  Verden  bdII.  lehau  nnter  dem 
Strich  atehl,  und  hei  Functionen  mehrerer  Variabelu  ea  lich  ein  für  alle 
Mal  aolion   ganz   ton   aelbaC   verateht,    dans   der  DiSerentiatquotient  nor 

■Ol  partieller   sein   bann,     tat  u   eine  Function    nur  von  X,    ao   ist   ^ 

fcr  gewöhnliche  DilTerentialqanlicnt  son  tl  nach  X;    ist  M  TOn  mehreren 

2« 
Titiabeln  abhängig,  an  kann   q-  nur  der  partielle  DifTerenlialquotient  Ton 

<l  nach  X  lein;  wozu  soll  es  alüo  hclfrn.  im  ersten  Falle  -=— ,  im  zwei' 

das 

HoTallc   ^   in  schTGiben??     Bei    Differentialen    ferner,    wo    eine 

mlenich eidende  BezeirJinun;;  gerade  bearniders  wnnirheaswertli  aein 
ilBrfLe,  >iBgt  wed<;r  Su  nerh  i!h  aus,  nach  welclier  Viiriabeln  die  Func- 
liaa  mehreree  veränderlichen  Gröaaen  U  differcnliirt  werden  «oll,  so  dasa 
nao  also  in  diesem  Falle  doch,  wie  z.  B.  Canchj'  thut.  wenn  U  etwa 
Hob  X  diflerenliirl  werden  loll,  OxU  oder  lueiiiclwe^n  bbcIi  dtU  schrei- 
bea  mnss.     Die  Gleichung 


l'eber  riif  kilnesle  Linie  ^trluchrn 


-«, +(S-«,)£  +  (o-»,)J 


druckt  I.  B.  ganz  bRslimmt  den  Satz  aus,  dflsi  das  TnlUtändt^  Diff^  j 
rontial  du  tan  H  der  Summe  aller  parlicllen  Differentiale  vaa  U  gleidr 
Ul;    was  soll  denn  aber  I. 

9M  =  S«  +  8M  +  5tt+ 'j 

oder,  ich  treisa  nicht,   vielleicht 

(/m  =  B«  +  Bu  +  5h  +  .... 


heisiBiil?     Bedient  i 
quolienten,   «n  ist  w 


erliegenden   Falle    der    DifferentiiC 


^ni  bestinitnt   und   anzweidcntig    und   nitea   Uebrige  ist   iinnSt*.    ww 
maa  nleht  etVS,   nni,  nie,   am  cunneqnent  zu  Tcrfnlireii .   Taiiuhj   Ihat 


».:h  »ie  ii.r  da«  Reale  zn  »ein;* 
ifreifend  al»  nll^Tineinr«  DiffI 
)ei  inan  nnch  den  Vnrtheit  |;e«iH 
lieh-  ah  Hezeicl^nn^  einer 
in  Bede  «teilenden  Neiiernng  iat  daher  nnchmsl» 
rh  eine  inöjflichsl  einüiehe  nnterseheidendi 
und  iinrlietler  Differentiate  als  wünsrhenswertb  < 
jetzt   iit   immer   djU   für   das   |iiirliplle   DifTeredl 


■chreibeo 
tapenannl 

nill.     K>   8,.heint  d«l,ü 
(reärhwnngene  S    do 

rentialz 

eichen  zu  benutzen, 

da»   man 

sich  it  XU    linderem  (!e 

für    den    partiellen    Differenlialqui 
I  sich  nicht  mll  ilcm .    was  wir  eli 


angegeben 


r  tlelierzengun^;,  in  der  Thgf^ 
!9  gnr   nicht  »ti  leicht  t 


legnüp;en  will,   wbs  über,  nai 

Tolltenunen  anareji-ht.       Aufli  uumi:  ua   ^ur    jiiuiil  «tu  icicitt  '^^^'■«jJI 

man  S  schreiben  siill ,  und  bei'm  mündlichen  Vortrage  ii 

niingsart  TOllends   unbequem.     Wir  haben  fiirstehondc  BemerbungeB  t 

dieser  Gelegenheit  nicht  unterdrücken  wollen,    weil  uns   die  Snchea 

ohne  Wichtigkeit  zu   sein   scheint,    lassen   übrigens  Jedem  gerne  h 

Weise,    wenn   es  freilich   auch   der  Wissenschaft  wenig  f;n 

wenn   Jeder   bernfen   zu   sein  glaubt,    neue   Bezeichnungen   einzuführen! 

die  doch,   nie  die  Erfahrung  genugsam   lehrt,   meistona  keine  allgemei- 

nere  Annahme  finden. 
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du       du  fl|y  -  8t<  di ^ 

10  dass  man  jetzt  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

«-^+(6-6.)^+(e-c,)|=0. 
öttÖMclySti    dz ^ 

fcat,  aus  denen  sich  die  Differentialquotienten 

dy       ^  dz 
ä"  und  Q- 

ToNstindig  eliminiren  lassen.    Man  erhält  nämlich  aus  den  beiden 
ersten  Gleichungen  sogleich: 

%— (g--gi)(^ —  «)—(«— «1)  (g—g) 
dx-ib^b^)  (z^c)-^(c-ci){^'-'by 

dz     (g— q|)(y~6)  — (6— 6i)(a:--g), 

.  > 
imd  fahrt  man  dies  in  dfe  dritte  der  drei  obigen  Gleichungen  ein, 
10  erhält  man  die  Gleichung: 

l(6-*i)(t-c)-(c-c,)(y-6)l^ 
+  {(c—e,) (a;— a) -  (o— a,) (i - c) } g-  ^  _ 0, 

du 

'       +l(«-öi)(y-*)-(Ä-6i)(ar-a))g^ 

Also  hat  man  jetst  zur  Bestimmnng  von  a;>  ^,  z  die  drei  fol- 
genden Gleichungen: 

2) 


*  ■  •  . 


uz=f(a:,y,z)z=0, 
B*+ft»+c»— (aiHÄiHci*)-2(a— ai);r— 2(6— 6t)y— 2(c— ci)«=0, 

du 

+  l(c— ci)(ar— a)— (a-ai)(2— c)}g-  |  ^q 

du 


4 


x- 
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Die  zweite  dieser  drei  Gleichungen  kann  man  anch  auf  eine  der 
beiden  folgenden  Arten: 

+  2(a^ai)(a:-aH2(6-6i)(y-6)+2(e~Cx)(2-c)=0 
oder 

schreiben. 

Dass  man  sich  die  beiden  gegebenen  Punkte  (abc)  und  {Oibiß^, 
auch  auf  der  gegebenen  Fläche  selbst  angenommen  denken  kai 
versteht  sich  von  selbst^    und  wird  hier  nur  deshalb  noch  b 
ders  hervorgehoben,    weil   gerade   dieser  Fall  für  unsem  H 
zweck  in  dieser  Abhandlung«  nämlich  die  Entwickelung  4ibPj 
chungen  der  kürzesten  Linie,  von  Wichtigkeit  ist.     .  .  »j^ti 

In  den  drei  Gleichungen  2)  ist  die  Auflösung  unserer  Auf- 
gabe enthalten,  und  wir  werden  nachher  ein  Paar  specielle  Fältoi 
ausführlicher  betrachten,  indem  wir  zuvor  noch  auf  das  Resul 
der  im  folgenden  Paragraphen  angestellten  Betrachtungen  beson- 
ders aufmerksam  machen,  weil  dasselbe  für  den  eigentlicfaea 
Zweck,  welchen  wir  in  dieser  Abhandlufeg  fcu  efeichen  iM^&biMh 
tigen,  von  der  grossten  Wichtigkeit  ist.  :  ■:  '  oa,i 


§.3. 

Durch  die  drei  Punkte  (abc),    (oibiCi)  und  (a:yt)  wollen  wir: 
uns  eine  Ebene  gtfelegt  denken ,  deren  Gleichung,  wenn  f,  9,  } 
laufenden  Coordinaten  bezeichnen, 

sein  mag.    Da  diese  Ebene  durch  die  drei  Punkte  (a6c),  (ni^iejt. 
(xyz)  gehen  soll,   so  haben  wir  die  drei   folgenden  Gleichungen; 


•      4- 


/    • 


p 

aus  denen  sich  letdbt 

4    ,(&-fti)(»-c)-(g-ci)(y-6) 


zw^  PwMen  auf  einer  beliebigen  Fläche  und  etc. 

B (c — Ci)(3:— g)— (g— ai)(g— c) 

C-  (a-ai)(y-6)--(A-6i)(*-a) 
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eigiebf,  so  dass  wir,   wenn /i  eiDen  gewissen  Factor  beieichne^ 
kerecbtigt  sind, 

^=/xtÄ-6x)(x-c)-(c-C|)(y-6)|, 
J5r=/i{c  — Ci)(a;— o)  — (a— ai)(z— c)), 
C=/i{(a^a,)(y-6)-(6-ÄO(^-a)) 

Ml  setzen.    Nun  ist  bekanotiicb 

Ito  CStf (bhtifi^  der  Berabrüng^sebene  der  dorcb  die  GJeichafig  ussA 
gegebenen  Fläcbe  in  dem  Pnnkte  {xyt)^  und  uacb  der  dritten  det 
GMchiingen  2)  ist: 


l(ft-6i)(*-^)-(c-cO(y-6)} 


hu 

dx 


+  t(c-^)<^-a)-,(a-a,)(x-c))  ^  ,^  =0. 

\     ,•  •        • 

+  {(a-ai)(y-6)~(6-6i)(^~a)| 


du 


also  naeb  dem  Vorbergebendim : 


(olglich 


A    du     B   hu  .  C  du      ^ 


dl 


woraus  sich-  nach  d«n  Lehren    der  analytischen  Geometri«  «r- 
giebt,  dass  die  beiden  durch  die  Gleichangen 

du  du  du 

äS(r-^)+3^(.;-y)+|ö-.)-0 

charakterisirten  Ebenen  anf  einander  senkrecbt  stehen.     Dies  führt 
unmittelbar  zu  dem  folgenden 


S  a  t  2. 

Die  durch  die  beiden  in  der  Aufgabe  des  vorher- 
gehenden   Paragrapbeii' gegebenen   Punkte   (abc)    und 
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(oibiCi)    und    deo   in    dieser    Aofgabe    gesuchten  Pi 
(xyz)  gehende  Ebene  steht  auf  der  die  gegebene,  d 
die    Gleiebapg;  11.=^^^^,  z)    ch^rakterisirte    Fläche 
dem  Punkte  (üryz)    berührenden  %bene  jederzeit  S4 
recht 

Von   diesem  Satze  wird  nachher  eine  sehr  yrichtige  An 
dang  gemacht  werden. 


Dm  nun   die  Aufgabe  in  §•  2.  auf  ein   Paar   specielle 
anzuwenden,   sei  zuvörderst  die  gegebene  Flach^. ein  difrcl] 
Qleichw^ 

charakterisirtes  Ellipsoid;    so  ist 

.=A..,..j=(f)'+0)- +(!)•-., 

also 

3tt__2;r      3i« %      ^**«_?i 

ä^"~a2'     ä^--^'     &""ya" 

Folglich  ist  in  diesem  Falle  die  dritte  der  Gleichungen  2): 

«j     n        +{(c— Ci)(ar-^a)  — (a  — iii)(?;-i-c)}^f  ^0»' 
oder,    wie  man  leicht  findet: 


»..■ 


0==     (*ci— c6i)-ä 


%»9i  ^tunkten  muf  timr  deüMffem  Eiädn  und  ßtc,  fS 


li 


+  (6-6|)(^-i) 

Abo  müssen  x,  y,  x  aus  den    drei  folgenden   Gleichungen   be- 
ifnoDtt  werdto : 


.  ■        .     ■ 


•  »"'.'»:'!        ,  .  ■    ■  •  .■.■■.•■» 


(6c»--c6i)  ^  +  (coi— aci)  ^ + (064  -6a, )  ^ 


•V  ■• 


+(«-«l)(^-j^)»* 

+  (*-*i)(i?-i)!« 


Uo. 


.\*    '•■.■;    ~       '»".  V  ■   s  .  1         •..        ..  ^ 


+  (c~ci)(-ä-^)^y 


o.;«. 


Die  aUgeiräiiie  AuflSsong  dieser  6lei«:liiingeo  ist.  etwas  ireit- 
iänfig,  weshalb  wir  jetzt  bloss  deb  Fall  einer  Kugel  betrachten 
wollen i  in  welchem  a=/3=y  =  r  ist,  nnd  die  drei  aufzulosencl^ 
Gleichungen  abo 

cH6*+c«-(aiH6iHei«)— 2(ö— ai)a:— 2(6— &i)y — 2{c— ci)  z=0. 
(6ci  — •  c6i)a?  +  fcoi — aci)y  -f  (a6i — 6ai)a;  =0 

sind.    Weil  es  uns  aber  bloss  auf  ein  Rechnungsexempei  ankommt» 
to  woDen   wir  der  Einfachheit  wegen  noch  annehmen,    dasi^  ine 


beiden  gegebenen  Punkte  (a6c)  und  (ai6xCi)  auf  der  Obei^cW 
der  gegebenen  Kugel  liegen.    Dann  ist  offenbar 

ii*+6*  +>  =  Ol*  +  61«  +  Ci« = r* , 

nnd  die  drei  aif&ulosen4en  Gleichungen  sind  daher : 

(a-iii)j?+(6-6Jy+(c-^Ci)z=0. 
(6<^~e6i)dP-f(ciii -a<^)y  +  (<i6i— 6iii)f =0. 
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5.«       .      .  'ei)l*il    »'.•li.'iüäi    b(l 


also 
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ab,  und  dieses  ist  daher  oer  zu  erinittelB.    Nach   dem    Vorher- 

geheadeii' ist  aber  i" 

_(c-c.)  iy-b)  -  (&-6,)  (»-C)         /^Y     /Sz\i 

^+(l)'+(l)'+<»-*)t>+w^ 

SO  das8  es  folglicti  nur  adf  das  Zeichen  von 

ankommt.    Nach  dem  Obigen   ist  aber,    wie  man  mit  Bücksicht 
auf  die  schon  vorher  angewandte  Relation 

(a— öl)  (bci—cbi)  +  ](6— 6i)  (ccii  -aci)  +  (c-r, )  (abi^-bai)  =  0 

leicht  findet: 

(6— 6i)z— (c-Cj).y 

{(a-^,)2+(*-*i)*+(c-Ci)2!  (bc.-cb,)  r 


=  + 


V  (a6i— 6«,  )*+  (Äci  -c6i)a+(efli  -ac, )« ' «' 


also 


Ifi 


.  .  :,  :    .    (Ä  — 61)2;— (c-Ci)y  . 

•~  er 

Daher  ist 

ji — 7-T 7 r-  ,  und  lolglich  auch   q-«-  > 

(6  — 6,)r  — (c— Ci)y'  ^.,  Sa:® 

* 

positiv  oder  negativ,  jenachdem  man  in  den  obigen  Ausdrücken 
Ton  X,  y,  z  die  oberen  oder  unteren  Zeichen .  nimmt ;  und  es  finr 
det  also  für  die  oberen  Zeichen  ein  Minimum/  für  die  unteren 
dagegen  ein  Maximum  Statt. 
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Bezeichnet  muta  das  Dreieck^  dessen  Spftzea  diePoüktB'  (< 
(ai6|C|)  und  der  Mittelpunkt  der  Kugel  sind,  divcb  idf;^  so  Ist 
kanntlich 

2J  =  V  (abi  — fta,)«+  (bci  — c6|)«+(cai  - ac^, 
also         f  I 

^i^i  -— r g^p —  .  -  , 

_     (a — cii)(a6j— 6ai)  —  (c— Ci)(6ci  —  c^j)  r 

y-± 22~ —      •? 

*=± 22 ^ e 

Nun  ist  aber^  wi^  man  leiicbt  indet:  \ 

=fl(6iHci*)+fli  (6Hc*)-a(66A+cCi)-ai  {bb^  +cci) 
=a(ai*+6iHci«)+/ii(aHÄHc«)-o(öffi+**i+cci)-ai(aai+66i4 

und  folglich 

a?=  +  (a+a, ) ^^ 

f=±(c+Ci) 2e^ • 

Nimmt  man  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  die 
den  gegebenen  Punkte  (nbc)  und  (oj^iCx)  bestimmte  Ebene 
Ebene  der  xy  an,  ferner  den  auf  der  die  beiden  gegebenen  Pu 
mit  einander  verbindenden  Seline  der  Kugel  senkrecht  stehei 
Durchmesser  ifersetben  als  Axe  der  jr;   so  Ist  bCBpbar 

a=0|,    6-f6|=0,  c=Ci=:0; 

also  nach  dem  Obigen : 

r(r«-o«  +  6«) 

und  folglich,  well  offenbar 


9W0i  HmlUen  auf  einer  keiiebifem  Fläche  und  eic.  n 

J    ist: 


'^    T. 


Aber,  wenn  man,  was  offenbar  verstattet  ist,  a  poi^tW  amritniii^ 
^=iea;  also 

4r6* 


F 


folglich 9  weil  offenbar  e^=zib^  ist: 

Dieses  leicht  vorauszusehende .  einfache  Resultat  wird  man 
ohne  Schwierigkeit  geometrisch  zu  deuten  verstehen;  hier  hatten 
wir  nur  die  Absiclit,  ein  mriglichst  einfaches  Beispiel  fär.die  An- 
wendung unserer  allgemeinen  Formeln  zu  geben. 


§.  5. 

Bevor,  wir  zu  der  Entwickelung  der  Gleichungen  der  kürze- 
sten Linie  übergehen,  wollen  wir  zuvor  noch  die  Gleichung  der 
sogenannten.  ;Oseul^tions-Ebene  einer  Curve  von  doppelter 
Krümmung  entwickeln,  weil  diese  Ebene  weniger  bekannt  ist 
und  auch  die  Entwickelung  ihrer  Gleichung,  wie  mir  scheint, 
nicht  immer  mit  der  nüthigen  Strenge  und  Evidenz  gegeben  wird. 

Es  seien  also  * 

die  Gleichungen  einer,  Curve  von  doppelter  Krümmung  oder  über- 
haupt einer  beliebigen  Curve  im  Räume.  Lässt  man^  wenn  vqu 
jetzt  an  x^  y^  %  die  Coordinaten  irgend  eines  bestimmten  Punk- 
tes dieser  Curve  bezeichnen,  x  sich  um  Ax  ändern,  so  mugen 
wie  gewohnlich  Ay  und  Az  die  dadurch  herbeigeführten  Aende- 
mngen  von  y  und  %  seiu;  lässt  man  aber  x  sich  um  ;t— ^o:  äiih 
dem,  so  mögen  die  dadurch  herbeigeführten  Aenderungen  von  y 
and  %  'durch  Aiy  und  z/^z  bezeichnet  werden.  Die  Gleichung  der 
durch  die  >^ei  Punkte 

{x,  y,   2), 
{x-\-Jx,  y-t^Ay,  «+^2), 

gelegten  Ebene  sei 


1        I 
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^t«  +  Är  +  Cw  +  />  =  0, 

wenn  jetzt   die  laufenden  Coofdinäti&n  durch  «,  r,  w  bezeich 
werden;    so   haben  wir   zur  Bestimmung  von  A^  Bj   C,  D 
CUeichuDg^ni 

A(x  +  Jx)  i-Biy  +  Ay)  +  C(z  +  dz)  +  Z)  =  0, 

A(a:—Jx)  +  B(y+^^y)+C(zi-Atz)  +  D=0. 

Hieraus  erhält  man  durch  Subtraction : 

^^ar  +  Ä^y  +  C^2  =  0, 
'■^y  -AJa:+BJiy+CJiZ  =  6;  ;    , 

also  durch  Addition:  ;       .. 

B(Jy  +  Jiy)  +  C(^z+^^z)  =  0. 

Setzen  wir  nun 

B=:fl(^Z+AlZ), 

80  ist 

C^  —  lii/iy+^iy);  ,,      .       . 

üfi^  ffihrt  man  diese  Werthe  von  B  und  C  in  die  Gleichung 

V  AJx  +  Bdy  +  CJz:=:0 

eiii^  so  erhält  man: 

Als  Gleichutig  der  gesuchten  Ebene  ergiebt  sich  aber  kns 
Gleichungen 

Au  +  Bv^Cw  +  D=::0, 

rfirch  Subtraction  die  Gleichung 

rv;.    ü.    .:    •;  A(u-^HB(v-^y)  +  C(w.-z):=:0,     ,  .  ,  •  . 
und  diese  Gleichung  ist  daher  nach  dem  VbrhiärgehönderlV 

—  (Jy+Jiy)(w—z)    '      :■..    „,     i 
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« 

oder 

\J.T  Jx      Ax    /Ix  J 

■    -(s+i?)<'-»>[=»- 

Da  man  nun  unter  der  Osculations-Ebene  der  gegebenen 
Corve  in  dem  Punkte  {xyz)  die  Ebene  versteht,  deren  Lage  durch 
iviBi  in  dem  Punkte  (xyz)  zusammenstossende  Elemente  der  Curve 
»der  durch  den  Punkt  {xyz)  und  zwei  andere  unendlich  nahe  bei 
'emselben  liegende  Punkte  der  Curve  bestimmt  wird,  so  erhält 
lan  die  Gleichung  der  Osculations-Ebene,  wenn  man  in  vorste- 
ender  Gleichung  Jx  sich  der  Null  nähern  lässt  und  zu  der  Gränz- 
leichung  übergeht.  Zu  diesem  Ende  ist  nach  dem  Taylor- 
:hen  Lehrsatze,  wenn  q^  6  und  q^,  ßi  positive,  die  Einheit  nicht 
»ersteigende  Grössen  bezeichnen : 

Jyz=f(x).Jx  +  ifix+Q/fx).  Jx^, 

Az  =:qp'(a:).^a:+J<p"(^+  edx)./lx^ 


id 


so 


ind 


/tiy  = — f\x) .  Jßs  +  Ifix — Qj  Jx) .  Jx^, 
z/j  2  =  —  fp'(x),  Jx + 1  q)"(x — Ol  Jx) .  Jjfl ; 


^  =  f'{x)  +  \r\x^Qdx).dx. 

^  =  fp'{a:)  +  Krar  +  ß^x) .  Jx 


^ =^r(x) + \r(x'-Q^jx).Ax, 

^  .=:^q>'{x)^W\x^e^/lx).Ax. 


Daher  ist 


Thtaxxil. 


8S  Grün  er  t:    (Jeder  die  kt1r%este  Unie  wfiBChen 

nndy  wie  man  leicht  findet: 

Ja: '  dx      }dx  *  Jx 
(       nx)(cp"(x+eJx)  +  q>"(x-^e,Jx))  i 
'  (  -q>\x)  (f"(x  +  QJx)  +  r(x-QiJx))  i 

+it  A^+^^^)-  9''(^— ^1^^)  —  r(x—QiJx).(p''(x+eJx)]dj 

^a;  V^a: '  2x      4x  '  Jx  J 
fix)  {q>"{x  +  BJx)  +  tp"  (x^ßijdx)) 

+  l{f"(X'i'QJx).<p"(x--eiJx)'-f"(x—QiJx).(p''(x  +  eJx)\^ 

Geht  man  nun,  indem  Jx  sich  der  Null  nähert,   zu  den  Grän 
üher.  so  erhäH  man: 

^""  :^  l,^ + 2j;  -  "  (^>  -  es* ' 

Jx\Jx  Jx      Ax    AxJ 

=r(.)..p''(.)-9.'(.)./V)  =  |  •  %-%  •%', 

und  weil  man   nun  die  obige  Gleichung  unserer  Ebene  auch 
folgende  Art  schreiben  kann: 

\_(Ay  A^_^  ^\(,,     ^^ 

Jx\/Ix\dx      Ax'AxJ^^'^^' 

1  /Az      Jiz\  ,         ^     f       ^. 


f 


swei  Punkten  mif  einer  öetieMgen  Pideke  und  iU. 
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90  ist  die  GrSnzgleichang ,  d.  i.  die  Gleichung  der  Oscolations- 
Ebene  nach  dem  VerliergeheodeD : 

{f(a:) .  q>''(x)  -  q>'(^) .  /^(or)  1  («  -  ar) 

-9''(i).(r-y)  ^=0 


I  oder 


/du    8h      dz   ö«y\ ,         ^      8h ,        ^  .  8^ ,         ^      a 

Denkt  man  sich  x,  y,  z  sämmtlich  von  einer  gewissen  ver 
finderlichen  Grosse  oo  abhängig»  so  ist 


%_ay    dx  ?y_%.3£. 


femer 


3^      8y   8*:r 


(aV 


dar 


5eö*     8a:*  5«^         8©     *8(ö 
__8y    8*0;     8^   f^\* 


ite 


^_§y    8^     dx  8^^3jr  8^ 
8^^_  8(p«     80- '  8a)a_  8o '  8m*  "" 8© '  8tt^ , 

8a;«  ~"        /8^V       ~  /'^i?^' 

V8coy  V8a»/ 


■ttd  ganz  eben  so : 


hz        dz    dx 

_^__  ___  ____  •  ^^^ 

So;  """  8a) '  8©  * 
8a:     8^_&     8«a: 

8*1 5© '  8©*     8© '  5©* 

^8©^ 
^ol^ich  ist,    wie  man  leicht  findet: 

8y     8h      8z   8^ 
8h      8z    dhi       8« 'S©?     8© * 8©* . 
S   S^     §5   8a:*  /^^' 

V8©>/ 

mid  ddber  die  Gleichong  der  Osonlations- Ebene: 


74  ff  runer  t:   Beber  jHe  kär%$sie  Unit  mDUchem . 

Mit  der  AuflSsung  dieser   drei  Gleiehnngen  wollen  wir  uns 
jetzt  beschäftigen.  V 

Aus  den  beiden  letzten  Gleiehnngen  folgt: 

^,     (c  —  Ci)(cair'aci) — (6 — bi)(a6i — öoi)    * 

(c— Ci)(cflx — aci) — ib-'bi)(abi — boi) 

FOhreo  wir  nun  diese  Ausdrücke  in  die  erste  Gleichung. ^f^in 
und  bemerken y  dass»  wie  man  leicht  findet,  wenn  der  Kürze  wegen 


e 


=  V  (a-ii)^+  (b^b^)^  +((c  4.C,)« 


gesetzt  wird^  wo  e  die  Entfernung  der  beiden  gegebenen- Pfinkte 
von  einander  bezeichnet, 

+ 1  (*  —  *i )  (bci:-^  cbi)  -^(a  —  fli)  (cai  —  aci)}* 

+  {(c— Ci) (cfli  *- flCi)— (6— 6i) (a6i  —  6ai)p 

=  e*t  (ci6i-6ai)«+  (6<i^<*i)*  +  (cai-aci)«} 

—  I  (a-«i)  (*ci— c6i)  +  (6— 6i)  (cdi—aci)  +  (c— Cj)  (oÄi— 6a,) }», 

also,  weil  sich  leicht 

^mmri.  ,     ^>    .         . ;  .„    :  ,„.,...  „. .     ,„:;,., 

{(a-a{)(abi  — 6ai)— (c-Ci)(6c,— cöj))«  .      ,  .  .„,.■, 

+  l(ft— 6i)(6ci  — c^)— 5(ar-ai)(cai  — aci))* 

' -        •     ^\(c^^)(€äi -üc,)— (6— 6i>(o6i-J^ai)p  -^  i  -  '  -»^ 

=c*{(a6i  -6öi)*+(K  ~c6i)«+(iJöi  -aci)«| 

btV  so 'erbaiten.^ir  f&r  or,  iy,  z  ohne  ^^6hwierigke!t  die  Ibigendf^n 
Anisdi^ucke,  in  denen  d\e  oberen  un4  unteren  deichen  äläb  auf 
einander  bezienen: 

-  ■       (<?— gl) (ca^—aci)  —  (b-^bi) (abi-boi)       r 

4 


%M>0t  ^mMemmUf  einer  ^Ueäi99k  Fiacke  und  etc.  7B 

Ans  den  beiden  Gleichungen 

a:«+^  +  i*  =  r*, 
{a—a^ix  +  (6— 6i)y  +  (if— Ci)i=0 
erbSIt  man  durch  Differentiation: 

^  +  »^+'85  =  ^' 

:  «-«.+(6-6x)|  +  (c-e.)^  =  0 

und 

t 

Ans  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 

_.  8a:      (6— 6i)2  — (c  — Ci)y' 


V  y 


•/ 


V] 


und  aus  den  Iwei  letzten  Gleichungen  erhält  man: 

.;    ä^  (6— 6i)z— (c— Ci)y         ^ 

Die^Clrosse,    welche  ein  Minimum  werden  soff,   ist  bekannt- 
fichy  wenn  wir  dieselbe  durch  Sl  bezeichnen: 

woraus  sich  durch  Differentiation  ergiebt: 

85^_^^-^+(.v-^)^+(^-^)8^; 

and  hieraus  ferner,  wenn  man  der  Kärze  wegen 


.1 
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zwei  Pfinkten  nuf  einer  beUebiffen  Ftäehe  und  ttc.  77 

ab,   und  dieses  ist  d&iieF  nnr  zu  et  mittet».    Nach   dem    Vorher- 
geheBden*  ist  aber  .  » ji  ■■>•. 

_(c-Ci)(y-6)-(ft-6,)(z-c)         /ayV  ./8A* 

=.-H(>-^rgL,wHu(g)V@-,. 


also 


-(6-6,),_(e-c,)j/*i+\§i;  +VS5;  *- 

SO  dass  es  folgUcti  nur  aiif  das  Zeichen  von' 

;,.....  .      C*r-6,)z— (cr-Ci)yi..  .  .    r 

ankommt.    Nach  dem  Obigen   ist  aber,    wie  man  mit  Biicksicht 
auf  die  schon  vorher  angewandte  Relation 

(a— cfi)  (hc^—cbx)  +  1(^—61)  {cai  ^aci)  +  (c-r, )  {ab^—bai)  =  0 

leicht  findet: 

^^  l(a~y,)H(^-fti)^+(0"Ci)^i  (bc,-cb^)  r^ 
also  ..V 


bcx^-r^^fbi , 


•|-  .  )  .    ^  •  !•«  "    I, 


- '  .     f '    - 

Daher  ist 


TT — rV^ — 7 r- ,  und  folelich  auch  5-«- 

(6  — 6i)z  — (c— ci)y'  ^.,    ,  öa:* 


9 


positiv  oder  negativ,  Jenachdem  man  in  den  obigen  Ausdrucken 
Ton  Xy  y,  z  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt;  und  es  fi^r 
det  also  för  die  oberen  Zeichen  ein  Minimum,  ffir  die  unteren 
dagegen  ein  Maximum  Statt. 


78  €runett:  Ve^er  iUe  kür%€tie  Linie  %»ifi9eAen 

Sczeiohnet  man  das  Dreieck«  dessen  Spitzen  die  Punkte*  (a6o)» 
(oibiCi)  und  der  Mittelpunkt  der  Kugel  sind,  durch  J^  aolst  be» 
kanntlich 

also         (  '    '  ^ 

'->      \    •       .        i    ■ 

(c — Cj)  (coi  — aci) — (6—  ^i)  (ö^i — ft«i)  r 


» «PI»» 


i;'  .  u 


(a — ai)(abi—bai) — (c—Ci)(bci—cbi)  r 
J'=± 2^— i' 

Nun  ist  aber^  wi^  man  leicht  findet:  \ 

(c~ci)  (cai— flCi)— (6— *i),(a6i— iJxi^). 

=a(aiH6iHci^+ffi(aH*Hc*)-o(««i+**i+cci)-ai(aai+66i+cci) 

und  folglich 

^=  +  («+ai)- 2^^ >  ,   ...^    ^ 

J 

Nimmt  man  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  die  HRP 
den  gegebenen  Punkte  (nbc)  und  (aj^^Ci)  bestimmte  Ebene  als 
Ebene  der  acy  an,  ferner  den  auf  der  die  beiden  gegebenen  Pnnkte 
mit  einander  verbindenden  Seline  der  Kugel  senkrecht  stehendoi 
Durchmesser'  derselben  als  Axe  der  ar;   so  Ist  xkifepbar 

a=ai,    6+6,=0,  c=Ci=0; 

also  nach  deon  Dbigen : 

a:=4-a-^^ :H — ^»  y=0,  «=0; 


und  folglich,  weil  offenbar 

'■'■",      '     '  '    , '  ■  ' 


%wei  Funkien  auf  einer  beüeöiptn  Fläche  und  etc.  n 

Ist: 

-    eJ      ^       '       r 

Aber,  wenn  man,  was  offenbar  verstattet  ist,  a  poi^tlv  amrironr^ 
^=4^a;   also 

folglich 9  weil  offenbar  e^=:Ab^  ist: 

'  ^  •     •:       :-.     i  ■ 

0"  =  ^:/,    ^=0,    2=0. 

Dieses  leicht  vorauszusehende  einfache  Resultat  wird  man 
ohDe  Schwierigkeit  geometrisch  zu  deuten  verstehen;  hier  hatten 
wir  nur  die  Absic!it,  ein  ninglichst  einfaches  Beispiel  (üt  die  An- 
wendung unserer  allgemeinen  Formeln  zu  geben. 


§.5. 

Bevor  wir  zu  der  Entwickelung  der  Gleichungen  der  kürze- 
sten Linie  übergehen,  wollen  wir  zuvor  noch  die  Gleichung  der 
sogenannten,  lOsculations-Ebene  einer  Curve  von  doppelter 
Krümmung  entwickeln,  weil  diese  Ebene  weniger  bekannt  ist 
und  auch  die  Entwickelung  ihrer  Gieichong,  wie  mir  scheint, 
nicht  immer  mit  der  nüthigen  Strenge  und  Evidenz  gegeben  wird. 

Es  seien  also 

die  Gleichungen  einer  Curve  von  doppelter  Krümmung  oder  über- 
haupt einer  beliebigen  Curve  im  Räume.  Lässt  man,  wenn  yQi\ 
jetzt  an  o;,  ^,  z  die  Coordinaten  irgend  eines  bestimmten  Punk- 
tes dieser  Curve  bezeichnen,  x  sich  um  Ax  ändern,  so  mögen 
wie  gewöhnlich  Ay  und  Az  die  dadurch  herbeigeführten  Aende- 
rongen  von  y  und  %  sein;  lässt  man  aber  x  sich  um.;r-//a;  an-, 
dem 5  so  mögen  die  dadurch  herbeigeführten  Aenderungen  von  y 
and  z  'durch  A^y  und  A^z  bezeichnet  werden.  Die  Gleichung  der 
durch  die  i^^ei  Punkte 

{x-\-Ax,   y  +  Ay,   z+Az), 
(x---Ax,  y+Aiy,  z+^iz) 
gelegten  Ebene  sei 


80  Grüner t:    Veker  die  kür%esle  Unie  %wi9Ch^ 

Ji«  +  i?f?+Cw  +  l>  =  0, 

wenn  jetzt  die  laufenden  Coofdinätleh  dureb  u,  Vf  u>  bezeichnet 
werden;  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  A,  B^  Cy  D  die 
GleiefauDgent    , 

Aa;  +  By  +  Cz'\-D=zO, 

A(a:i'Jx)+B(y'\-Jy)+C(z  +  Jz)-l-D  =  0, 

A(x—Aa:)  +  B(y+A,y)+C(z-tJiz)  +  D=zO. 

Hieraus  erhält  man  durch  Subtraction : 

AAx  +  BAy+CJz=:0, 
-  AJx  i- B  J^y  +  CAiz  =  6;  . 

aläo  durch  Addition:  «    *  " 

B(Ay  +  Aiy)  +  C(Az  +  Aiz)=zO. 

Setzen  wir  nun 

B  =  (a(Az+  Aiz), 

so  ist 

' '  '        ■ 

ünid  fShrt  man  diese  Werthe  von  B  und  C  in  die  Gleichung 

AAx  +  BAy  +  CAz  —  0 

ein,  s6  erhält  man: 

JyJiZ  —  JtJiy 
^=-f» j^_ 

Als  Gieichutig  der  gesuchten  Ebene  ergiebt  sich  aber  kos' deb 
Gteichungen  » 

Au  +  Bv+Cw  +  D=iO,  : 


.,J        »:       .       »'■ 


^       > ' ; 


(ftirch  Subtraction   die  Gleichung 

,.»i    ,;...  ,=    ')  4(u-»)'+B(v-^y)  +  C(w.-z)z=0, 

*  % 

»  •  * 

und  diese  Gleichung  ist  daher  nach  dem  Vbrhärgeh^ndeiJV   '  '  ' 

JyAiZ'-AzA^y  « 

— : — ^S~~t(^—^)  J 

>  =  0 

—  (Ay+Aiy)(w—z) 


1  .«■•  I  •.•»i*  t^- 


%wei  Punkten  auf  einer  beliebigen  Fläche  und  elc.  Ji\ 

oder 

\dx  Jx      Jx   /Ix  J 

■      -(s+^)<-»)^=<'- 

Da  man  nun  unter  der  Osculations-Ebene  der  gegebenen 
CorFe  in  dem  Punkte  {xyz)  die  Ebene  versteht,  deren  Lage  durch 
zwei  in  dem  Punkte  (xyz)  zusammenstossende  Elemente  der  Curve 
Ader  durch  den  Punkt  \xyz)  und  zwei  andere  unendlich  nahe  bei 
demselben  liegende  Punkte  der  Curve  bestimmt  uird,    so  erhält 
man  die  Gleichung  der  Osculations -Ebene,    wenn  man  in   vorste- 
hender Gleichung  /Ix  sich  der  Null  nähern  lässt  und  zu  der  Gränz- 
gleichung  übergeht.     Zu    diesem   Ende    ist    nach    dem   Taylor- 
seben Lehrsatze,  wenn  q^  6  und  g^,  ßi  positive,  die  Einheit  nicht 
abersteigende  Grossen  bezeichnen : 

Az  •=ifp^{x),AxW(p"{x-\-  Mx).Ax^ 


und 


also 


und 


Aiy= — f'(x) .  Ax  +  Ifix — Qj  Ax) .  Ax*, 
AiZ  =:  —  (p'(x).  Ax  + 1  q>"(x — $1  Ax) .  Ax^ ; 


^=  f'ix)  +  \r(^  +  QAx).Ax, 
^  =  <p'(x)  +  iq>"(x  +  SAx) .  Ax 


^  =--r(x)  +  ir(x^QiAx).Ax, 
^  =:^fp'(x)+W'(^-OiAx).Ax. 


Daher  ist 


^+^^i{r('»+9^x)+r(.^-ei^x)\  Jx 

^ + ^ = l  \<p'(fc+ejx) +<p'(x-eiJx))Jx 


TheU  XXn. 
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and,  wie  man  leicht  findef: 

Ay    JjX      Az    Jiy 

Jx '  Jx      idx "  Ax 

nx)  (g>''(a:+  BAx)  +  q>''{x-^e^Ax))  ) 

\  Ax 
-9>'(^)  T(P^^-^^oc)\f"{x-q^Ax))  \ 

+  i  t  r(a?+ P  Ax) .  (p"  (X'-diAx)  —  f"  (x—Qi  Ax) .  (p"  (x+SAx)  ]  Ax 

1    /Ay    AiZ      Az    Aiy\ 
Ax  \Ax '  Ax      Ax  *  Ax  ) 

f  (x)  {(p"  {x  +  BAx)  +  q>"  {x-^Sx  Ax)) 

^q>'(x)if''(x+QAx)+r(x^QiAx)) 

+\{f"(x  +  QAx).(p"(X'-eiAx)-'f"(x-'^Ax).(p"(x  +  eAx)\A: 

Geht  man  nun,  indem  Ax  sich  der  Null  nähert,   zu  den  Gränz 
über,  so  erhält  man: 

1   /Az      Aiz\        „.  ^       dH 

Lim  ^  f^y  A%_^T^  /^jy\ 

Ax\Ax '  Ax      Ax  '  Ax/ 
=  /^(a:).9(a:)-<p(a;)./(a:)-g^.g^~g^.g^, 

und  weil  man  nun  die  obige  Gleichung  unserer  Ebene  auch  f 
folgende  Art  schreiben  kann: 

1^/Ay  A^     Az^  ^\(,.      ^x 
Ax\Ax'Ax      Ax'AxJ^^'^^^ 

1  /Az  .  A^z\  ,         ,    f       /.• 


+s(^+^>««-* 


/ 


%wet  7*uHkten  mif  einer  btHebigen  Fideke  und  tu.  83 

so  ist  die  GrSnzgleichung ,  d.  i.  die  Gieiebang  der  Oscolations- 
Ebene  nach  dem  VerhergehendeD : 

{f{x).q>''{x)-ip'{f).f»{x)\iu--x) 

-ip''{x).{p-y)\=fi 

oder 

Denkt  man  sich  x,  y,  z  sämmtlicb  von  einer  gewissen  ver 
anderlichen  Grosse  oo  abhängig,  so  ist 


ferner 


dl/      8«    da:       .       8v      dt/    das 

Q-  =  Q    -ö-»  also  #  =  ^2ä-; 
d(D      ox    oa  ax     d<o  da 

5co^      dx'dca^         B(o       Ö« 

_dy   8^.8^   fSxy   ^ 
~^dx'Ba^^dx^'\d(oJ  ' 


abo 


d^By^d^      dx  ^      dy  d^x 
ffly,     80^     dx'  d(o^     da'  dm^"^  da}'  dQ^ . 
8a;«""        /'^xy       ""  {^^y 

V8ß>y  V8a»/ 

vod  ganz  eben  so: 

8z        dz    dx 
dx       80  '810' 

dx    8^     ^  dz    3^x 
d^z 5« '  8(0^     8a> '  Sw* 

V8ß»/ 

Folglicb  ist,    wie  man  leicht  findet: 

dy    8^      8z   8^ 
^    8*r     8z^  8^ 8(0 '  S»^  '^  8ip  *  80»* . 

\da/ 
vrf  diher  die  Gldchong  der  Ososlatlons- Ebene: 


84  Grüner i:    üeber  die  kür%est€  Unie  zwischen 

/B^    d^      Bt    8'^\, 

■  * 

oder  auch  der  Kurze  wegen,  wenn  man  sich  nur  immer  a,  y,  % 
säroratlich  als  von  einer  gewissen  veränderlichen  Grösse  abb&igig 
denkt: 

(dy&h — dzS^y)  (u  —  x)  \ 

3)  +  {Bzd^a:  —  da:B^z)  (v-^-y)  ^  =  0- 

+  (Bad^y  —  Byd^a:)  (w  -x) 


e 
„ 
tf 


§.6. 

Wir  wollen  jetzt  zu   der  Entwickelung  der   Gleichungen  der  || 
kürzesten  Linie ,    als  dem  Hauptgegenstande  dieser  Abhandlung»  L 
fibergehen.    Diese  Ehtwickelung  ist,    wie  in  ähnlicher  Weise  bd 
allen    ähnlichen    eigentlich  in   das  Gebiet  der  Yariationsrechnnoi^ 
gehörenden  Aufgaben,    auf  das  folgende  Princip  zu  gründen: 

Wenn    zwischen    zwei    auf  einer  beliebigen  Flache 
liegenden    Punkten     auf    dieser    Fläche    die    kürzeste 
Linie    gezogen    ist,    so   ist    auch    jeder    Theil    dieser' 
Linie  die  kürzeste  Linie  zwischen  seinen  beiden  End- 
punkten  auf  der  Fläche. 

Denn  wäre  dieser  Theil  nicht  die  kürzeste  Linie  zwischen 
seinen  Endpunkten,  so  würde  sich  zwischen  diesen  Endpunkten 
auf  der  Fläche  eine  kürzere  Linie  als  dieser  Tbßil  ziehen  lassen, 
welcher  zusammen  mit  den  übrigen  Theilen  der  kürzesten  Linie 
zwischen  den  beiden  gegebenen  Punkten  auf  der  Fläche  eise' 
Linie  darstellen  würde,  welche  ebenfalls  zwischen  den  beiden  gt*  -i 
gebenen  Punkten  läge  und  offenbar  kürzer  wäre  als  die  kürzeflt^  1 
Linie  zwischen  diesen  beiden  Punkten,  was  ungereimt  ist.  ^ 

Denken  wir  uns   nun  zwei  in   dem  beliebigen   Punkte  ixffi)    ^ 
der  zwischen  zwei  Punkten  auf  der  durch  die  Gleichung 

4)     Ä  =  F(ar,3^,  2)=0 

v^harakterisirten  Fläche  gezogen^  Kürzesten-  zusämmenstosB^ndoii. 


zwei  Punkten  auf  einer  beliebigen  Fläche  und  eic.  86 

rmaoder  gleiche  unendlich  kleine,  und  daher  ab  geradlinig  sa  be. 
rachtende  Elemente  dieser  Kürzesten,  so  muss  nach  dem  obigen 
l^rincip  die  Summe  dieser  beiden  Elemente  zivischen  ihren  beiden 
iussersten  Endpunkten  die  Kürzeste  auf  der  Fläche  sein,«  woraus 
deb  nach  dem  in  §.  3.  bewiesenen  Satze  ganz  unmittelbar  und 
mf  der  Stelle  ergiebt,  dass  die  durch  die  beiden  in  Rede 
stehenden,  in  dem  Punkte  {xyi)  zusammenstossenden  Elemente 
iDserer  Kürzesten  bestimmte  Ebene  auf  der  Berührungs -Ebene 
1er  durch  die  obige  Gleichung  charakterlsirten  Fläche  in  dem 
'nnkte  (xyz)  senkrecht  stehen  muss.  Erinnern  wir  uns  jetzt  aber 
erner  aus  §.  5.,  dass  man  die  durch  die  beiden  in  dem  Punkte 
xyz)  zusammenstossenden  Elemente  bestimmte  Ebene  die  Oscu- 
itions-Ebene  unserer  Kürzesten  in  dem  Punkte  ijjcyi)  nennt;  so 
;t  klar,  dass  man  zur  Aufstellung  des  folgenden  Satzes  berech- 
gt  ist: 

Die  kürzeste  Linie  auf  einer  Fläche  zwischen  zwei 
'unkten   wird    durch    die    Eigenschaft    charakterisirt, 
ass    in   jedem    ihrer  Punkte   ihre  Osculations-Eben6i^ 
nf  der  Berübrungs- Ebene  der  Fläche  in  diesem  Punkte 
enkrecht  steht. 

Mittelst  dieses  Satzes  ist  es  leicht,  die  Gleichungen  der  Kür- 
zten zu  finden.  Denn  zuvurderst  ist  die  Gleichung  der  Berüb- 
mgs*Ebene  der  durch  die  obige  Gleichung  charakterlsirten  Fläche 
I  dem  Punkte  [xyz)  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geome- 
ie  bekanntlich: 

SÄ,  8Ä,         .      8Ä,         ,      ^ 

g^(«-a:)+g^(D-y)+-g^(ti,-2)=0. 

erner   ist  nach   §.5.  3)    die  Gleichung    der    Osculations-Ebene 
Br  Kürsesten  in  dem  Punkte  {xyz)\ 

(dyS^Z'^dzS^y)(u-'X) 

+  (&82^— 8a:82z)(ü— y)  ^  =0. 

+  (8d?8^ — SyS^x)  (w — z) 

ft  nun   nach    dem    Obigen    diese  beiden   Ebenen   auf  einander 
snkrecbt  stehet  müssen,  so  erhalten  wir  nach  dein  Lebren  der 

* 

lalytiscben  Geometrie  die  Gleichung: 


erunert:   Veber  die  känette  Uttte  awisekett 
AIm  siod  die  deicbangen  der  Kärzesten: 

5) 

oder  ancb: 

6) 

+  g^0zS«a:-8a;S«z)  ^  =0. 

Eiiminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  -xr»    so    erb! 
man  die  Gleichung: 

:  =0, 

|-  { (8:r  8*^ — 8y  8*4?)  hy  -  (dz&^x — 8^:822)  82 } 


oder 


g^{8y(8a:8«a:  +  828a2)-(8ar«+82«)8«2() 

;  =0, 

8a 

— g-^  { 8a:  (8y  8«^  +  828«2)  —  (8y«  +  81«;  8»ar } 


oder 


%wei  Ptmkien  4m f  einer  beliebt fen  Fläche  und  eic.  ^ 

iber 

also,    wie  man  sogleich  findet: 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  überhaupt  die  drei  fol^eoden 
Gleichungen : 

7) 

^  (3x8»*  -  a,a»x)  -  ^  %  8«*  -  a5a^)=o, 

-gj  (8a;  8»*  -  8«  8*a:)  -  g^  (8z  8»»  -  8*  8%) = 0. 

Betrachten  wir  aber  8«  als  constant,  vras  verstattet  ist,  setW^ 
als«  8*<=:0,   so  vrerden  diese  Gleichuogeo: 

8) 

8ä   8«y     8Ä    8«a:_ 
8ar    8*»      8y  •8*«  —  "' 

dO.  Sh     d^  i^  _ 
8y  ■8*a~&  'dfl  " "' 

&  '85*  "8^  •85a—"- 

Aus  der  obigen  geometrischen  Eigenschaft  der  kürzesten  Linie, 
welche  der  Entwickefung  der  vorstehenden  Gleichungen  derselben 
zur  Grundlage  gedient  bat,  dass  nämlich  in  jedem  Punkte  der- 
selben die  Berührungs- Ebene  der  Fläche,  auf  welcher  sie  gezo- 
gen ist,  und  die  Osculations- Ebene  der  Curve  auf  einander  senk- 
recht stehen,  gebt  unmittelbar  Folgendes  hervor: 

Wenn  man  sich  die  Kürzeste  in  Elemente  getheiU 
denkt  und  jedes  dieser  Elemente  über  seineu  Endpunkt 
hinaus  verlängert,  wobei  man  die  Elemente  in  einer 
gewissen  Ordnung  zu  nehmen  oder  nach  einer  gewis- 
sen Richtung  hin  zu  zählen  hat,    so  ist  die  Projecti'oo 
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der  Verlängerung  eines  jeden  Elements  auf  der  Fläche^ 
auf  welcher  die  Kurzeste  gezogen  ist,  immer  das  nächst 
folgende  Element  der  Curve. 

Hierin   ist  aber  unmittelbar  das  Princip  ausgesprochen,    nach 
welchem  in  der  Geodäsie  auf  einer  Fläche  sogenannte  geodätlscb-  j 
gerade  Linien  gezogen  werden ,  worüber  wir  das  Weitere  der  ge- 
nannten Wissenschaft  Qberlassen  müssen  *).    Man   pflegt   daher  ; 
die  kürzeste  Linie  auch  die  geodätische  Linie  zu  nennen^. 


§.  7. 

Das  Rotations -Ellipsoid  9  welches  für  die  mathematische  Geo- 
graphie und  Geodäsie  von  vorzüglicher  Wichtigkeit  ist,  wollen 
wir  jetzt  einer  besonderen  Betrachtung  unterwerfen.  . 

Die  Gleichung  desselben  sei 


oder 


dr«+y« 


r2 


+  v.-l=0, 


80  ist  im  vorhergehenden  Paragraphen 


zu  setzen,  und  folglich 


*)  M.  8.  z.  B.   meine   schon  angeführte  S|ihäi'oidische    Trigo- 
nometrie» §.  1.  und  $.  2. 

**)  A,  a.  O.  habe  icb  aus  der  obig^en  Grundeigenschaft  der  geodä- 
tischen Linie  ihre  Gleichungen  abgeleitet  und  dann  mittelst  der  Variir-' 
tionsrechnnng  gezeigt,  dass  diese  Linie  mit  der  Kürzesten  einerlei  ist, 
also  eigentlich  den  umgekehrten  Weg  von  dem  im  Obigen  eingeschla- 
genen Wege  verfolgt.  Hier  kam  es  mir  darauf  an,  die  Betrachtung  von ' 
der  Variationsrechnung  ganz  unabhängig  zu  machen  und  in  das  Gebiflt 
der  gewöhnlichen  Differentialrechnung  hinüberzuführen.  Bemerken  will 
ich  hier  noch  gelegentlich,  dass  im  Vorhergehenden  immer  bloss  Toa 
der  Kürzesten  gesprochen  worden  ist,  indem  wohl  auf  der  SteHe  iir 
die  Augen  springt,  dass  Ton  einer  längsten  Linie  zwischen  zwei  Punk» 
ten  auf  einer  Fläche  oder  von  einem  Maximum  überhaupt  gar  keioe 
Rede  sein  kann. 


9mei  FunlUen  auf  einer  MUöigen  Fläche  und  etc. 


89 


also 


8^ 


Daher    haben   wir   nach    dem    vorhergehenden   Paragraphen    die 
Gleichung 

oder 


X 


S^     dx  dy  8*ar     8y   Sx  ^ 


d.  i. 


85 


-- sr=0' 


?5 


also,  wenn  C  eine  Constante  bezeichnet: 

t 

Bezeichnen  wir ,  indem  der  positive  Theil  der  Axe  der  x  nach 
dem  Anfangspunkte  der  Längen  hin  gerichtet  angenommen  wird, 
die  Länge  und  reducirte  Breite  durch  co  und  o ;  so  ist  bekanntlich 

a:  =  a  coso  coso,  , 

11)    ^  ^  =  asino(>  coso» 

z  =  6  sin  o ; 


also 


i 

I- 
« 

m 

Ol 

b 


8ar = — a  (sin  o  cos  o  8o  -f  cos  o  sin  S  dc5) , 
8y=:  a  (cos  09  cos  o  80 -r- sin  CO  sin  o8o), 
8z  =     6coso8c5; 


f 


ÜDl^ch 


cosa)^cos(i>^8o— sino)cosa)sinocos(ii>8(ii>i 
«8y  —  yaa:=a*  J  .      »     [  » 

-f- sin  <ii>^08^^<0  "f  sii^oi>co80)sina>co8(i>dSl 


.ii 


f 


ibo 


12)   xdy-^yBx^a^cosQ^m. 
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Ferner  ist 

Isin  o^cos  0*3(0*  +  cos  co^sin  (3^d<d^    * 
+ cos  Q)*cos  5*8»*  +  sin  w*  sin  ö*S5*    ^ 
+  6*eos5*8ö* 

=a*  (cos  5*8a>*  +  sin  ö*8ö*)  +  6*  cosc5*dS*, 
also 

13)    8**=  a*cos  ö*8(ö*  +  (o*sin  5*  +  6«cos ö«) 8S* 

Nach  10)  ist 

0%  —ydjc^:  Cds, 

also  nach  12): 

14)    a*  cos  5*8(0  =  C8«. 

Folglich  ist  nach  13): 

a* cos  5*8(0*=:  C*(a*cosö*8(ö*+(a*sinö*+6*cos5*)aö*|, 

woraus   sich  leicht 

ö*         -.        , 
^2  ^tangü*  +  l 


^^coso* — 1 


also 


15)    8(ö  =  ±~3ö 


Ä* 


6^4/    52tan^ö*  +  l 


a  m/      ci* 


C* 


COSG)*— 1 


ergiebt  j  wenn  man  das  obere  oder  untere/  Zeichen  niromty  jenach- 
dem  8(0  und  85  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  d.  fa» 
jenachdem  (o  und  5  i»^ichzettig  zu-  und  abnehmen,  oder  frenn 
das  eine  zu-  oder  abnimmt,  das  andere  respective  ab-  oder  znnimmt. 

Nehmen  wir  jetzt  die  geodätische  Linie  nach  derselben  Rich- 
tung hin,  nach  ivelcher  die  Längen  gezählt  werden,  und  bezeiGli- 
nen  da/S  Azimuth  durch  6,  wo  bekanntlich  ß  nicht  grosser  als  n, 
und  naeh  der  Seite  ^  nach  welcher  die  Längen  gezählt  it^rden» 
und  nach  der  Seite  des  positiven  Erdpols  hin  genommen  wird;  s^ 
ist,  wobei  Taf.  IL  Fig.  1 .  zu  vergleichen,  offenbar,  jeoaehdem 
S^iTt  oder  B^'ln  n 
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ako,  weil 

co8(i9r  — '  ö)  =  coa(S^  in) 

ist,  allgemein 

Mglich  aUgemeinj; 

16)    8in  eds=  V^^Hy .  8(0. 
NuD  ist  aber  nach  11): 

jj«  4-  ^a  =r  a*  (cos  CO* + sio  «*)  cos  5*= a*  cos  ö*, 
also,  vreil  Q,  absolut  geDommen,  nie  in  fibersteigt: 

V^'+y* = a  cos  5, 

und  folglich  nach  16)  allgemein: 

17)    sin  Sdt  =  a  cos  ö^doo. 

Mach  14)  und  17)   hat   man  Jetzt  also  die   beiden   folgenden 
Gleichungen : 

Cds = a*  cos  ö^oo , 

sin  dds  ^  a  cos  cÄdra ; 

aas  denen  mittelst  Division  skh 

C 

-7—5  =  a  cos  o  9 
sind 

also 

18)    aco8c3sind=C 


oder 


19)    cosösinÖ=  — 


ei^ebt^  in  welcher  Gleichung  der  für  die  sphäroidi^che  Trij^no* 
metrie  und  Geodäsie  buchst  wichtige  Satz  ausgesprochen  ist, 
das«  jode  geodätische  Linie  auf  einem  Rotations-El- 
lipsoid  die  merkwürdige  Eigenschaft  hat,  dass  das 
Product  coscSsind  eine  constante  Grösse  Ist. 
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Weil  Oy  absolut  genommen  y  nicht  grosser  als  \n,  und  das 
stets  positive  d  nicht  grösser  als  %  ist,  so  ergiebt  sieh  aus  der 
Gleichung  18),  dass  die  Constante  C  stets  positiv  ist,  was  man 
im  Folgenden  immer  zu  ^beachten  hat. 

Durch  Differentiation  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  19) :, 

'  —  sin  5  sin  ö85  +  cos  ö  cos  BdS — 0, 

also 

20)    cot  ede  c=  tang  030. 

Wir  wollen  nun  do,  dcÄ,  hs  sämmtlich  bloss  durch  B  ansau^rlleke» 
suchen. 

Aus  der  Gleichung  20)  ergiebt  sich  zuvorderst: 


Nach  19)  ist 


Q-         cotö    j,^ 

öü  =  7 =  dB. 

tango 


-«      C«  .«.-«,      C* 


cos 0*=  — «  cosec  6*,   sin o*  =  l s-  cosec ö*; 


folglich 


1 sr  cosec  ö* 


tängfe)^=      ^a      =^sinÖ^^— 1; 


a« 


-:ä  cosec  6^ 
also 


ö=+Vei 


tango  =  +V  ^s*"ö^""^» 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  o 
positiv  oder  negativ  ist.    Also  ist  nach  dem  Obigen : 

21)  8ö  =  ±-7-=:Ä=..=  8d, 


\r^,sio6^-. 


1 


das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,   jenachdem  o  positiv 
oder  negativ  ist  . 


Ferner  ist 


7>scos  ö*— 1  =  cosecd*  — l=cotd* 


und 


litpei  Funkten  anf  einer  beliebifftn  Flächt  und  $tc.  98 

wenn  wir  wie  gewohnlich 

oetzen.     Also  ist  nach  ]5)  und  21),    wie  man  leicht  findet: 

^  sin  ei^-e^  1  —  ß*^-  coaec  ö* 


^^  sin  ö«  - 1  1 ö  cosec  (9* 


folglich 


23)    8a>  =  +  8öm/     ^ 


—  e^  -«  cosec  ö^ 


— ^  cosec  ö^ 


wo  ein eBestimmung  wegen  desZeichens  nachher  f^egeben  werden  wird. 
Endlich  ist  nach  17)  nnd  18) 


^        acoso «  C    j. 

Sind  sin^'^ 


folglich  nach  23): 


s^ 


2^)    «*=±»«Ö 


WO  in  den  Formeln  23)  iind  24)  die  oberen  und  unteren  Zeichen 
sich  auf  einander 'beziehen.  In  den  Formeln  23)  und  24)  ist  nun 
noch  eine  Bestimmung  wegen  dev  Vorzeichen  nuthig. 

Wegen  der  Gleich.  17)  haben  dta,  Bs  gleiche  Vorzeichen,  was  sich 
auch  unter  den  oben  gemachten  Voraussetzungen  von  selbst  versteht. 

Nach  20)  ist 

dd = tang  d  tang  G5do . 

Ist  DUO  zuerst  d<4^9  so  haben  nach  dieser  Gleichung  ddunddcS 
gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen,  jenachdem  c5  positiv  oder  ne- 
gativ ist.  Aus  Taf.  n.  Fig.  1.  erhellet  aber  auf  der  Stelle,  dass 
in  diesem  Falle,   wenii   nämlich  6<,ln   ist,    Sm  und  ds  mit  do 
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gleiches  Vorzeichen  haben.     Also  haben  dm  und  ds  mit  dB  gleiches 
oder  ungleiches  Vorzeichen,  jenachdem  (5  positiv  oder  negativ  ist. 

Ist  ferner  6^^%,  so  haben  wegen  der  obigen  Gleichung  dB 
und  8(5  ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen ,  jenachdem  o  positiv 
oder  negativ  ist.  Aus  Taf.  U.  Fig.  1.  erhellet  aber  auf  der  Stelle» 
dass  in  diesem  Falle,  wenn  nämlich  6^^%  ist,  doo  und  ds  mit  dS 
ungleiches  Vorzeichen  haben.  Also  haben  doo  und  ds  mit  dB  glel* 
ches  oder  ungleiches  Vor:^eichen,  jenachdem  ö  positiv  oder  ne- 
gativ ist 

Folglich  haben  allgemein  do  und  ds  mit  60  gleiches  oder  un- 
gleiches Vorzeichen,  jenachdem  o  positiv  oder  negativ  ist,  und 
man  muss  also  offenbar  in  den  Formeln  23)  und  24)  die  oberen 
oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem  o  positiv  oder  negativ  ist« 

Nach  23),  21),  24)  ist  also,  wenn  man^  in  allen  Formeln  die 
oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem  o  positiv  oder 
negativ  ist: 


"V^ 


2*  cosec  ö* 
'»  =:  4-  m  /     ^FiK dB , 


-«  cosec  6^ 


25)     <  ^"  ^  J^    r  2 '^^* 


C« 


f    ^    I    l  —  e*-2  cosec  Ö* 


w 


oder  auch,    wie  leicht  erheilet: 


/ 
d(o 


VI— «a^cosecö« 
gfä  "—de, 

1  —  ^  Gosecd? 


■  tv 


Q-       ,  Ccosö__        a. 

25*)    <3«  =  ± TT     C2     "=^^> 

asinö*  Y  1—  -äcosecd«. 


1— -rcosecö", 

Ä*  r 
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§.  8. 

Bezeichnen  wir  jetzt  zwei  zusammengehureDde  bestimmte 
Werthe  von  d»  Q  dureh  6^,  Oq»  ^^  haben  wir  nach  18)  die  Glei* 
chmigeii 

C=a8indoCOS€5o»    C=:asiudcosc3; 

aus  denen  sich  ^ie  Gleichung 

26)    sin  %  cos  Öq  =  sin  B  cos  o 
oder 

sinöosin(90O— öo)  =  sin(!80«—Ö)  sin  (90^—5), 

oder  die  Proportion 

sin  öo :  sin  (180o  ~  Ö)  =  sin  (90«— ö) :  .^in  (QO«»— ö^) 

ergiebt.  Diese  Proportion  fdhrt  unmittelbar  dazu,  ein  sphärisches 
flulfsdreieck  mit  den  Seiten  90^— öo,  90^  — ö  und  den  Gegen- 
winkeln 180^ — Qi  Bq  anzunehmen,  in  welchem  der  dritte  Winkel 
durch  P  und  seine  Gegenseite  durch  Q  bezeichnet  werden  mag, 
wie  durch  Taf.  II.  Fig.  2.  erläutert  wird ,  wo  nun  P  und  Q  gewisse 
Hulfsgrossen  sind,  welche  wir  zur  Vereinfachung  der  Formeln 
benutzen. 

In  dem  Hülfsdreieck  ist  nach  den  Lehren  der  sphärischen 
Trigonometrie : 


«)  Es  ist  mir  aaffallend  gewesen,  dass  der  der  Wissenschaft  zu  fräh 
entrissene  Gudemann  in  einer  Abhandlang,  die  sich  unter  dem  Titel: 
Fnndamenta  Trigonometriae  sphaeroidicae  ezacta;  impri- 
mis  de  lincis  brevissimis,  Tulgo  dictis  geodaeticis,  in 
•  aperficie  sphaeroidica  in  Crelle's  Journal.  Tbl«  XLI1I.S.294. 
findet,  den  so  wichtigen  Gebrauch  des  Hülfsdreiecks  in  der  sphäroidi- 
•chen  Trigonometrie  gar  nicht  gekannt  zu  haben  scheint,  so  wie  denn 
öberhanpt  diese  Abhandlang  schon  durch  den  Titel:  Fundaraenta 
Trigonometriae  sphaeroidicae  eXACtA  grossere  Erwartnngea 
XQ  erregen  als  aui  befriedigen  scheint ,  weil  sie  Hur  wenig  geeignet  sein 
dürfte,  einen  deatlichen  Begriff  Ton  dem  eigentlichen  Wesen  der  sphä- 
roidischen  Trigonometrie  zu  geben,  namentlich  wenn  es  sich  um^  die 
so  wichtige  Anwendung  derselben  in  der  Geodäsie  handelt.  Die 
Achtung,  welche  ich  vor  dem  Verstorbenen  stets  gehabt  habe  und  noch 
habe,  k^nte  miteh  nicht  bindern,  dies  hier  zu  bemerken,  im  Interesse 
^QtJM^tB»  ifdioie  vieHekiitr  nach,  jenet  ^bbeaifaing  greifen  sollten. 
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sin  Öo  siD  (90«»  -  So)  =  sin  (ISO» — 6)  sin  (90»—  5) ; 

cos  (90° — 5) — 008  (90°  •—  gp)  cos  Q 
cosflo-  siu(90<»— 5o)sine 

Ci08(180<'-fl)-t-C08eoCOsP. 

cos  (900-  Oo)  = «in  6^  sin  p ' 

.„=n«no     ^,      cos(90o-öo)-cos(90O-5)co8Q 
cos  (1800-  ö)  = sin  (900 -ö)  sin  Q 


cos(90o-S)=-°^^^,a'^r-'p°-' 
^  '^  8111(18(1®— Ö)  Sin  P 


also: 


sin  6q  cös  (Dq  =  sin  ß  cos  (d ;  / 

sin  ö  —  sin  öo  ^:os  Q 
"  cosCt)oSinQ 

.     -_                COSÖ — COSÖaCOsP 
sin  00  = ;— s — r^ ; 

sin  5o  —  sin  5  cos  ö 

cos  6  = ^     -  .    ^ — ^> 

cososmQ 

.    _  cos 00 — cosöcosP. 

sin  G)  zr:       ; — tj— ; — jnf 5 

sindsmf' 
und   folglich   hieraus: 

sin  Oq  cos  (dQ  =:  sin  6  cos  ö ; 
sin  (3  ==  sin  Oq  cos  Q  -f  cos  ^q  cos  (d^  sin  Q, 
cosö  =co8ÖoCosP  —  sin  ^0  ^'>^  ^0  ®>°  ^» 
sin  Wo  =  sin  ö  cos  Q  —  cos  6  cos  S  sin  Q, 
cos  öo  =  cos 6  cos  P  +  sin  ö  sin  5  sin  P. 

Aus  den  drei  ersten  dieser  Gleichungen  folgt  durch  Differen* 
tiation,  wenn  man  Bq,  Qq  als  constant  betrachtet: 

O=cos  dcos  ö8ö — sin  ösin  ö3ö , 

cos  (dd(d = (cos  ^0  ^^^  ^0  ^^^  Q — ^1^  ^0  s>°  Q)  ^Q» 

sin  68ö  =  (sin  öo  sin  Oq  cos  P  +  cos  öo  sin  P)  3P. 
Aber 

sin  o  cos  Q  =  sin  Oq  <^<)^  Q^  +  ^^^  ^o  ^^^  ^o  ^ip  Q  ^^  Q 

=:  sin  e^o  +  (cos  Öo  cos  Qq  cos  Q — sio  üo  siiiQ)8iiiQ/ 


und 
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(cos  ^0  cos  €5o  cos  Q  —  sin  Oq  sin  Q)  sin  Q =sin  o  cos  Q — siiTuo 

=  cos  6  cos  ö  sio  Q , 

cos  ^o  cos  Oq  cos  Q — sin  Oq  sin  Q  =  cos  6  cos  c5 ; 

cos  ö  cos  P=  cos  Öo  cos  P*  —  sin  Ö^  sin  Öq  sin  Pcos  P 

=cos  Öo—  (sin  öosin  ÖqCOs  P+  cos  ^o^^"^  sin  P, 

(sin  öo  sin  öo  cos  P+  cos  %  sin  P)  sin  P  =  cos  Ö© — cos  ö  cos  P 

=  sind  sin  o  sin  Py 

sin  dosinOoCosP-f  cos  (9osin  P=sin  dsin  o; 


also: 


folglich : 


and  hieraus: 


also 


28) 


sin  6  sin  ^do = cos  B  cos  odd , 
cos  ö3ö  =  cos  ö  cos  ö3Q , 
sin  ö3ö  =  sin  ö  sin  ö3P : 

itang  ö8ö  =  cot  (93d , 
35=:cos6ae, 
8ö=sinS8P; 

80  =  tang  6  tang  Ö5dc5 
=  sindtangQdQ, 

8ö  =  cot  ö  cot  öflö 
=cosöcotööP; 

86  =sin^dP=sindtang»dQ, 
8ö  =  cos  ö3  ö = cos  ö  cot  eSP. 


Führen  wir  in  die  Formeln  25  *)  för  C  seinen  Werth 
asin^oCOSOo  ein,  so  werden  dieselben,  indem  wir  immer  die  oberen 
oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem  c5  positiv  oder  negativ  ist: 


4  /^sin  ö^  -  g«  sin  Öq^  cos  öpg^^ 
^^=±\      sinö^-sin^cosöo^  "^^^ 

sin  6o  cos  Oo  cot  0 


29)     <85  =  ± 


^^3ö, 


Vsin  ö*  —  sin  ^cos  öo* 

Q    ^  ■     sin gp cos  Öq 4y  sin ö*  —  e* sin Q^ cos öp* ^^ 
*^'*^*®      sin6«       if     sinö*— sinöp^cosöp«  ^^- 


Theil  ^ILII. 
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Es  ÜBt  aber  vregen  26): 

sin  ö*  —  sin  B^  cos  öo* 

sin  öo*  cos  ©o* 
= — =3--^^ sin  öo*  ros  üo* 

—  «  1 "~  COS  ö*        ,       rt        _  «  _„ 

=  sin  öo*  cos  «o*     ^^g^ft    =  sm  Öq*  cos  üo*  tang  ö^ , 

sinö?— e^sinöo^cosöo* 
sin  6f^  cos  Öq* 


cosü^ 


—  c^sinöo^cosöo^ 


.    ^  «       -  .,  1  — e^coso^ 
=sin  öo^cosOo  i^ä — » 


cosü* 


also 


sin  ö^  -^  g^sin  öp-cos  ^q^  _  l  — g^coscS^ 
sinÖ*— sinöo^costt^*  ~"       sinö* 

Also  ist  nach  29),  indem  man  immer  die  oberen  oder  unter 
Zeichen  nimmt,  jenachdem  cÄ  positiv  oder  negativ  ist: 


V^l— e^coso« 


—         db  sin  ö 

sin(9./-r 5 ^^   ^_      sinÖoCosGoATi s =:«   *n^ 

_^  /^"      '■'     '  ■■■■     I    ■     I 

,     sin^oCosOn    V  l-=-ß*cosü^    .    ^^       _^^ 

sm  6  cos  d) 

-:aV^l  — c2cosö2.8e  =  a^^V^l~eaco»ö«.aP 

sin  Cr 

±za  .   ^    '     -    V^l — e* cos ö* . 8P. 
sin  do  <^os  ^0 

Wir  haben  daher  die  folgenden  Formetn: 

sin  ^0  eos  c5o  =^  ^^^  d  cos  cS , 
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der 

810  ^0  cos  c>o  ==  ^n  ^  co^  ^  ' 

31)  {  at  =  a-r^^—^  V^l-6*cosö^8P, 

a»=vr^«cösö«.ap. 

Sowohl  90)  als  31)  ist  ein  System  von  drei  GleidumgeB  zwischen 
den  sechs  Grössen 

öo>    öo>    ö,    d),   f,    CD, 

ireil  P  und  Q  von  do»  €5o»  d»  cS  abhängig  sind. 
Nach  dem  Obigen  ist 

610  o  =  sin  Oo<^os  Q  -|-  cos  Bq  cos  o^  sin  Q, 
[an  setze»  wenn  Uq^  Vq  zwei  Hulfswinkel  bezeichnen: 

sin  ö  =  cos  tio  sin  (vo  -f  Q) 

=  cos  »0  sin  ro  cos  Q -f- cos  tio  cos  «0  sin  Q, 

so»  wenn  man  dies  mit  dem  Obigen  vergleicht: 

cos  Uq  sin  Vq = sin  Qq  ,    cos  ti^  cos  Tq  =  cos  6q  cos  ulo  9 
Iglicb 

cos  ti0*  =  sin  5o^  +  cos  Oq^cos  6^ , 

o  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  offen- 
ar  kleiner  als  die  Einheit  ist»    weil 

sin  5o*  +  cos  öo*  =  1 
st.    Die  leichtesten  Formeln  zur  Berechnung  von  Uq  und  Vq  sind: 

32)    tangüe~-^^^-,cosi^>=^rj^. 

Fenwr  ist 

cos  S*  =  1 — cos  Ho*  fif  in  (vq  +  0)* 
md 
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1— c*cosö5* 
=  !—««+ e«cos  tio«sin  (t?o  +  Qf 

=  ^  { 1  +  — jä—  «<>»  «o*»>"  («'o  +  <?)*  i  > 
oder,   wenn  wir 

,       33)    e«  =  -^5— 
setzen : 

L 

V^l-c«cos5« = -  V^l  +  €«  cos  tio*  sin  (f>o  +  Op- 

Daher  haben  wir  nach  30)  die  folgenden  Formeln : 
sin  00  cos  c5o=sin  dcos  c5 , 


iib 


'T 


,  8*  =  6  V 1  +  £«cos «0^  sin (ro  +  Q)^.SQ, 

Q        6    .   ^        -  Vl+f^costfQgsinfa+Q)«^^ 

8a)=-sinöocosüo~T— ^ a  .   /     ;  Uva   8Q; 

a         "  "    1  —  cosMo*sin(t?o  +  Ö)^ 

wo  die  Differentiale  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichheitszeichen  ii 
bloss  von  der  veränderlichen  Grösse  Q  abhängen. 

Bezeichnet  von  jetzt  an  s  die  kürzeste  oder  geodätische  Lioie 
und  G>  die  Längendifferenz  zwischen  den  beiden  Punkten  (do^o)l 
und  (6(5),    den  ersten  als  Anfangspunkt  gedacht^  so  ist  offenbar; 

tane  c5o  sin  o^ 

tangt)o  =  — ~sT^    cosMo=-; — -; 
°  "       cos^o'  "       sinro 

sin  Oq cos  So  =  sin  öcos  ö , 

«=6  /       V  1  +  €«cos  Mo*  sin  (ro  +  0)2.80, 
«/  0 

6    .    .         -     P « Vl  +  f^cosVsinC^'o+Ö)*^^ 

G)=:-sinöoCosOo  /      -^i — o  .   /     .  Vvva  SQ. 

ö  Vo      1— co8Uo*sin(ro  +  ö)* 

Dies  sind  die  Fundamental- Fornieln    der  Sphäroidischen , 
Trigonometrie,  weil  man  mit  diesem  Namen  die  Wissenschaft 
bezeichnet,  welche  ans  drei  gegebenen  der  sechs  Grossen  6q,  ^q, 
6,  Q,  s,  (a  die  drei  übrigen  zu  finden  lehrt.  \r,v.i 


35) 
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§.  9. 

Es  kann  natürlich  in  dieser  Abhandlung  nicht  meine  Absicht 
sein,  ans  diesen  Grandformeln  die  sphäroldische  Trigonometrie  zu 
entwickeln  9  worüber  man  mein  mehr  erwähntes  Werk  nachsehen 
l^aiin.  Indess  will  ich  doch  die  folgenden  Bemerkuiigen  nicht  un- 
terdrficken,  um  einigermassen  die  Anwendung  der  in  Rede  ste- 
llenden Formeln,  auch  in  Bezug  auf  den  nächsten  Zweck  dieser 
Abhandlung,   zu  zeigen. 

Bei  den  Anwendungen  in  der  Geodäsie  und  mathematischen 
Geographie  werden  immer  £  und  auch  Q  sehr  kleine  Grössen  sein, 
und  es  wird  also  verstattet  sein ,  s  und  cd  in  nach  den  Potenzen 
von  Q  fortschreitende  Reihen  zu  entwickeln  *). 

Setzt  man  nun 

36)    tang  U  z=:b  cos  Uq  sin  (»^  +  Q) , 

80  ist  nach  34): 

g^  =  6V"l  +  taogC72=:ö«ecf7, 

trenn  man  nur  immer,  was  offenbar  verstattet  ist,    U  seinem  ab- 
soluten Werthe  nach  nicht  grosser  als  l^  nimmt. 


Weil  nun 


ist,    80  ist 


du 8 tang  ü  8 tang  Ü  8 tang  ü 

BQ^       80      •--gt7--cosC;   — äQ— 

=  B  COS  Mo  COS  ü^  COS  (Vq  +  Q) 

=  sin  17 COS  C7cot(ro  +  Q) 


^'  A    •      TT  Wl    2^^ 

==6  Sin  t/cos  U"^ 


=  6  sin  CJ^cos  t7-icot(üo+<?) 
s  c6  cos  Uq  sin  C/cos  {v^-y-Q) , 


woraus  ferner 


*}  Bisher  hat  man   die   betreffenden  Reihen   meistens    immer  nach 
Potenzen  Yon  e  fortschreiten  lassen. 


l 


; 
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ggij  =:  th  cos  «0^1  cos  t7cos  (ro  +  0)  go  —  s'*^  Usm  (ü©  +  0) }  ^ 

.  .    ,.,cos  t7«co8  (pq  +  <?)«  -  sin  (üq  +  Q)* 

=  £6cOStloSlD  C7 V-7 i-TtT 

folgt 

Setzen  wir  nun 

37)    tang£r=:ecost<osinro 

und  bezeichnen  die  Werthe ,  welche  die  Differentialqootienten  von ' 
$  eilialten,  wenn  man  Q=0  setzt,   durch  Einschliessung  ders^ 
ben  in  Parenthesen,    so  ist  nach  dera  Vorhergehenden  offenVaK: 

I  ÖÖ2  j^      COCOSKo  COSVo  SIO  b  > 

g^3  j=:  —  tb  cosit<o  sin  ©o  sin  G  (1  —  cot  üo*  cos  G*) ; 

also«  weil  s  fSr  Q=:0 verschwindet,  nachdem  Mac laurin* sehen 
Theorem :  * 

38)    ~=     OsecG 

-f  JeQ^cos  »0  cos  ro  sin  G 

—  JeQ'  cos  t<o  sin  Vq  sin  G  (1  —  cot  ü©*  cos  6r*)  1 

+ 1 

Ferner  ist  nach  34) :  i 

d(o      h    ,   ^        -_        sec  t7 
g^  =  -sindocos0o— ^^^ 

6     .      .  «  €*COS  ü 

= sin  öo  cos  Qq  "^ — fr« — ^ — rm 

a         "  "sin  U^ — £*cos  c7* 

•  ^    .    />         -  cos  t7 

=- *  ä *'"  *'« *=*» "» l-(l+e«)co8l7«' 

woraus  durch  fernere  Differentiation  sich  leicht 

g^s:  t«  -  sin  Öo  cos  Oo  sid  U  i_(i^.,a)co,^l75  •  Sq  ' 
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also  nach  dem  Obigen 

8*a  6  _  1  +  (1  +  6*)  CO«  D* 

^z=z  €«-siudoCO«OoCot(ro  +  Q)»io  C7« cos  V l^^y  ^\iy^^ii% 

efgiebt,  so  ilae«.  also«  wenn  wir  ivieder  Q=:0  setzen,  io  ähnlicher 
Beseicfaoung  wie  vorher 

(d(o\  «^    .    X.         —  cosG 

V3<^/  ^     ö  *"'  *'^''''  <^oCot ro sin  G«cos  G  -]_(|^,2)co8"G«* 

also«    weil   oi  für  Q=0   verschwindet,    nach   dem    Maclaurin- 
scben  Satze: 

_Ä  ^  ,  __  cosG 

39)    «=-  £»-  ©sinöocos  «« l" (TM^^^i^ 

6  —  1  +  (l +£*)c08  6r* 

+  5«*  -  Q^sin  öocos  «o cot r,, sin  G^  cos  G  |_/|  ■  ^gw^gga 


ist 

Die  Grondforroelii  der  spbäroidischen  Ti'igonometrie  könof^a 
abo  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auf  folgenden  Ausdruck 
gebracht  werden: 

40) 

tan&c5o  sinöo      ^        ^  .  .   «. 

tangro=  ^^„^    ,  costto=  .^^    »   tangG=fcoswoSinro  =  «sinCi)o; 

COo  VQ  9lll  Fq 

sin  d^eos  Qq  =  ^i"  ^  ^^^  ^ » 


1 
6 


CO 


r=      QsecG 

+  ie  ö*  COS  Mo  cos  r©  sin  G 

—  l«Ö*cosMosin  Tosin  G(l  — cot  r©*  cos  G*) 

■ '         •  •  •  •  •  •  •§ 

^6   _,  .    ^        —  cosG 

—  €'—  ^sin^ocosoo  I — .1  ,    o^ 7« 

o  ^        "  "1  —  (l  +  f^)cosG' 

h  ^  1  -f  (1  4-  £*)  cos  Cr^ 

+  fC* -  ö^sinöocos  Oocot»osin  G*  cos  G  |__^  ■  ^gv^^^g^ 
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Deberlegt  man,  dass  wegen  der  Gleichung  37j  in  Bezog  iätf 
die  kleine  Grösse  s  offenbar  sin  G  von  der  ersten  Ordnung  ist,  so 
ist' klar >  dass  man  erst  mit  Vemachlässigun«^  von  Gfiedem,  weiche 
in  Bezug  auf  die  kleinen  Grössen  s  und  Q  bei  s  von  der  vierten^ 
bei  m  von  der  sechsten  Ordnung  sind,  die  vorstehenden  Glei- 
chungen näherungsvreise  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen  kann: 

41) 

tangc3o  sinöfi 

tang  6r  =  €  cos  tio  sin  Vo=  £  sin  Oq  ' 

sin^QCosOo  =  sind  cos  c5,  ... 

i  =  6Qsec6r, 

.6  ^  .    ^        -  cosG 


G> 


=-e«-  ösiDÖoCosOo  IL.(H.e'»)cos6?'- 


Von   der  grössten   Wichtigkeit  für  die  Geodäsie  ist  die  fol-' 
gende  Aufgabe: 

Aus  dem  Azimuth  ^o,  der  reducirten  Breite  Oq  MDd    \ 
der  kürzesten  oder   geodätischen  Linie  s  das   Azimuth    \ 
6,   die  reducirte  Breite  c5    und  die   Längendifferenz  cl 
zu  finden. 

Weil  man  Sq  und  Qq  kennt,  so  kann  man  Uq,  Vq,  G  mittelst 
der  Formeln  ^ 

tang Oq  sinwp      x        ^n,         .    -  j 

*^°S^o  =  -^^ö~*     cosi.o  =  -^i^,    tangG=.8sinOo  ] 

finden;    und  weil  man  nun  auch  s  kennt,  so  ergiebt  sich  nach  41) 
ein  erster  Näherungswerth  von  Q  mittelst  der  Formel 

worauf  es  nun  leicht  sein   wird,   diesen  Näherungswerth  von  Q 
weiter  zu  verbessern,  bis  derselbe  der  Gleichung 

^z=.    QsecG 

+  isQ^  cos  «0  cos  Vq  sin  G 

—  b'€Q'cost£oS^'^^o^in  ^0  —  cot  »0*  cos  G^) 
+ 
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genau  genCigt.    Dann  ergiebt  sich  co   mittelst  der  Forinei 

«=-.a«^QsmöoCosOoi_(n.,.jeo8G5 

+  i€*-Ö*ßin  öocos öocot rosin  6r*cos  G^^^  .  g2)cö^Gg 


iii 


und  durch  Auflösung  des  Hüifsdreiecks,  in  welchem  man  6q,  Oq» 
Q  kennt ,  findet  man  Q  und  o ,  wobei  man  auch  die  Gleichung 

sin  ^0  cos  c3o  ==  sin  d.cos  o 

benutzen  kann. 

Am  Nächsten  liegt  ^  uns  in  dieser  Abhandlung  die  folgende 
Aufgabe : 

Aus  der  Längendifferenz  oound  den  reducirten  Brei- 
ten c5^  und  c5  die  kürzeste  oder  geodätische  Linie  s 
und  die  Azimuthe  ^o  ^^^  ^  ^^  finden. 

Diese  Aufgabe  Iksst  sich,  wie  die  meisten  Aufgaben  der 
sphSroidischen  Trigonometrie  nur  indirect,  etwa  auf  folgende  Art, 
auflösen.    Aus  der  dritten  der  Gleichungen  31)  ergiebt  sich  leicht: 

c»  =  P— ie»/      co8Ö«8P— J6*/       cosö^aP— ...., 

t/  0  t/  o 

woraus  man  sieht,  dass  co  als  ein  erster  Näherungswerth  von  P 
angenommen  werden  kann.  Indem  man  also  näh erungs weise  o 
für  P  setzt,  berechne  man  im  Hülfsdreieck  aus  Oq,  9,  P  die 
übrigen  Stücke  Bq,  6,  Q,  und  dann  auch  G  mittelst  der  Formel 

tang  G  =  f  sin  öo- 
Sucht  man  nun  o  mittelst  der  Formel 

«,=  - a»  -  Q s.n  öo cos o«  i-^i+,^)^G^ 

+  ia»  ^  (?«siD  Öocos  öoCot»osinG»cosG{-t^-^J^^ 
ö  l — (l-t-e'*)cosO"* 


so  wird  sich  zeigen,  ob  der  hiernach  berechnete  Werth  von  a 
mit  dem  gegebenen  Werthe  dieser  Grösse  übereinstimmt.  Findet 
keine  Vebereinstimmung  Statt,  so  muss  man  den  Werth  von  P,  von 
welchem    man   ausging,    so  lange   verbessern,    bis   die   in   Rede 
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stehende  UebereiostimoiaDg  erreicht  wird«  was  nach  den  bekai 
ten  NäheruDgs- Methoden  keine  Schwierigkeit  hat.  Hat  man 
und  demzufolge  auch  Bq,  6,  Q  richtig  gefunden «  so  sucl|t  n 
Uo,  Vq  mittelst  der  Formeln 

tang  »0  sin  00 

und  erhält  dann  die  Kürzeste  s  mittelst  der  Formel  : 

jr=     QsecG 

+ icQ*  cos  Uq  cos  Vq  sin  G 

—  UQ^ coauo am  Vq  sin  G (1  — cot Vq^ cos  Cf^) 
+ , 

worauf  die  gesuchten  Stöcke  sämmtlich  gefunden  sind. 

|)ies  mag  hier  zur  Erläuterung  der  Anwendung  der  obig 
Grundforroeln  zur  Auflösung  der  verschiedenen  Aufgaben  d 
sphäroidischen  Trigonometrie  hinreichen. 

Mehrere  neuere  Mathematiker,  Joa^hi^stbal»  Chasl( 
q,  A.  haben  noch  verschiedene  bemerkenswerthe  Eigenschaft 
d^  geodätischen  Curve  gefunden,  welche  indess  dem  nächst 
Zweck  der  vorliegenden  Abhandlung  zu  fern  lagen ,  bis  jetzt  au 
nur  zu  sehr  bloss  ein  rein  theoretisches  Interesse  h^]|;^en,  als  da 
ich  auf  die  Entwickelung  derselben  hier  hätte  eingehen  könne 
weil  flatfurcb  der  Umfang  der  Abhandlung  zu  sehr  vergross« 
worden  wäre.  Ich  hoffe  aber,  diese  in  theoretischer  Beziehui 
allerdings  merkwürdigen  Eigenschaften  zum  Gegenstande  ein 
besonderen  Abhandlung  zu  machen,  für  welche  dann  die^vorji 
gende  als  Grundlage  dienen  wird. 
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Ueber  die  Kimm  oder  Kimmtiefe  oder  über  die  De 

pression  des  Meerhorizonts. 


Von 

dem    Herausgeber. 


Wenn  aneh  die  für  die  Nautik  nichtige  Lehre  von  der  Kimm 
m  ganz  elementarer  Gegenstand  ist,  so  scheint  mir  dieselbe  doch 
sieht  imnier  mit  der  errorderlichen  Deutlichkeit  und  Genauigkeit 
behaodelt  zu  werden.  Insbesondere  wird  nicht  immer  auf  die  ter> 
restrisclie  Refraction  gehörig  Rücksicht  genommen,  und  noch  sei- 
teiief  findet  man  eine  besondere  Berücksichtigung^  des  Falls,  wenn 
die  Küste  so  nahe  ist,  dass  der  eigentliche  Meerhorizont  nicht 
geaehen  werden  kann.  Hierdurch  bin  ich,  im  Interesse  des  nau- 
tischen Unterrichts,  veranlasst  worden,  dieseq  an  sich  ganz  ele- 
meDtaren  Gegenstand  im  Folgenden  einer  neuen  sorgfaltigen  Be- 
handlung zu  unterwerfen. 

§.  1. 

A.llgemeiner  Begriff  der  Kimm  oder  Kimmtiefe. 

Wenn  auf  einem  Schiffe  die  Höhe  eines  Gestirns  über  dem 
Horizonte  mit  dem  Sextanten  oder  einem  ähnlichen  Instrumente 
gemessen  werden  soll,  so  ist  dies  nicht  anders  möglich,  als  dass 
man  die  Bilder  des  Meerhorizonts  und  des  Gestirns  mit  einander 
zor  Berührung  bringt  und  also  eigentlich  den  am  Auge  des  Beob- 
achters als  Spitze  liegenden  Winkel  misst,  welchen  die  beiden 
von  dem  Auge  nach  dem  Meerhorizonte  und  dem  Gestirne  gezo- 
genen Gesichtslinien  mit  einander  einschliessen.  Dieser  Winkel 
ist  aber  der  gesuchten  Höhe  des  Gestirns  nicht  genau  gleich  und 
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Tl:    Veber  die  Kimm  oder  KUitmUefe 


crhallea,    eine  Correction,    ivelcbe  di« 
iel'e  oder  die  Depresaian  des  Meer 


erfordert,  um  letztere  z 
Kimm  oder  die  Kimm 
horizonts  *)   geoanut  i 

Um  dies  deuliiclier  zu  machen,  sei  C  (Taf.  II.  Fig.  3.)  de 
Mittelpunkt  der  Erde  und  A  der  Standpunict  des  Beobachters,  in 
der  Hübe  AA'  über  der  Meeresiläche.  Zieht  raan  duiob  A'  die 
Berilbreride  A' H'  an  die  Meeresiläche  und  durch  A  mit  derselben 
die  Parallele  Alt,  so  ist  AH  der  Horizont  von  At,  und  wenn  dsd 
£  ein  Gestirn  ist,  so  ist  der  Winkel  SAH  die  Hnhe  dieses  Ge- 
stirns über  dem  Horizonte  von  A.  Dieser  Winkel  kann  aber  laf 
dem  Schiffe  nicht  unmittelbar  gemessen  werden.  Vielmehr  mnu 
man  sich  von  A  aus  die  Berühremle  AB  an  die  Meeresfläcbe  ge- 
zogen denken ,  v/o  dann  der  Punkt  B  im  Meerborlzonte  Hegt,  und 
mit  dem  Sextanten  uder  einem  ühnlicben  Inatrumente  kann  bloss 
der  Winkel  SAB  gemessen  werden,  indem  mau  das  Gestirn  £ 
und  den  Punkt  B  im  MeerhorlzoutG  mit  einander  zur  Berührung 
bringt.  Dieser  gemessene  Winkel  SAB  ist  aber  um  den  Winkel 
HAB  grüMser  als  die  zu  findende  Hübe  SAH  des  Gestirns,  sa 
dass  also  der  Winkel  HAB  von  dem  gemessenen  Winkel  SAE 
abgezogen  tverden  muss,  um  die  zu  bestimmende  Höhe  SAH  zc 
erhalten;  daher  ist  der  Winkel  HAB  die  an  dem  gemeSBenei 
Winkel  SAB,  um  die  wirkliebe  Hohe  SAH  zu  erhallen,  ansn 
bringende  ('orrection,  welche  wir  vorher  unter  dem  Namen  dei 
Kimm  oder  Kimmtiele  oder  der  Depression  des  Meerborlzonti 
kennen  gelernt  haben ,  weshalb  man  auch  den  Winkel  HAB  selbs 
mit  einem  dieser  Mamen  zu  belegen  pflegt. 

Zu  bemerken  ist  aber  hierbei  noch,  dass  wegen  der  Refrac 
tion  die  Linie  AB  eigentlich  keine  gerade,  sondern  eine  gegei 
.  die  Erde  concave  krumme  Linie  ist,  ein  Umstand,  auf  welcha 
bei  der  Bestimmung  der  Kimmtiefe  ^leifhl'allä  Rflcksicht  genora 
men  werden  niuss,  wie  wir  auch  im  Folgenden  Ihun  werden 
Nachdem  man  die  Kimmtiefe  mit  Rücksicht  auf  die  Refractioi 
bestimmt  hat,  »lebt  man  sie  von  dem  gemessenen  Winkel  ab 
wonach  die  noch  von  der  Kefraction  afUcirte  Hübe  des  Gestinu 
übrig  bleibt;  corrigirt  man  nun  diesen  Übrig  bleibenden  Winke 
noch  auf  gewnhnlii^he  Weise  wegen  der  Refraction,  so  erhält  mal 
die  von  der  Kimmtiefe  und  Refraction  befreite  Hübe  des  Gestirns 
die  dann  noch  in  allen  den  Fällen,  n-o  es  nDtbig  ist,  wegen  Ak. 
Parallaxe  corrigirt  werden  muss.  Das  Vorhergehende  setz 
voraus,  dags  der  Meerhorisont  sichtbar  ist.  Es  kann  aber  auci 
der  Fall  eintreten,  dass  der  Meerhorizont  nicht  sichtbar  is 
Diesen  Fall  werden  wir  nachher  besonders  betrachten. 


■)  Auch   die  Oückiog.. >■«..*  -tL 


oder  über  die  Depression  des  Meerh&ritants, 
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§.  2. 

Bestimmung    der    Kimmtiefe,    wenn    der    Meerhorizont 

sichtbar  ist. 

Indem  übrigens  Alles  wie  vorher  bleibt,  sei  jetzt  nur  in  Taf.  II. 
Tig.  4.  die  zwischen  den  Punkten  A  und  B  liegende,  gegen  die 
Erde  copcave  krumme  Linie  der  ton  dem  Meerhorizonte  B  in  das 
Auge  des  Beobachters  A  gelangende  Lichtstrahl.  Zieht  man 
dann  an  diese  krumme  Linie  in  A  und  B  die  Berührenden  AE 
ond  BVs  so  hat  man  eigentlich  den  Winkel  SAE  gemessen,  und 
Yon  diesem  Winkel  muss  der  Winkel  HAE  abgezogen  werden, 
am  die«  übrigens  noch  von  der  Refraction  afificirte  Höhe  SAH 
des  Gestirns  iS  zu  finden.  Der  Winkel  HAE  kann  aber  auf  fol- 
gende Art  bestimmt  werden. 

Der  Erdhalbmesser  BC  oder  A'C  werde  durch  r,  die  Höhe 
AA'  des  Auges  A  des  Beobachters  über  dem  Meere  durch  h  be- 
seichnet;  beide  Grössen  müssen  als  gegeben  betrachtet,  und  na- 
mentlich letztere  in  jedem  einzelnen  Falle  durch  besondere  Mes- 
»ong  mit  möglichster  Sorgfalt  bestimmt  werden.  Bezeichnen  wir 
nun  den  Winkel  HAB  oder,  was  Dasselbe  ist,  den  diesem  Win- 
kel offenbar  gleichen  Winkel  ACB,  durch  k,  so  ist  in  dem  bei 
B  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  offenbar 

BC 


cos  k  =  -T7T  = 


ACri^h 

Wegen  der  Kleinheit  des  Winkels  k  ist  aber  diese  Formel 
ni  dessen  Bestimmung  nicht  sehr  geeignet,  da  sich,  wie  ein  Blick 
in  die  trigonometrischen  Tafeln  lehrt,  die  Cosinus  sehr  kleiner 
Winkel  sehr  langsam  ändern.  Deshalb  ist  es  besser,  den  Win- 
kel k  durch  seine  Tangente  zu  bestimmen.    Es  ist  aber 

,       ,      AB     \rAC^—BC^ 

tangÄ  =  -gg,= -^jp—     , 


also 


tangÄ:  =  - :^ 


oder,  wie  man  sogleich  findet: 


tangÄ:=: 


Vh(2r+h)_ 


} 
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Wegeo  der  sehr  geringen  KroBoiiiiig  des  knnmiinigen  Liebt 
«trabU  AB  wird  man  denselben  ohne  merkliehen  Fehler  als  «ioei 
Kreisbog»!  ansehen,  und  die  Winkel  BAE  mid  ABF  daher  obn« 
merUieheB  Fehler  einander  gleich,  also 

BOE-^.BAE 

setzen  können.  Der  Winkel  BOE  ist  aber  eigenllicli  der  Wia 
kd,  welchen  viir  in  der  Abhandlung  ThL  XXI.  Kr.  XVI.,  auf  di 
wir  uns  hier  beziehen  wollen,  die  Refractioo  genannt  haben,  un 
zugleich  ist  in  dieser  Abhandlung  gezeigt  worden,  dass  die  Di 
ferenz  der  Winkel  ACB  und  BOE  zo  dem  Winkel  i?0£  in  einei 
conslanten  Verhältnisse  steht  Setzen  wir  also  demzufolge,  ii 
dem  n  eine  constaote  Grosse  bezeichnet: 

A  A  A 

ACB—  BOE  =  n.  BOE, 

Bo  ist  nach  dem  Obigen 


also 


und  folglich 


k''2.BAE=2n.BAE, 


k=z2(n't^l).BAE, 


A  k 

BAEzzz 


2(«  +  l)' 
oder,    wenn  wir  der  Kürze  wegen 

. 1 

'-2(n  +  l) 
setzen,  wo  natürlich  auch  i*)  eine  constante  Grosse  ist: 

BAE  =  ik. 

Bezeichnen  wir  nun  den  Winkel  ^J£,  die  eigentliche  Kimmtiefe 
welche  wir  hier  sucheff,  durch  Al,  so  ist,  weil 

A  A  A  A_  A 

HAE=:HAB'^BAE=ACB-^BAE 

ist: 

Ä=A— iA  =  (l— f)*; 

und  man  hat  daher  zur  Berechnung  von  K  jetzt  die  Formeln : 


•)  Den  nameritchen  Werth  von  i  t.  m.  Tbl.  Wl.  S.  219. 


oder  über  die  Depression  des  Meerhoritonls. 
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Weil  aber  k  immer  ein  sehr  kleiner  Winicel  ist,  so  kann  man 
näberongsweise ,  Kenn  k  in  Seeunden  ausgedrückt  sein  soll: 


i^  3=  206264,8. 


VÄ(2r  +  Ä) 


oder,  wenn  k  in  Minuten  ausgedrückt  sein  soll: 

r 
fetten«    Also  ist,  wenn  K  in  Secunden  ausgedrückt  sein  soll: 

206264,8.(1—1) 


Krrz 


VÄ(2r +  Ä) 


oder  auch 


K=^llI^^VmTh)*); 


und  wenn  K  in  Minuten  ausgedrückt  sein  soll : 


Es  ist  aber 


oder 


und  weil  nun  i  (  "  )    jedenfalls  immer  eine  sehr  kleine  Grosse  ist, 
10  kand  man  mit  hinreichender  Annäherung 

T  r      Vr 

•etxeo.    Soll  also  K  in  Secunden  ausgedrückt  sein,  so  ist 


^  Natörlleh  nur  ann&hertid,  was  man  auch  im  Folgendön  irölnef  lu 
VMHrkeB  Hat 
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^^  206264,8- V2.(l-»)^,^ 

Vt 


oder 


^^(l-£).V2.cotl" 

Soll  dagegen  ÜT  in  Minuten  ausgedruckt  sein,    so  ist 

^^  3437.7.  v2.(I-0^^ 

Dass  die  auf  diese  Weise  berechnete  Kimmtiefe  K  von  < 
gemessenen  oder  beobachteten  Winkel  SÄE  abgezogen  wei 
muss,  um  die,,  übrigens  noch  von  der  Refraction  afficirte,  H 
SAH  zu  erhalten,  wissen  wir  schon  aus  dem  Obigen. 

Hätte  man ,  statt  vorher  den  Winkel  SAEy  den  Winkel  S. 
in  Taf.  IL  Fig.  5.  gemessen,  so  bleibt,  wie  auf  der  Stelle  aus 

A 
Figur  erhellet,  die  Berechnung  der  Kimmtiefe  HiAEi  und  miti 

derselben  des  Winkels  SAHi  aus  dem  gemessenen  Winkel  & 

ganz  dieselbe  wie  vorher  die  Berechnung  der  Kimmtiefe  h 
und  mittelst  derselben  des  Winkels  SAH  aus  dem  gemessc 
Winkel  SAE,  Den  Winkel  SAHi  muss  man  aber  noch  von 
abziehen  und  den  dadurch  erhaltenen  Winkel  auf  gewöhnl 
Weise  wegen  der  Refraction  corrigiren,  um  die  Höhe  SAH 
Gestirns  S  zu  erhalten. 


§.  3. 

Bestimmung   der   Kimmtiefe,    wenn    der    Meerhoriz 

nicht  sichtbar  ist. 

* 

Es  können  Fälle  vorkommen,  wo  die  Küste  dem  Schiffe 
nahe  ist,  dass  der  Blick  nicht  bis  zu  dem  Meerhorizonte  hir 
reicht.  In  solchen  Fällen  muss  man  (Taf.  U.  Fig.. 6.)  den  Wii 
SAB  zwischen  dem  Gestirne  jS  und  der  Küste  ß,  wo  nun  A 
nicht  wie  vorher  ein  rechter  Winkel  ist,    oder  wegen   der  Rei 

tion  eigentlich  den  Winkel  SAE  messen,  wo  nun  wieder  h 
die  Kimmtiefe  ist,  welche  wir  auch  jetzt  durch  K  bezelcl 
wollen.  Eben  so  werde  der  Winkel  HAB  wieder  durch  k  bezc 
net.  Um  nun  A'  berechnen  zu  können,  muss  man  die  Entferr 
A'B  der  Küste  B  von  dem  Schiffe  wenigstens  näherungsw 
kennen,    und    dieselbe    daher,    wenn  man  sie  nicht  anderw< 


iMr  &öer  die  Depresiien  des  MeerhorttmUs. 
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kennt,  durch   Schätzung  beBtimmeo.     B^zeicheeii  wir  diese  Ent- 
fernung durch  e,  den  Winkel  ÄCB  durch  C»  so  ist,  in  Secundeo 

losgedrückt : 


oder 


C=:  206264,8-  =  - cot  r 

r      r 


^      206264,8        cot  1* 
C=: : —  «= ei 


md,  in  Minuten  ausgedrückt: 

C=  3437,7.- =5^^  s; 
r  r 

and  der  Winkel  C  kann  also  hiemach  im  Folgenden  als  hekannt 
angenommen  werden.    Im  Dreiecke  ^I^C  ist  nun  aher 


sm 


A^C:9\nB^C=AC:BC, 


also 


sin  i  180O— C— (900— Ä)) :  sin  (900— A)  =  r  +  A-:r 


oder 


Daber  ist 


folglich 


oder 


cos  (A  —  C) :  cosÄr=r +  Ä:r. 


cos{k--C) r+Ä 

cos  k  r 


cosA:cosC-fsinA:sin  Cr  +  h 
cosÄ  ~~     r 


r+h 

cos  C  +  tang  k  sin  C=: 


worans  sich 


tangA  =: 


A  +  r(l— cosC)        A+2rsin4C« 


r sin  C         ^  2r  sin 4Ccos  jC 
ibo,  wie  man  sogleich  fihersieht. 


h 


tang  Ä= tang  iC+  ~t^ 


ergiebt. 

Theil  XXII. 
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Auch  folgt  aus  der  Gleicbuii^ 

C08(Ar~C)_  r  +  A 
cosÄ       ""      r 

leicht 

C08  (A  —  C)  —  cos  Ä r Ä 

cos(*— C)  +  C08A:"~  r+A       ""2r+T 

uDd  folglich  nach  einer  bekannten  Zerlegung: 

2siniCsin(A:— 4C)         A 


2  cos  i  Ccos  (Ä:— J  C)  ""  2r  +  A 
oder 

UngJCtaog  (Ä  ^  iC)  =  5j:^ , 

al^o 

tang(A-iC)  =  ^1^oi\C. 

* 
Mitteist  der  Formeln 

tangÄ=  tenglC  +  j:^g^ 
oder 

tan8(Ä-4C)  =  2;^cotiC 

kann  man  k  berechnen ,   nachdem  man  nach  dem  Obigen   C  gil^ 
funden  hat.     K  aber  findet  man  nun  ferner  auf  folgende  Art.  ^ 

Auf  ähnliche  Art  wie  vorher  wird  man  wegen  der  sehr  gerin-  1 
gen  Krümmung  des  krummlinigen  Lichtstrahls  ^^  denselben  ebM  \ 
merklichen  Fehler  als  einen  Kreisbogen  ansehen  ^  und  die  Wiokir] 
BAE  und  ABF  daher  olbne  merklichen  Fehler  einander  gleich,  abi  ] 

A  A 

ßOE=:2.BAE 

setzen  können.  Der  Winkel  BOE  ist  aber  eigeiitliph  der  Wie» 
kely  welchen  wir  in  der  oben  angefahrten  Abhandlung  die  Re-;. 
fraction  genannt  haben«  und  zugleich  ist  früher  gezeigt  wor^^j 
dass  die  Differenz  der  Winkel  ACB  und  BOE  zu  dem  Winkall 
BOE  in  einem  constanten  Verhältnisse  steht.  Setzen  «vir  also  | 
demzufolge,  indem  n  wieder  dieselbe  constante  Gnlsse  wie  früher 
bezeichnet  t 


ßOer  4»er  die  Depressi&n  dei  ßfeerMn^ifmi$i 

so  ist  nach  dem  Obigen 

C-2.BAE  =  2n.Bh:, 

also 

C=z2(n  +  }).BAi:. 
folglich 

oder,  wenn  wir  wieder  der  Kürze  wegeo 

.      1 

setzen,  wo  natOrlich  auch  t  eine  eonstaote  Gr5sse  ist: 


1» 


Weil  nun 


B^E  =  ia 


HAE^HAB-'BAE 


ist 9  so  ist  in  den  eingeführten  Bezeichnungen: 

mittelst  welcher  Formel  die  Kimmtiefe  K  gefunden  werden  kann. 
Aus  der  Gleichung 

tang  A = tang  i  C-f 


rsinC 


«giebt  sieb 9   wenn  C  und  k  in  Secunden  ausgedrückt  sind»  «die 
Riherungsformel 


.  k 


«' 


äÖ6264^~ '206264,8  +  - 


h   206264,8 

r 


«bo 


A  (206264,8)« 
A-1O+-.         g 


Non  ist  aber  oach  dem  Obigen 


C=206264,8j, 
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also 

*=4C+ 206264,8.-.        , 
und  folglich,  weil  Kz^z^^-r-iC  ist:  » 


Daher  ist 


K  =  — ,T^  C+'206264,8>  r- 


if=206264.8.(J  +  ^'.?) 


oder 


Ä=2O6264.8.0  +  ^;-c). 
Soll  K  in  Minuten  ausgedrückt  sein,  so  Ist 

oder 

Die  Gleichung 

tang(*-iC)=  sqFÄCotiC= ^2^  ^  A)taDgiC 

giebt  oShernngsweise,  wenn  alle  Winkel  in  Secnnden  ausgedr 
angenommen  werden: 

k—iC_    h       206264,8 
206264,8— 2r  +  A'      \C     ' 


albo 


folglich 


Nun  ist  aber 


.     ,^ A_    (206264,8)« 

*~*''-2r  +  A'         JC 

.      ,„.      h       (206264,8)» 


C= 206264,8.^, 


also 
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2rA 


Aber 


also 


oder 


*=206264.8.j.;l  +  ^^^^jt. 


if=A  -  iC=A— 206264,8.  «•- ; 

r 


'^-^^^']7wh^'^l\' 


i-^f 


«=206264,8.  j  /,  .  A\^     2r 


('+^) 


und  wenn  K  in  Minuten  ansgedrfickt  sein  soll: 

Diese  Näbemngsfonneln  geben  in  die   vorbergehenden  Nähe- 
nmgsfonneln  über,   wenn  man 

eh 
setzt,  also  die  Grosse  äz  vernacbiässigt  oder  als  verschwindend 

betrachtet 


ä 


§.  4. 
Weitere    Ausführung   des    Vorhergehenden. 


Weil  die  vorhergehende  Methode  voraussetzt«  dass  die  Entfer- 

I  iQog  der  Käste  von  dem  Schiffe  bekannt  sei,  man  aber  zu  dieser 

Voraussetzung  schwerlich  in  vielen  Fällen  mit  hinreichender  Ge- 

Moigkeit  berechtigt  sein  wird,    so. hat  man  vorgeschlagen»  dass 

»rei  Beobachter   auf  dem  Schiffe  in   demselben  Zeitmomente  in 

'  zwei  möglichst  von  einander  verschiedenen  Hoben  über  dem  Meere, 
also  etwa  (Taf.  11.  Fig.  7.)  in  den  in  derselben  Vertikale  liegenden 
PaDk4en  A  und  A^  die  Winkel  SAE  und  SAiEi  messen  sollen, 
ans  denen  sich  dann,  in  Verbindung  mit  den  bekanöten  Höhen 

.  der  Punkte  A  und  Ai  über  dem  Meere,  die  Kimmtiefe  auf  fol- 
gende Art  bestimmen  lässt. 

Die  Hohen  AA'  und  AiA'  der  Punkte  A  und  Ai  über  dem 
.  Heere  seien  respective  h  und  hi ;   femer  sei  wie  gewohnlich  :^ 
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H^E^K.   hAEi=K^%   H^AB^k,    H^^^B=k^ 


und 


ACB:=zA^CB-C\ 

endlich  sei 

A'B^e, 

Dann  haben  ivir  zuvörderst,  wenn  C  in  Scfcunden  ausgedrückt 
sein  soll 9  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen,  indem  r  wi<| 
gewöhnlich  den  Erdhalbmesser  bezeichnet,  die  Gleichung: 

C=206264,8--=s:-cotr. 

r      r 

Feme/  ist  ^ 

also 

K-Ki=k'-ki  oder  Ki^K-ki-^k. 

Weil  nun  die  von  A  und  ^1]  nach  dem.  Gestirae  S  gezogenea 
Linien  AS  und  AiS  offenbar  ohne  allen  merklichen  Febler  einaii- 
der  parallel  sind,    so  ist 

A  A 

SAH  =  SAiHi, 
also 

A  /v  A  A 

SAiEi-'HiAiEi=^SAE^nAE, 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden: 

SAiEi  —  ÜT,  =  S^E—  K, 

also 

SAiEi-'SAE==K^-'K=ki-k, 

■ 

liieraiis  sieht  man,    dass  ki'-k  oder  Ki-^K  eine  befcamili. 
Grösse,   nämlich    der  Differenz   der  beiden  gemessenen  Wüdeil 
6AiEi  und  SAE  gleich  ist.    Bezeichnen  wir  also  dte«e  DiffenoHi  '- 
durch  dy  «o  ist 

JNuD  Ist  aber  nach  dem  vorhergebenden  Paragraphen:  i 

tangÄ=tangir'+j:^-^,  ./ 

tang*,ÄtangiC+;;^J 
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und  man  hat  daher  jetot  die  folgenden  sechs  Gleichungen; 

C=206264:8.-=-cotr; 

T       T 

tang*=tangi6'+  ^r;^^.     taiig*i=tang  JC+  J^^'^ 

mit  den  secha  unbekannten  GrSssen 

welche  sich  also  mit  Hülfe  dieser  sechs  Gleichungen  bestimmen 
lassen  mfissen.  Alan  rouss  sich  aber  mit  einer  näherungs weisen 
Auflösung  dieser  Gleichungen  begnügen. 

Nehmen  wir  alle  Winkel  in  Secunden  ausgedrückt  an,  so 
lassen  sich  wegen  der  Kleinheit  der  Winkel  C  und  k,  ki  statt 
der  Gleichungen 

tang*=tangiC+j:^^,     tangÄi  =  tanglC  +  ^-p 
DäheroDgsweise  die  beiden  folgenden  Gleichungen  setzen: 

also 

diesen  beiden  Gleichangen  folgt  durch  Subtraction : 

t      t  —     *»  ~*     . 

r         '        Ai-* 

oder  nach  dem  Obigen 

f, L     *!-* 

*'— r(sinl*)»'     d    ' 


also 
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Führt  man  diesen  Werth  von  C  in  die  Gleictiiiagen 

*  =i^+rC(sinlT* 


rC(sinTO* 
ein ,  80  erhält  man : 

,  _         1  Äi~A,     dh_ 

^    '2r(sinl'0«*     li'^  +  V^-A* 


/ 
Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  k  und  A^  gefunden,  so  ergeben 

sich  K  und  Ki  mittelst  der  Formeln 

also,    nach  gehöriger  Substitution  aus  dem  Obigen ,    mittelst  der  |il 
Formeln : 

^  -     2       rCsinl")*'     d      +Ä1-Ä' 

^  _lj--2i         1  Ai— A      _^,_  Ifl 

^^"-     2       ^(sinrO^^a      ■*'Ai-A*  •        <\\, 

Wollte  man  noch  e  haben,  so  hätte  man  nach  dem  Obigen 

€  =  rCtangr'  =:rCsin  F, 
also  fiE 

a  sm  l" 

Die  Ausführung  der  obigen  Methode  unterliegt  yerschiedenea 
Schwierigkeiten ;  denn  abgesehen  von  der  Unsicherheit  der  Beeb*  ^ 
achtung  auf  einem  so  schwankenden  Standpunkte  wie  der  HasI*. 
korb  eines  Schiffes  ist,  wird  es  auch  den  beiden .  Beobacbteni 
wohl  nur  seltc^n  gelingen«  mit  demselben  Punkte  der  KttstellÄ 
beobachtete  Gestirn  zur  Berührung  oder  Coincidenz  zn  bringMt* 
Deshalb  wird  diese  Methode  auch  nur  selten  auf  der  See  angewandt' 

Die  Rechnung  nach  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphlift. 

entwickelten  Formeln  pflegt  man  sich  durch  Tafeln  zu  erleichterOi',] 

die  sich  in  allen  Sammlungen  nautischer  Tafeln  finden.    Die  E^ 

richtung  und  der  Gebrauch  dieser  Tafeln  ergiebt  sich  aus  deren  '^ 

Ansicht  leicht  von  selbst  und  braucht  hier  nicht  noch  besöndeinii  3 

erläutert  zu  werden. 

j 

'  I 
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Ueber  uneigentliche  Punkte  und  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte. 


Hern.   Christoph  Paulus,  I 

'    tiehrer    ivr    Mnihemattli    an   der   Ivriifhungfanitult   niif  ilcni   Saliin  bei 


In  «ineiu  fTfihereii  Aufsätze  des  Archivs  Theil  XXI.  Seile 
17S.  habe  ich  geseigt,  daas  der  lk>i;riff  der  Onliiuiii;seIeniente 
einfurtniger  inToIntoriscfier  Grund^ebilde  einer  Eriveiterung  ßifaig 
sei,  und  dass  diese  Begriffsenveilerun^  einen  bedeutenden  Einfluss 
ttnr  die  ganze  Lehre  von  den  Kevelschnilton  habe.  So  ge'viäs  es 
non  auch  ist,  das«  es  liir  die  Wissenschaft  grossen  Werth  hat, 
Begriffe  von  einer  solchen  Allgeniernheit  zu  besitKen,  wie  sie  dem 
Wesen  des  Objektes,  an  dem  fie  erxcheiiien ,  zukommen,  so  ge* 
witig  ist  es  auch,  dass  die  Sucht  zu  verallgemeinern  schon  oft 
mehr  Nacbtheil  als  Vortheil  (gebracht  hat.  Ich  habe  daher  in  jener 
Abhandlung  nicht  hios  die  Möglichkeit  einer  Begriffsenreiterung, 
SDodern  auch  ihre  Ztveckriiiissigkeit  und  Nothivendigkeit,  sowohl 
TOD  iler  intensiven  als  auch  von  der  extensiven  Seile  des  Be- 
(iriBesans  nachzuweisen  gesucht.  Ich  habe  gezeigt,  wie  auf  jeden 
Vtll  auch  in  der  einstimmigen  Involution  neben  den  Norinalele- 
:en  noch  zwei  andere  Elementenf.aare,  die  sich  wechselseitig 
len,  unterschieden  werden  müssen,  weil  sie  hinsichtlich  ihrer 
;e  ebenso  ausgezeichnet  sind,  wie  die  Ordnungselemcnle  der 
tgengesetzlen  Involution,  und  es  wurde  auch  für  sie  der  Name 
„ Ordnungsei emente"  in  An8|iruch  genommen,  weil  sie  mit  dem, 
vaa  man  bisher  unter  diesem  Begriff  befasste,  zwei  roordiniite 
Arien  eines  hiiheren  Begriffes  darstellten.  Ich  habe  sodann  wei- 
ter Dacbgewiesen ,  wie  diese  Begriffserweiterung,  in  ihrer  Änwen- 
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duDg  auf  andere  Gestalten  des  Raumes,   namentlich   aaf  die  Ke- 
gelschnitte,  eine  sehr  wichtige  Stelle  einnehme,    indem  sie  nicht 
nur  die  Unterscheidung  der  imaginären  Elemente  enthehrlich  mache 
und  dadurch  zu   einer  klareren  Anschauung  führe,   sondern  anck, 
noch  ein  neues  Feld   für  die  Erforschung  jener  Gestalten  eroflDfi 
und  namentlich  auch  geeignet  sei,  in  den  besonderen  Formen  der 
Kegelschnitte   das   Uebereinstimmende  erkennen  zu  lassen.    Um 
diess  zu  zeigen,    genügte  es,    gewisse  Eigenschaften   der  Kegel- 
schnitte, welche  besonders  tauglich  schienen,  hervorzuheben, -da* i 
mit  an  ihnen  der  Nutzen  jener  Begriffser Weiterung  ersehen  i^* erdet] 
kunntß.    Statt  der  imaginären  wurden  uneigentliche  Elemente  dei ' 
Kegelschnitts  unterschieden,    die  voi^  jenen   den  Vorzug  ftkbaii 
wirklich  zu  existiren  und  construirt  werden  zu  können.     Nachden 
ich  nun  in  jener  Abhandlung  die   Berechtigung   der    erweitertet 
Ordnungselemente,  als  auch,  was  damit  zusammenhängt,  die  Ein- > 
fährung  der  uneigeutlichen  Elemente   der  Kegelschnitte  nachg^ 
wiesen  zu  haben  glaube,  so  habe  ich  mir  auch  die  Pflicht  aufer-' 
legt,  die  Lehre  von  den  uneigentlichen  Elementen  der  Kegelschbttn 
weiterhin  in  die  Hand  zu  nehmen.    Mein   nächstes  Geschäft  wtr,  = 
das,    was    sich  früher   nur  gelegentlich  und  für  besondere  Fälbf 
ergeben  hatte,  auf  seine  allgemeinen  Gesetze  zurückzufahren  nul 
das,   was  unmittelbar  mit  denselben   zusammenhängt,   nälier  n 
utltersuehen.    Die  Resultate  dieser  Arbeit   bin  i^  jetzt  im^J^« 
griffe,    der  Oeffentlichkeit  zu  übergeben,    weil  ich  hoffe,   dmjsb 
diese  MHtheilung   neue  Kräfte  für  die  Sache  zo.  gewinnen  JqI' 
-einen  kleinen  Beitrag  für  die  Wissenschaft  zu   Keferp.    Ich  .gt* 
denke   zuerst  die  uneigentlichen  Kegelschnitte  auf  eioer  ji{egebe-| 
ii«ti  Richtimg,    sodann   auf  den  Strahlen   gewisser  Vielstrabkitf 
nachher   die   uneigentlichen    Tangenten   eines  gegebenen  imMAQjt^ 
Punkte»  und   endlich    diejenigen   gewisser    Punktreihen.  zq;.  hi-is 
spftcheD.  .,,{  -^ 

*        •  ■  . 

A.    Die  uneigentlichen   Kegelschnittpunkte  ^^inieri^'gü>- • 

gebenen  Richtung. 


Wo  liegen  die  uneigentlichen  Kegefschnittpunkte  wai 
gegebenen,  äusseren  Geraden  in  der  Ebene  des  Kegelschaijttst 
Diess  ist  die  Frage,  von  der  alles  Andere  abhängt  Die  Antwoli 
scheint  nicht  schwierig  zu  sein.  Denn  nimmt  man  aaf  einet  ivit 
eben  Geraden  p  zwei  beliebige  Punkte  A  und  B .  und  conatmM 
•ihref  Polaren  a  und  6  Im  Kegelschnitt,  so  werden  dieselbcnii  aif 
p  ftM*ei  Pünikte  A'  und  B'  bestimmen,  die  beziehungsweise :4m 
Punkten  ^^  und  B  conjugirt  sind.  Die  Ordnungspunkte:  der  ejl^ 
i^Mnlgen  Involution  AA'BB'  sind  die  gesuchten  «mgsiitliclitli 


und   TniigeiiUu  tter  Kegehcliniltt.  \-^^ 

Kegel  sc  haitipunkte  selbi^t,  nnd  da  die  CoDstruktiuii  dersellieii  iu 
Ar  rrGberen  AhhaDdlung  Seite  177.  gelebrt  ist,  so  k^oti  die  Aul- 
gabe  als  geluvt  betrachtet  tverden. 

Obgleich  duq  alter  diese  Constraktinn  für  alle  gt^gebenen  tJIe- 
radeii  leicht  ausführbar  ist,  so  genügt  sie  doch  nicht,  tvcnii  man 
be&hsicbtigt,  die  Gesetze  za  entdecken,  nelcfaen  jene  uiicif;ent- 
Rcheii  Kegelschnitt  punkte  uHtemörlen  sind.  Es  viird  nämlich  bei 
dieser  Cunstruktinn  ein  Hill'skrois  benutzt,  der  die  oonilttclbare 
Beziehung  zwischen  jenen  Punkten  und  der  Curve  des  Kcgel- 
sdinitte  untAThrlcht  und  daher  die  wahre  Einsicht  Domüglich  macht. 
Die  Auf'liisung  jener  Aufgabe  muss  daher  auf  einem  anderen  ilirdc- 
len,  alle  fremden  Mittelglieder  ausscblies^enden  Wege  versucht 
werden,  —  und  diess  soll  nnn  in  diesem  ersten  Abscbnitte  ge-, 
echehen.  Das  Mittelglied  des  Kreises  ist  in  der  Tbat  auch  ent- 
bcliilich,  «eil  alle  Ke;;elschn]lle  einem  gemeinschaftlichen  Gesetz 
der  Pulai-ität  unterworlen  sind,  welches  hiezu  benutzt  wetden  kann. 
Nanientüch  dient  liiezu  ein  bekannter  Salz,  der  Seite  247.  meiner' 
Gtlmdlinien  angeführt  ist:  „Wenn  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks 
ia  einem  Kegelsciinitt  sich  bewegen,  während  zwei  Seiten  des- 
selben sich  um  zwei  feste,  einander  conjngirte  Punkte  drehen, 
m  dreht  sich  auch  die  dritte  Seite  um  einen  Punkt,  den  Pol 
der  durch  jene  festen  Punkte  bestimmten  Richtung."  In  der 
That  darf  dieser  Satz  nur  umgekehrt  werden,  vim  sogleich  in  dem- 
«dben  das  Mittel  der  gesuchten  Construktion  zu  erkennen.  In 
dieser  Form  lautet  jener  Salz  folgendermaassen : 

I.  Theilt  man  einen  Kegelsi^hnitt  durch  eineSehne, 
welcfae  durch  den  Pol  einer  gegelienen  Geraden  geht, 
in  zwei  Abschnitte,  und  zeichnet  in  einem  d  eri^elben 
.(Snen  Pcripberiewinkel  nach  Üelioben,  so  bestimmen 
•  die  Schenkel  desselben  auf  der  gegebenen  Geraden 
stets  zwei  Punkte,  welche  in  Beziehung  auf  den  Ke- 
Belschni  tt  conjupirt   sind. 

Ist  also  etwa  P  (Taf.  111.  Fig.  1.)  der  Pol  der  Geraden  p  im 
Kagelschnitt  O,  so  wird  man  7.\\  einem  Puokt  C  der  Geraden  p 
il«a  conjugjrten  Punkt  C  dadurch  linden,  dass  man  dte  Sehne 
«P  nach  Beliehen  durch  P  zieht,  die  Punkte  C  und  IS  durch 
«he  Gerade  Terbindet,  welche  den  Kegelschnitt  in  c  trifft  und 
jie  Richtung  ctf'  Kiehf ,  welche  den  gesuchten  Punkt  C  beslimnit. 
Uase  Regel  füihrt  unmittelbar  auch  zur  Construklinn  desjenigen 
Puiktes  der  Involution  der  Geraden  jt,  weither  ihrem  Punkt  des 
nondlichen  Raumes  conjngirt  ist,  nämlich  zur  Bestimmung  des 
Normtlpunktes.     Es  Ist  offenbar  hiezu  nichts  nütlrig,  sIs  den  Pe- 
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n  Suhenliel  desselben  itn\\p 
m  dem  Nnrmalpiinkt  Q  Glbr 


lipberien-inlcel  so  zu  zeichnen ,  Hatis  e 
ist,  80  ve'ud  der  andere  Schenkel  qt£' 
ren,  oder  allgemein: 

II.     Ist  ein   Kegelschnitt    und    eine  Gerade    in   einer    , 
Ebene    gesehen,    und    zeichnet   man   in  eiueni    der  Ah- 
schnitte,    welche    durch   eine    durch    den  Pol  jener  Ge-  ' 
raden  gehende  Sehne  gebildet  werden,  einen  Peripherie- ( 
Winkel    so    ein,    dass   ein   Schenkel  desselben    niJt  dct/ 
gegebenen    Geraden    parallel    ist,    sn  geht  der  anderi 
Schenkel  durch  den  Normal[>unkt  der  Involution,  weicht 
durch    die    conjugirten   Punkte  jener   Geraden   gebil-  ■ 
det  wird.  ;e 

Dieser  Norinalpunkt  hat  noch  eine  weitere  Bedeutung  ffir  deä  ' 
Kegelschnitt;  denn  die  Richtung  PQ,  welche  dnrch  denselben  unX  *" 
den  Pol  bestimmt  wird,    ist   die  Polare  des  unendlich   entfetntM  ' 
Punktes  Q' ,     der    dem   Normalpunkt    0    corijugirt   ist.      Die  zwji  ^ 
conjugirten  Punkte  Q  und  Q'  der  Uicblutig  p  bilden    nümlich  mit 
dem  Pol   P  dieser  Richtung  ein  Polardreieck  QQ'P,    in   welcben 
auch   QP  die  Polare  von  Q'  ist.     Die  Gerade  QA' als  Polare  ein«  1- 
nncndlieh   entfernten  Punktes   ist  aber  ein  Durchmesser  den  Kc 
gelschnitts.    Man  schliesst  also;  ^ 


III.     Der 
urch  defl  1 


PuTchm  esi 


rt  is 


es    Kegelscliniltes   gelil 
alpunkt   jeder    Gerad« 


Für  den  besonderen  Fall   einer  Geraden,    »lelche  den  Keget^ 
schnitt   schneidet  und    eine   Sehne    bildet,    die   von  dem  Nnraiii 
pnnkt  haihirt  wird,    ist   der  letzte  Salz  wohl  bekannt,    in    die 
beschränkten  Form  war    er  jedoch    für    den   vorliegenden    Zwei 
unbrauchbar,    wo    nur    soli'he  Gerade    betrachtet    werden    soIlM 
welche  den  Kegelschnitt  nicht  schneiden.     Zieht  man  nun  dur^ 
den    Pol   P  der"  Geraden  p   die   Sehne  l\m\lp  (Taf.  III.  Fig.  5.)|3 
so  ist  auch  sie  dem  Durchmesser  conjuglrt,    da  alle  dem  Dan: 
'    messer  conjugirten  Richtungen    einander    parallel    sind,    sie  ninl 
o  auch  von  US   in  dem   Punkte  P  halbirt  werden.     Verbim 
man  sodann  die  Endpunkte  HI  und  tl  dieser  Sehne  mit  dei 
punkten  d  und  S  des  Durchmessers,  so  werden  die  Verbindui 
linien  ÄÜI  und  "ütl,    äU  und  »H   paarweise  in  zwei  Punkten  I 
,  and  N  der  Richtung  p  convergrren  (weif  p  die  Polare  von  P  is^ 
i  und  damit  zwei  weitere  conjugirte  Punkte  der  Involution  der  Rid 
I  tung  p  liefern.    Weil  aber  UIU  il  }>  ist,   so  werden  diese  Gerad«! 
durch  den  Dreisirahl  ä   proportional  getheilt,    und   wie  P  In   ätf.\ 
Mitte  von  tllH  liegt,    so  muss  auch  Q  in  der  Mitte  von  1^^  fi».' | 
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Diess  zei^'t,  dass  M  nnd  A'  die  ürdnungspunbte  und  somit 
iDcfa  die  uneigeiillichen  Kegelüclinitlpunktc  der  Kiclitung  p  sintt 
Öder  allgemein  :  * 

IV.  Ist  ein  Kegelschnitt  und  eine  Gerade  in  einer 
Ebene  gegeben,  6o  bestimmen  der  Durchmestter,  vvel- 
cber  der  Geraden  coiijugirt  ist,  und  die  PnUre  d  es  Nor- 
nalpankts  jener  Geraden  in  ihren  Endpunkten  vier 
Achtungen,  die  paarweise  in  den  uneigentlichen  Ke- 
;el»cfai]ittpunliten  jener  Geraden  convergiren. 

Vertniige  dieser  vier  Sätze  kiianen  die  u  neigen  llicheii  Kegel- 
cbnitt[)nnkte  auf  direktem  Wege  in  allen  Fällen  construlrl  tver- 
en,  und  es  bleibt  nur  noch  Übrig,  die  Lage  jener  Punkte  mit 
inander  7,11  vergleichen,  ivelche  auf  den  Strahlen  gcivieser  Viel- 
trahleii  liegen,  und  diess  ivird  in  den  zwei  folgenden  Abschnitten 
jeschehen. 


I. 


Die 


eigentlichen  Hyperbeldurcbmeeser. 


Obgleich  die  uneigentlichen  Hyperbel  punkte  auf  den  Ilichtnn- 
;en  der  imaginären  Durchmesser  in  der  Trüheren  Abhandlung 
teile  1S5.  bereits  betrachtet  ivurden,  so  muss  dieser  Gegenstand 
loch  noch  einmal  nufgennmmen  werden,  iveil  jetzt  eine  allgemeine 
'oDstruktioD  vorliegt,  die  auf  den  besonderen  Fall  angewendet 
ferden  kann.  Ist  also  CD  (Taf.  III.  Fig.  3.)  ein  reeller  Durch- 
neascr  einer  Hyperbel,  welche  die  Richtungen  SS  und  3'IE  zn 
Lqrmptofen  und  deji  Punkt  O  zum  Mittelpunkt  hat,  so  Gndet  man 
Ke  Richtung  des  conjugirten  imaginären  Durchmessers  dadurch, 
lass  man  den  Strahl  OC  sucht,  welcher  mit  OC  die  Äsympto- 
h  trennt.  Sollen  sodann  an! 
I  Durchmessers  die  uneigent- 
jrden.  so  müssen  zuerst  der 
Polare  gesucht  werden.  Nach 
;bem  die  Richtung  Cß'  vom 
Nornial- 
!  Berüh- 

nngssehiic  seiner  Tangenten.  Die  Tangenten  des  Mittelpunkts  \ 
9  sind  aber  die  Asymptoten  >S5  und  T%  der  Hyperbel  und  die  1 
Jerfibrungssehne  derselben  ist  eine  Gerade  des  unendlichen  Ran- 
nes.  Obgleich  jedoch  diese  Gerade  des  unendlichen  Raumes 
licht  gezeichnet  werden  kann,  so  kann  man  doch  durch  die  Punkte, 
n  welchen  sie  die  Hyperbel  schneidet,  gerade  Richtungen  ziehen, 
lenn  jede  Richtung,  die  mit  einet  Asymptote  parallel  ist,  ist  als 


enrichtungen  OS  und  OS  hai 

ler  Richtung   CD'    des    imag 

leben  Hypcrhelpunkte  gefundi 

formalpunkt  auT  CD'  und  de 

11.  ist    aber   der  Punkt  O,    ii 

«DJügirten    llurchmesser    CD    geschnitten    wird,    1 

innkt  selbst,    und    die  Polare   dieses   Punktes    O 
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eine  Linie  zu  betrachten,  die  mit  ihr  in  ihrem  unendlich  entfen- 
ten  BeriihriniE;epunkt  conTer|:irl,  durch  welchen  auch  die  BerOh- 
ruQgssehne  ^eht.  Man  hüt  also  nur  nach  der  Regel  IV,  durcfc 
die  Endpunkte  6' und  />  des  f^cgehenen  reellen  Durchmessers  pa- 
rallele Richtungen  mit  den  Asymptoten  zu  ziehen,  um  auf  der  i 
Richtung  des  imaginären  Durchmessers  die  gesuchten  uneigent'  i 
liehen  Uyperh  ei  punkte  C  und  D'  zu  beslimmen;    allgemein:         i 

V.  Wenn  man  von  demScheitel  eines  reellen  Durchs* 
messers  einer  Hyperbel  aus   zwei  Richtun|cen  mit  deiV 
Asymptoten    parallel    zieht,    so    bezeichnen    dieselben» 
auf   der  Richtung    des  cunjugirlen    imaginliren  Durcb- 
messers  die  zivei  uneigentlichen  Hyperbelpunkte.         * 

Die  uneigen  Hieben  Hyperbelpunkte  auf  allen  stetige  aufeinU^j" 
der  fnlgeaden  Richtungen  der  imaginären  Durchmesser  wen 
offenbar  auch  eine  stetige  Pnnktrelbe,  eine  Linie  erzen^'en,  weltl 
meine»!  Wissens  vom  Standpunkt  der  neueren  Geometrie  noch  nii 
entwickelt  wurde ,  obgleich  sie  manches  Interessante  darbietet.  Co>>i 
strulrt  man  daher  die  uneigentlichen  Hyperbeljiunkte  A'  nnd  ff, 
C  und  B'  dadurch,  dass  man  von  den  Scheiteln  A  und  C  dl 
Richtungen  Aß'  und  Cß'  parallel  SS  und  von  den  Scheiteln 
and  ß  die  Richtungen  BA'  und  DC  parallel  SS  zieht, 
xu  untersuchen,  vrie  sich  das  System  der  uneigentlichen  Hypi 
helpunkte  A',  fJ'.  B',  D'  zu  dem  System  der  eigentliche»  Hypi 
beipunkte  A,  C,  B,  D  verhalte.  Weil  nun  die  Asymptoten  OJ 
und  OT  durch  die  conjugirten  Durchmesser  OA  uud  OA' 
und   OG  etc.  harmonisch  gelrennt  tverden,  so  folgt,  dass 

Vielstrahl   0,TACS7^  0,TA' CS. 

Weil  ferner  die  Vierecke  AABB",  VC  DD'  etc.  Parall^ 
gramme  sind,  so  wird  man  schliessen,  dass  der  Vielstrahl  d^ 
Parallelen  ÄS,  CD',  AB'  elc.  dem  Vielstrahl  der  Parallelen  7» 
CD,  Ä'B  gleich  ist,  oder  wenn  man  den  Punkt  des  uneodlicfani] 
Raumes,  in  welchem  alle  diese  Parallelen  convergiren,  mit  8"- 
bezeichnet,    so  folgt  i 

Vielstrah!   S,AC07iS,Ä'C0. 

Es  sind  also  die  zwei  Vielstrahlen  O,  TACSnnA  S,  TA  CO,  welcfcrl 
in  den  Punkten  T,  A,  C,  O  der  gegebenen  Hyperbel  convcTg^| 
reo,  den  zwei  Vielstrahlcn  O.TA'C'S  und  S,ZA'C'0  des  zu  bfr-j 
stimmenden  Systems  conform.  Die  homnUigen  Strahlen  zwe)tf| 
conformeu  VieUtrahlenpaare  bestimmen  aber  zwei  collineüre  SystfilDtl 
(Grundl.  §.  43).  Es  ist  also  das  System  der  u  neig  entliehen  Hy>l 
perbelpunkte   itA'COS   den    Punkten    TACOS   der   gegeben«' 


J 


und  Tmtgeaie»  der  K«gelsc\ntllt. 


I3Z 


Hrhel  collineiir:  die  uneigenHicben  H^-perbelpiinkte  liegen  so- 
kbenfalls  auf  der  ('urve  eiues  Kegelschnitts.  Noch  mehrl 
Pd«r  Punkt  O,  so  irie  die  uoenfllicb  entfernten  Punkte  Sund 
nd  i£  äivh  rtelliat  entsprechende  Panklo  der  z»ei  Systeme 
;o  hat  die  Curve  der  uneiaieiitlichen  Hyperlielpunkte  wie 
tie  gegehene  Hyperbel  nn-ei  Punkte  im  uneudlicheu  Räume  und 
lehSct  also  ebenfall»  unter  die  Klusse  der  Hy|ierbeln;  und  awar 
mit  der  gegebenen  Hyperbel  die  Asyraptolen  genieiu- 
;1i.  Bemerkt  man  noch,  Aa.»s  A'B'  und  CO'  elc.  Durcll- 
Kr  der  abgejeitulen  Hyperbel  sinil,    so   sieht  man  fulgandeil 


yi.  Die  Endpunkte  der  untiigentli  ch  en  nurclinie»- 
iiner  Hyjierbel  liegen  Mieder  auf  der  Curve  einer 
frbel,  nelche  mit  der  gei^eheneo  Hyperbel  die 
ti|>tolen  und  überhaupt  alle  Durchmesser  gemein- 
|rt(ich  bat,  doch  hinsichtlich  der  letzteren  mit  dem 

cliiede,  dass  die  eigentlichen  Durchmesser  dai'_ 
In  Hyperbel  zu£;1eivb  auch   die    du  eigentlichen  der 
sind. 

■Weil  jede  H\-perbel   durch  einen  eigentlichen  und   den  con 

li aoeiiient liehen  Durchmesser  vollkommen  bestimmt  ist  ((»rni 

.  Aufg-  81.  c),  so  kann  man  diesen  Satz  auch  umkehren  u 


|!rle  Durchmesser  au 
haben,  dass  der  eig 
Hyperbel  zugleich  di 
10  haben  sie  auch  di 
Durcbmeaaer  auf  eb 
IBlDein. 


lyperbeln  zwei  einander  conjo- 
die  Weise  mit  einander  gemein 
ntliche  narchmesser  der  einen 
r  uneigentliche  der  anderen  isti 
:  Asymptoten  nnd  alle  anderen 
n   dieselbe   Weise  mit  einander 


schon  lüngst  sah  man  sich  veranlasst,  diese  zweite  a 
Hyperbel  zn  unterscheiden,  und  hat  sie  mit  dem  Namen  det  * 
reordneten  Hyperbel  bezeichnet  und  gefunden,  dass  sie  eine  ' 
■olche  Begrenzung  der  imaginären  Uyperbeldnrcbmeeser  be^ründor 
ivelche  es  müglicb  tnache,  ftir  eine  Reihe  von  Eigenschaflen,  did 
la  der  Ellipse  wahrgenommen  werden,  eine  Analogie  bei  der  Hy« 
ierbel  nachzuweisen.  Den  tieferen  Grund  für  diese  Analog!» 
Ulaube  tcb  durch  die  im  Vorausgehenden  gegebene  Anschaunn^^ 
)  aufgeschlossen  eu  habeot  gedenke  jedoch ,  nidil  länger  bi«^ 
jio  verweilen.  .;  «««1.«^  pUu>t««*iP^*^*<  "i'H   tMtJU 


Paulus:    Üeber  unelgenttu/te  Punkte 


neigeutlichen   Kegel 
l'arulUI 


cfaniltpuukte  : 
■  strahl. 


Durch  ilassellie  Mittel  und  mil  derselben  LeicTitigkeit, 
bei  dem  uiieigenllichen  UyperbeldurrbmeRiser  lieMtlnimt  mun  auch 
die  Curve,  welche  durch  die  eliieiu  Durchmesser  conjugirtea  nn- 
eigentlichen  Sehnen  eines  Kegelschnitts  erzeugt  wird,  und  es  blt 
die  KenntiiisH  derselben  um  so  mehr  Interesse,  als  man  hier  nicbt 
blos  auf  eine  einzige  Klasse  von  Kegelschnitten  beschränkt  ist 
Gesetzt  also,  es  sei  ein  Kegelschnitt  Ö  (Taf.  III.  Fig.  4.)  mit  zwei 
einander  conjugirten  Durchmessern  AB  und  HB  gegeben,  so  dol 
alle  Richtungen  ff' ,  h' ,  a,  welche  mit  einecu  jener  DurchmeeseTi 
etiva  mit  ÜB,  parallel  sind,  dem  anderen  Aß  conjugirt,  mvA 
die  Richtung  u,  welche  durch  den  Scheitel  A  dieses  Durchmes- 
sers geht,  berührt  den  Kegelschnitt.  Wenn  die  Richtungen  ^',iF 
den  Kegelschnitt  nicht  schneiden,  so  bezeichnet  der  Durchmesset 
AB  auf  denselben  doch  auch  die  Normalpunkle  V  und  //'  (111.); 
construirt  man  also  zu  diesen  Punkten  die  Polaren  g  und  h  in 
Kegelschnitt,  so  werden  dieselben  mit  dem  Durchmesser  AB  in 
ihren  Curvenpunklea  die  inheschri ebenen  Vierecke  ACBD  und 
AEBF  bestimmen,  deren  Gegenseiten  in  den  uneigentlichen  Kt- 
gelschniltpunkten  C  und  D' ,  E'  und  F'  der  Richtungen  ^'undi^ 
Gonvergiren.  Weil  nun  aberjn  dem  Vierseit  ACBD  die  Diago- 
nale AB  durch  die  Diagonalen  CD  und  CD'  harmonisch  getheilt 
wird,  90  sind  die  Punkte  ß,  A,  G',  G  und  also  auch  die  Punkte 
B,  y,  C,  C  harmonisch,  su  lern  die  letzteren  durch  die  Paralle- 
len a,  g',  g  auf  BC  bestimml:  werden.  Hieraus  folgt,  dass  auch 
der  Vierstrahl  A,ßyC'C  und  aus  gleichem  Grund  auch  der  Vier- 
strahl AjByE'E  und  überhau]it  Jeder  andere  ähnlich  construicte 
YieUtrahl  harmonisch  sei.  Hieraus  schliesst  man  wieder  weiter,  Aaaa 


Vielstrahl  A.BaCE  7.A,ßiiC'E', 


nnd  da  ohnehin 


Vielsfrahl  B .ACE  7,  B.ACE , 

Paare   conformer  Vielstrableu,    ivelchi 
Strahlen  paare 


■0    hat  man 

Convergenzp unkten  ihrer  homoli 

ebene  Systeme  bestimmen  ;    es   ist    also  das  Systi 

,   C,  £'    dem   System    der    Punkte  B,  A,  C,  E 


I 


i  collioeäte 

der  Punkte 

col  linear. 


eil  die  letzteren  der  Curve  eines  Kegelschnitts  angehüren 
so  liegen  auch  die  erstereti  auf  der  Curve  eines  Kegelschnitts. 
Diese    zwei   Kegelschnitte   hüben   überdiess  eine  perspektivische 


I 
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Lage  gegen  eiiiHnder,  «eil  ihre  Systeme  de»  Vlelstrahl  B,ACB 
gemeiuschartlich  haben.  Der  Scheitel  H  dieses  Vielstrafils  isl  das 
Ceotrum  und  die  Kichtiing  a  der  ScbeiteltaDgente  ist.  als  eine 
beiden  Systemen  gemeinscbartlich^  auch  durch  das  Cenlrum 
gebende  Gerade  die  Axe  derCollineation.  Weil  ferner  die  Verltin- 
duiigslinien  CD'  und  C  l>  der  sieb  nicht  entsprechenden  Punkte 
der  homolugen  Paare  C  und  C,  D  und  D"  in  eincni  Punkt  A 
der  Axe  convergireii ,  so  sind  die  Systeme  überdiess  auch  noch 
mvolutorisch.  (Grundl.  §.  48.) 

Es  ist  auch  leicht  zu  ersehen,  welcher  Art  der  abgeleitete 
Kegelschnitt  ist.  Weit  nämlich  die  Richtung  des  conjugirten 
Durch messers  ä'ü  nicht  nur  mit  der  Axe  a  parallel  ist,  sondern 
auch  den  Strahl  BA  hniftet,  sn  ist  sie  die  Gegenaxe  der  zwei 
iBTolu torischen  Systeme.  (Grundl.  §.  48.)  Ist  nun  der  gegebene 
KegelHchnitt  eine  Ellipse,  so  bezeichnet  die  Richtung  der  Gegen- 
ue  äH,  als  die  eines  Durchmessers,  wirklich  zwei  eigentliche 
PonktB  ihrer  Curve.  Diesen  Curvenpunklen  il  und  B  des  Systems 
der  Ellipse  entsprechen,  als  Punkten  der  Gegenase,  im  System 
des  abgeleiteten  Kegelschnittes  CAD'  zwei  eigentliche  Punkte 
des  nneiidlichen  Uanmes;  der  Kegelschnitt  CAD'  ist  also  eine 
Hyperbel  (Gtundi.  g.  101.).  und  /tvar  sind  die  Richtungen  .$7*  und 
5S,  welche  mit  AA  und  AH  parallel  gezogen  werden,  die  Asymp- 
toten der  Hyperbel. 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  "feine  Hyperbel,  so  trifft  die 
Richtung  der  Gegenaxe,  JJB,  als  die  eines  imaginären  Durchmes- 
sers, welcher  dem  reellen  Durchmesser  AB  conjugirt  ist,  keine 
«igeutlicben  Punkte  der  Hyperbelcurve,  es  gehl  also  auch  dia 
homologe  Gerade  des  abgeleiteten  Kegelschnitts,  welche  im  un- 
endlichen Räume  liegt,  durch  keine  eigentlichen  Punkte  dieser 
Curve,  und  dieselbe  ist  daher  eine  Ellipse.    (Grundl.  §.  100.) 

Ist  endlich  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  liegt 
der  Scheitel  A  und  also  auch  die  Collineationsaxe  a  im  endlichen 
Raum,  der  andere  Scheitel  B  des  Durchmessers  aber,  d.  i.  das 
Centrum  der  ("ollineation,  liegt  im  unendlichen  Raum,  die  zwei 
Systeme  sind  also  afSn  und  der  abgeleitete  Kegelschnitt  ist  da- 
her ein«  Parabel,  ja  noch  mehr,  die  Systeme  dieser  zwei  Para- 
betfl  sind,  weit  sie  invulutorisch,  nicht  Mos  atißn,  sondern  auch 
nalfonn  (Grund!,  g.  45.  a.j,  die  zwei  Parabeln  sind  also  congruent. 
Oder  wenn  man  alle  diese  Resultate  zusammenfasst; 

VIII.  Die  uneigentiicben  Sehnen,  weiche  einem 
Oarchmesser  eines  Kegelschnittes  conjugirt  sind, 
gehSren  ebenralle  wieder  einem  Kegelschnitt  an,  ivel- 


Paftius:    VMff'r  unetgenlllehe  Punkte 


nitt  den  gegebenen 
ßemein  hat     Dabei 


eher  mit  dem  gegebenen  Kegels 
nd  den  conjugirten  Durchmefis 
it  noch  be»ondeTs  zu  liemerken 

B)  dass  einer  dieser    zn^ei   Kegelschnitte  eine    Hy- 

»  perbel  ist,    wenn   rfer   andere  eine  Elüpse  ist  und  unjt 

,   geicehrt.    und   das«  die  Asymptoten  der    Hyperbel    den 

Reiten  des  Vierecks  parallel  gehen,  tvekhes  duruh  d.!« 

I  ffemeinschaftlichen  conjugirten  Durchmesser  hestiinnii 


Ii)  Anäs  der  eine  derselben 
der  autlere  diene  Gestalt  hat, 
I  i;abeln  einander  congruent  sin 


ine  Parabel  ist,   so  oft 
nd  dass  diese  enei  Pa- 


ivei  Kegelschnitte  eine  doppelte  Be^ 


c)  dnss   die 
rflhrung*  haben 

d)  dass  sie  sich  in  involntorisch er,  perspektivi-; 
'  ««her  Latie  befinden,  so  nSnilicb,  dass  ein  Scheitet 
I  des  gemeiiischaf'llichen  eigentlichen  Dtircfamesserc 
\  das  Centruni.  und  die  Tangente  des  anderen  Scheit«U 

die  Axe   und  der  geineinechaftliohe  conjugirte   Durcbi 
messer   die    GegenaEe   der   iDvolutoriacheii    Collinet» 


tioi 


st. 


Weil  ein  Kegelsclinitt  durch  zwei  conjngirte  Durchmesser  be- 
I  stimmt  ist,    von    welchen    bekannt    ist,    ob   sie    zur  Gattung  dei 
>  dgentlichen   oder  un eigentlichen  gehören,    so  kann  man   den  toi- 
iBgehenden  Satz  auch  umkehren  und  sagen: 


IX.  Wenn  K.vel  Ketielschnitte  ein  P 
[  Durchmesser  gemein  haben,  von  ttcIc 
I  beiden  Kegelschnitten  ein  eigentliche 
:  Aber  in  dem  einen  ein  eigentlicher  und  i 
o  sind  die 


conjugirte 
der  eine  in 
ler  andere 
m  anderen 
itlicher  ist,  so  sind  die  dem  gemeinschaft- 
l'lichen  eigentlichen  Durchmesser  conjugirten  eigeot* 
Michcn  Sehnen  des  einen  Kegelschnitts  zugleich  au«b 
I  die  uneigentlicben  Sehnen  des  anderen  Kegelschnitts. 

,  Dieser  Unikehrungssatz  führt  noch  weiter.  In  der  Hyperbel 
r'fcOnnen  nümlich  zwar  nur  diejenigen  Sehnen  uneigentllche  sein, 
welche  einem  eigentlichen  Darchmesser  conjugirt  sind;  in  ihr 
glebt  es  daher  für  jedes  Paar  conjugirler  Durchmesser  nur  eine 
einzige  Schaar  uneigentlicher  Sehnen,  welche  einer  Ellipse  ange- 
bliren.  hi  der  Ellipse  dagegen,  die  uur  eigentliche  Durchmeeaet 
hat,  denen  immer  auch  uneigentliche  Sehnen  conjugirt  sind,  giebt 


und  Ttmgmun  der  hegelsehaHie. 


:U 


es  l^r   jedes  Paar   conjucirler  Durchmesser  auch  zwei  Schaaren 
I  u neigen tlicheo  Sehnen,    die  mit    zwei  (^oiijugirlen  Durchmes- 
sern parallel  sind  und   zwei  Hyperbeln   angehüren.    Jede  dieser 
IByperbeln  hat  dieselben  zwei  Uurchmesser  mit  der  Elllipf>e  gemein, 
t  mit  dem  Unterschiede,  da«e  derselbe  Durchmesser  in  der  einen 
Hierbei   als    ein    eigentliclier  und  in    der  anderen  als  ein  unei> 
ntlicher  Uguriit.      Hieraus  folgt  aber,    dass  diese  znei  Hyper- 
[beln  zugleich  auch  noch  in  dem  Verli'iltnies  stehen,  dase  die  eine 
Hyperbel  die  un eigentlichen  ßnrchniesser  der  anderen  enthält.  (VII.) 

yperbeln,    welche    in    einer  Ellipse 

ichen  Sehnen  erzeugt  werden,   die 

H    Durchmessern     parallel     gehen, 

teroinander    in    dem  Verhalt  nlss,    dass 

n  Durchmesser  der  einen  zugleich  auch 

hen  Durchmesser  der  anderen  sind. 


X.  Die  7,wc 
durch  die  uneigi 
zweien  conjugi 
stehen  auch  vn  I 
die  eigentlicl 
die  onei^en tl 

XI.  Wenn  man  zwei  eir 
beln  hat  (d.  h.  in  welchen  di 
einen  die  uneigentlicben  der  andi 
einem  gemeinschaftlichen  Du 


Ellipse  der  conjui;irten  uneigentlicben 
stniirt,  SQ  ist  diese  Ellipse  zugUicb  aui 
fvelche  die  dem  anderen  conjugirten  Dun 
anderen  Hyperbel  parallelen,  uneigentli 
einschliessl. 


nder  zugeordnete  Hyper- 
eigenllicben   Durchmesser  der 

^n  sind)    und    wetjn   man    zu 
(lesser  derselben  die 


Sehnen  c 
h    die  Cur 


e. 


D.    Die  uneigentlichen  Tangenten  c 


\  Punktes. 


^^      Dl«    in    einem    Punkte    eines    Kegelschnitts     convergirenden 
Ordnungsstrahlen  der  in  jenem  Punkte   convcrgirenden,    conjugir- 
ten,  invotutori sehen  Strahlen  heisscn  die  uneigentüchen  T.ingenten 
^^teues  Punlctee.     Diese  uneigentlichen  Tangenten  der  inneren  Punkte 
^^n  die  un  eigen  Hieben  Kcgelschnillpunkle  der  äusseren  Richtungen 
^^^feben  nun  zwar  in    einem  Verhältniss  der  neciprocltüt,    und  es 
■fBnnte   desswegen  scheinen,   dass  es  gerafhener    gewesen   wSre, 
'     Ute  reclproken  SStze  gleichzeitig  zu  entwickeln  und  neben  einan- 
der zu  stellen.     Allein   ein  tieferes   Eingehen   zeigt,    dass  dieses 
Verhältniss  der  Recipmcität  keine  durcliyreifende  Dualität  begrün- 
det.   Indem  bald  bedeutende  Unterschiede  sich  einstellen,    welche 
dem  Fall  der  uneigentlichen  Tangenten  eine   gewisse  EigenthOm- 
Itobkeit  verleihen.     Ein  Grund  dieser  Verschiedenbeit  wurde  schon 
^m  einstimmigen  inTolutorJscben  Vielstrahl  in  der  früheren  Ah- 
UdloBg  Seit«  ia%  erwähnt.     Obgleieh  nämitch  in  einem  solchen 


Paulus:    üeber  vnHgmltlche  Punkte 

Vielstiabl  jede  Transversale    in  einer  Involnlori sehen  Punktr 
geschnitten  wird,    so  elimmen  doch   die  Normal-   und  OrdnaDJJ 
strahlen  der  Reihe   oiclit  mit  den  NoTmal-  und  Ordnungsstrabl^ 
des  einstimmigen   invoiutorischen  Vielstrahh  nherein,    wie    die 
allerdings  bei  den  Ordnungspunkten   der  en  tge  gen  g  es  elften  fnv»-  \ 
iution  der  Fall  ist.  sondern  es  findet  diess   vielmehr  nur  in  den  [ 
besonderen  Falle  Statt,    nenn  die  Transversale  auT  dem  Normal-  1 
strahle    des    VieUlrahls    senkrecht    steht.       Diese   Unterschiedi^   [ 
ivelche  schon   an  den  einriirniigen    involutoHschen    GnmdgebildM 
zu  bemerken  sind,  offenbaren  sich  noch  gewaltiger  in  dem  PoIa^ 
System    eines    Kegelschnitts    und    heben   vollständig   die    DuaMtit   ' 
auf,    welche  hinsichtlich  der   involuloriscben  Punktreihen    und  der 
involutorischen  Viel.^trahlen  erivartet  werden  könnte,    sobald  i 
nämlich  dieselben  in  Beireff  ihrer  Normal-  und  Ordnungselemente 
zu    vergleichen   sucht.     Diese   abweichenden   Verhältnisse 
lassten  mich,    den  Fall  der  uneigentlichen  Tangenten  von   demje- 
nigen der  uneigentlichen  Punkte  zu  trennen  und  einer  besonderen 
Betrachtung  zu  unterziehen. 

Was  nun  zunüchst  die  Constriiktion  der  uneigentlichen  Tan- 
genten gelbst  betrifft,  so  ist  vorerst  zu  bemerken,  dass  sie,  nie 
die  enlaprechende  über  die  uneigentlichen  Punkte  einer  äusseren 
Richtung,  dadurch  jederzeit  gelöst  werden  kann,  dass  man  die 
Ordnungt^strahlen  des  durch  die  conjugirten  Richtungeii  gebildeten 
involutorischen  Vielstrabls  nach  der  Seite  181.  XXI.  Bds.  dieses 
Archivs  angegebenen  Regel  mittelst  eines  Hilfskreises  aufsucht 
Allein  auch  hier  ist  diese  Construkttnn  ungenügend  und  man  ist 
darauf  bingeniesen ,  eine  direkte  Auflösung  ohne  Hilfscurve  auf- 
zusuchen. Diese  hat,  so  lange  man  sich  noch  auf's  Allgemeine 
beschränken  will,  keine  Schwierigkeit,  denn  so  lange  nicht  nach 
den  Normal-  und  Ordnungszahlen  selbst  gefragt  wird,  gelten  noch 
die  Dualitätsgei^etKe  der  Reci|>rocität.  In  der  That,  wenn  es  sich 
blos  durum  bandelt,  zu  jedem  Strahl  eines  gegebenen  Punktes 
den  coojugirten  zu  finden,  so  leisten  die  bei  I.  angeführten  Sätze, 
wenn  man  ihre  reci|iroke  Form  aufsucht,  die  nölhigen  Dienste. 
Wenn  zwei  Ecken  eines  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenea 
Dreiecks  sich  auf  zwei  einander  conjuglrten  Richtungen  bewegen, 
so  bewegt  sich  auch  das  dritte  Eck  des  Dreiecks  auf  einer  Ge- 
raden, nämlich  auf  der  Polaren  des  Convergenzpunktes  jener  zwei 
conjugirten  Richtungen.  Dieser  Satz  führt  sodann  zu  folgeniler 
Construktion  der  conjugirten  Richtungen : 

Xn.  Wenn  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnitts 
von  einer  dritten  Tangente  geschnitten  werden,  so 
sind  jede  zwei  Richtungen  einander  conjugirt,   welche 
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'  i^arch  die  Schnittpunkte  ilcr  letzteren  Tangente  gehen 
nd  in   einem  Punkte  der   ßerührungssehne    der  zivei 
I  erstereil  Tangenten  coiivergiren. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ist  auch  leicht  diireh  die  be- 
fcanalen  tLigenscbafteu  des  unibepchriebenen  Viersfits  nachzuwei- 
nn.  Werden  namlrüb  die  Tangenten  J/'und  DF  (Taf.  II(.  Fig.  5.) 
dnrcb  eine  dritte  Tangente  in  den  Punkten  B  und  C  geschnitten 
gnd  zieht  man  durch  die  Schnittpunkte  B  und  C  zwei  Richtun- 
gen, die  auf  der  ßcrühningssehiie  HIR  der  zwei  ersteren  Tangen- 
ten in  dem  Punkte  O  cunvergiren.  und  zieht  man  nun  nnch  eine 
Sehne  NS,  »eiche  durch  den  neriihrunge]iunkt  N  der  dritten 
Tangente  und  durch  den  Punkt  O  geht,  und  construirt  man  end- 
lich auch  iioch  die  Tangente  des  Pnnktes  S,  welche  die  zwei 
ersten  Tangenten  in  den  Punkten  A  und  J)  schneidet,  so  ist 
ABC'D  ein  uinbeschriebenes  Viertelt,  dessen  Diagonalen  AV, 
BD  und  EF  durch  die  Convergenzpuhkte  O,  O',  O"  der  Gegen- 
seiten des  inbeschriebetien  Vierecks  MNRS  gehen,  «reiches  mit 
scineo  Ecken  in  den  Berührungspunkten  des  um  beschriebenen 
Vierseils  liegt  Gs  ist  aber  bekannt,  dass  OO'O"  ein  Polardrei- 
eck  ist,  in  welchem  jede  zwei  Seitenrichlangen,  also  auch  00' 
and  OO"  oder  OC  und   OB,  einander  cnnjiigirf  sind. 

Obgleich  nun  aber  der  Satz  XII.  ein  bequemes  itlittel  dar- 
bietet, um  in  jedem  Punkt  O  zu  einer  gegebenen  Richtung  OB 
die  coiijugirte  OC  zu  construiren,  »n  leistet  er  dnch  ffir  die  l'nn- 
stroktion  derKorainl-  und  Orduungs^trahlen  des  Punktes  O  nichts. 
Ancfa  sucht  man  uiusnnst  die  Construktion  der  INormal-  nnd  Ord- 
DQngspunkte  der  involutorischen  Puuktreihen  in  ihre  reciproke 
Form  umzuiVandeln  nnd  dadurch  zum  erwünschten  Ziele  zu  gelan- 
^d;  man  überzeugt  sich  im  (legentheil,  dass  die  Dualität  eben 
hier  aufhört,  wn  man  zu  diesen  Hanpteieinenten  der  Involution 
flbergehen  will.  Itei  der  geraden  involutorischen  Punklreibe,  welche 
bn  Polarsystera  eines  Kegelschnitts  durch  die  conjugirten  Punkte 
eiaer  Richtung  gebildet  wird,  ist  ein  Normalpunkt  als  der  Punkt 
des  unendlichen  Raumes  bekannt,  und  der  andere  im  endlichen 
Raum  wird  durch  den  conjugirten  Durchmesser  auf  jener  Rich- 
tong  sogleich  bestimmt;  bei  dem  involutorischen  Vtelstrahl,  wel- 
cher durch  die  in  einem  Punkt  convergirenden  Richtungen  eines 
PularsystemK  gebildet  wird,  ist  weder  ein  Normalstrahl  von  selbst 
bekannt,  noch  kann  der  andere  durch  sein  V'erhältniss  üum  Mit- 
telpunkt des  Kegelschnitts  bestimmt  werden.  Der  Mittelpunkt 
des  Kegelschnittes  erhält  seine  Gedeutung  durch  seine  Beziehung 
n  den  involutorjsclien  Punktreilien  des  Kegelschnitts,  er  ist  uäm- 
lich  der  constanle  Normalpunkt  für  alle  durch  ihn  gehenden  Rieh- 
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füngen,  und  auf  allen  anderen  Richtui^en  wird  der  Nornialpunkt 
äurch  den  ihnen  unnjuglrteu  Durchmesser  liezeicbnet.  F(ir  die 
involntorlschen  Vielstrahlen  der  Keg*lsclinittpunkle  hat  der  Mit- 
telpunkt keine  aniler«  liedeutuiig  als  Jeder  aniiere  Punkt;  er  hat 
auch  seine  NormalKlmlilen,  die  Axen,  und  seine  OrdniiDgsstrah* 
leo.  In  dieser  tliiisidit  siml  vielmebr  die  Brennpunkte  des 
Kej{elschnilles  auhf^e^eichnet,  denn  es  iiüt  der  in volu torische  Tiel- 
etrabi  jedes  tlrennpunkles  rerliltv'mklig,  d.  h.  es  sind  jede  zwei 
Richtungen,  die  in  ihm  cnnver^iren  und  senkrecht  auf  einander 
stehen,  i:onjiigirt;  «a  können  aUo  jede  zwei  solche  Richtungen 
als  Normulslruhlei)  betrachtet  norden.  Auch  dienen  die  Breon- 
puukte  zur  Cnnstniktion  der  NornialstruMen  jedes  anderen  Punt 
tes,  wie  folgende  Regeln  angeben: 

Xlil.  Die  INormalstrahlen  eines  Brennpunktef:  sind 
nnbcstimnit,  es  bilden  die  conju^irten  Ricbtangen 
eines  Brennpunktes  einen  rechtwinkligen  involotati' 
sehen  Vieleirnh  I,  i«  welchem  jedes  Paar  auf  einand« 
senkrechter  Richtungen  als  ISornialstrablen  betracti* 
tct  werden  können. 


XIV. 


Die     INurmalstrahlen     ir-^end 
i  Punktes  in  dem    Polarsystem  des    Kef-i 
['dicHalhirun»slinien  derWinkel.  die  dui 
L  l*nnkt  converijirendeu  Brennst rahlcn  g 


eines  aad«r«ti 
Ischnitfs  sind 
ch  die  in  j«nen 
(bildet  werden. 


!L..... ..„.,.. 
Rind  diese  .\xe  selbst  und  die  auf  derselben  senkreofale 
Richtung'  zugleich  auch  die  Normalslrablen. 
Diese  Sätze  wurden  von  Prnfessor  v.  Staudt  in  seiner  „Oeo- 
iietrie  der  Ln£;e  Seife  208."  einfach  dadurch  bewiesen,  dass  er 
fte  Punkte  untersucht,  in  welchen  die  Axen  durch  zwei  senkrecht 
imi  einander  stehende  conjngtrte  Rlcbtnnucn  geschnilten  werden. 
Zwei  solche  Punkte  haben  nändich  die  Eigenschatt,  dnss  jede 
hrrä  durch  sie  gehenden  und  auf  einander  senkrechten  RichtuU' 
_gen  coujucirt  sind,  und  das»  sie,  nenn  sie  auf  der  grossen  Aie 
fcr  Ellipse  oder  auf  der  reellen  Axe  der  Hyperbel  liegen,  dii» 
'Bi'ennpunkte  harmonisch  trennen,  ich  erlaube  mir,  bei  dieser 
Gelegenheit  auf  die  Wichtigkeit  dieser  Sätze  aut'merkf  am  zu  mftcheB. 
Re  schliessen  das  Wesen  der  Brennpunkte  auf;  sie  seii^en,  daae 
die  Brennpunkte  für  die  iuToIutnrJschen  Vieliitrafalen  eines  Kegd- 
'^clinitts  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  der  IVliltelpnnkt  für  die 
ittrolutoriscben  Punktreihen;  sie  zeigen  lerner,  dass  im  Kr^s  di« 
fiönjugirten  Durchmesser  nur  desshulb  senkrecht  auf  einander  stehen, 
weil  im  Mittelpunkt  des  Kreises  die  Brennpunkte  vereinigt  sind; 
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810  xeigeo«  warom  zwei  KegeUcliuitte,  wenn  sie  einen  Brennpunkt 
gemeinJBchafUich  haben,  auch  zugleich  in  ihm  einen  Vielstrahl  ge- 
meibschaftlich  haben ,  und  desshalb  lilr  diesen  Brennpunkt  als  Cen- 
trom  perspektivisch  coliineär  sind. 

Es  ist  nun  noch  übrig,  zu  untersuchen,  wie  man  von  den 
Normalstrahlen  aus  auch  zu  den  Ordnungsstrahlen  eines  Punktes 
gelangen  kann.  Hat  man  nun  für  einen  nach  Belieben  gegebenen 
Punkt  P  (Taf.  III.  Fijr.  6.)  die  Breiinstrahlen  PF  und  PF*  und 
die  Normalstrahlen  AB  und  C/>,  d.  h.  also  die  Halbirunji^slinien 
^eB  Winkels  FPF'  und  seines  ^Nebenwinkels  construirt,  so  vrird 
das  Viereck  ACBD ,  welches  durch  die  Normalstrahlen  auf  der 
Curve  bestimmt  wird ,  zum  Ziele  führen.  Die  Richtungen  PG  und 
PE,  welche  den  Punkt  P  mit  den  Convergenzpunkten  der  Gegen- 
seiten dieses  Vierecks  verbinden,  sind  nämlich  ebenfalls  conju- 
girt,  als  Seiten  des  zum  inbeschriebenen  Viereck  gehörigen  Po- 
lardreiecks PGE,  Vermöge  einer  bekannten  Eigenschaft  des 
Vierecks  werden  aber  die  Richtungen  AB  und  CD  durch  die 
Richtungen  PG  und  PE  harmonisch  getrennt,  und  folglich  wer- 
den die  Richtungen  AB  und  CD,  weil  sie  zugleich  senkrecht  auf 
einander  stehen,  die  Winkel  der  Strahlen  PG  und  PE  halbiren. 
Diess  zeigt,  dass  die  Strahlen  PG  und  PE  die  Ordnungsstrahlen 
des  involutorischen  Vielstrahls  P  sind ;  oder  weil  diese  Ordnungs- 
strahlen  die  uneigentlichen  Tangenten  des  Punktes  P  heissen, 
80  folgt: 

XVI.  Die  zwei  uneigent liehen  Tangenten  eines 
Punktes  im  Innern  eines  Regelschnitts  gehen  durch 
die  Convergenzpuukte  der  Gegenseiten  desjenigen 
inbeschriebenen  Vierecks,  dessen  Ecken  durch  die 
Normalstrahlen  jenes  Punktes  bezeichnet  werden. 


E.    Die    uneigentlichen    Tangenten    der   Punkte    einer 

Axe. 

CoBstruirt  man  die  uneigentliehen  Tangenten,  welche  in  einem 
Punkte  einer  Axe  eines  Kegelschnittes  convergiren,  mit  einiger 
Aufmerksamkeit,  so  entdeckt  man  auch  die  Gestalt  der  Curve, 
welche  durch  alle  in  den  Punkten  einer  Axe  convergirenden  un- 
eigentlicfaen  Tangenten  eingehüllt  wird.  Die  Normalstrahlen  eines 
solchen  Punktes  E  (Taf.  III.  Fig.  7.)  sind  die  Axe  AB  und  die  In 
dem  Punkte  E  senkrecht  zu  ihr  stehende  Sehne  CD.  (XV.) 
Durch  diese  Normalstrahlen  wird  das  Viereck  ACBD  bestimmt; 
und  die   Convergenzpunkte    C   und   Z>'   seiner   Gegenseiten   mit 
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dem  Punicte  £  verbunden  Itefeni  sodnnu  die  u n eigen ll ich  en  Tan- 
genten EC  und  ED'  des  Punlcles  E.  (XVI.)  lliebei  ut  aber 
nicht  TM  libersehen,  clacs  dieser  ConHtniklion  gemäss  die  Ricl)> 
tang  CD'  die  Pulare  des  Punktes  E  und  also  «enbrecht  zur 
Axenricbtnng  AB  ist,  dass  ferner  der  Punkt  £' ,  in  welchem  diese 
Richtung  von  der  Axe  gesehnillen  wird,  der  Normaljmnkt  dersel- 
ben (III.),  und  tlass  die  Punkte  C  und  D'  ftelbst  die  mieigeiif- 
liehen  Kegelschnitt|iiiukto  der  Richtung  CD'  sind.  (IV.)  Nun 
weiss  man  ferner  aus  VIII.,  da^s  das  System  der  un eigen llicbeo 
Kegelschnittpnnkte  auf  den  der  Äse  Aß  conjugirten  Richtungea 
einen  Kegelschnitt  zusammensetzen,  der  dem  gegebenen  Kegel' 
schnitt  l'i'ir  den  Scheitel  ß  als  Centrum  und  die  Scheiteltangeote 
a  als  Axe  invohilorisch  collineär  ist,  und  hieraus  folgt,  dass  ab» 
die  Punkte  C  und  C,  D  und  D',  E  und  £'  homologe  Punkte, 
und  folglich  CE'  und  C'E,  DE'  und  D'E  homologe  Richtungea 
dieser  Systeme  sind.  Es  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze 
fiber  das  inlieschriehene  Viereck  die  Richtung  CD  die  Polare  des 
Punktes  £',  die  Dichtungen  CE'  und  DE'  sind  also  Tangent« 
des  gegebenen  Kegelschnittes  CAD;  die  homologen  Richtungen 
C'E  und  D'E  des  collineären  Systems  werden  also  ebenfalls  deu 
facmulugen  Kegelschnitt  CAD'  berühren  und  mit  CE'  und  DK 
In  den  Punkten  j-,  S  der  Axe  convergiren.     Es  folgt: 

XVII.     Die    zwei    nneigentlichen     Tangenten     eines 
Punktes  auf  der  Axe  eines  Kegelschnitts  sind  zugleich 
,  «uch    die   eigentlichen    Tangenten    desjenigen    Kegel- 
schnitts,   welcher    die    uneigenllicben,    derselben  Aie 


conjugi 
'  die  une 


en  Sehnen  des  Kegelschnitts  einschliessl; 
entlichen  Tangenten,  welche  in  den  Punkten 
B  Gonvergiren,  hüllen  also  einen  Kegelschnitt 
zwar  ist  diess  zugleich  derjenige,  welcher 
Buch  die  uneigentlichen,  derselben  .Axe  conjugirten 
Sehnen  einschliesst. 

Diese    schöne    doppelte    Uebereinstimmung    der   zwei   Kegel- 

I  Bchnitte  findet  nur  dann  Statt,  wenn  <l1eselben  die  Richtung  einer 

i  Axe  mit  einander   gemein  seh  altlich   haben.     Im   Kreis    allein,    wo 

[  alle  Durchmesser  die  Eigenschaft  der  Axen  (heilen,  ist  jene  Ceber- 

I  ^nstinimung  allgemein.      Die   Hyperbel,    welche  zugleich  die  un- 

eigenllichen,   einem  Durchmesser  des  Kreises  r-onjugirlen  Sehnen 

dinschliesst    und    von    den    uneigentlichen  Tangenten    der  Punkte 

Jenes  Durchmessers  eingehüllt  ifird,  hat  mit  dem  Kreise  ein  Paar 

conjugirter  Durchmesser  gemein  (Vlll.).   und  ist  also  gleichseitig, 

oder: 


XVIll.    Dil 


»e,    welche    zugleich   dii 


neigent- 


und  Tangenten  der  Kegelschnitte. 
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eingehüllt  nir 
jenen  Kreisdn 


nem  Kreisdurchmesser  conjitgirten  Sehnen 
^t  und  von  den  in  den  Punkten  jenes  Durch, 
rgirenden  uneigentlichen  Tangenten 
,  ist  die  glei  chsei  t i ge  H y perhel,  tv  eiche 
chmesser  zur  reellen  Axe  hat. 


Dieser  Satz  verdient  desshalb  eine  gewisse  Beachtung,  weil 
er  von  einer  neuen  Seite  her  die  G es tal tsver (vandtschaft  dieser 
zwei  Kegelschnitte  bestätigt,  ja  sogar  die  gleichseitige  Hyperbel 
onitiittelbar  in  den  Bereich  des  Kreises  bereinEieht.  Auch  die 
besonderen  Eigenschaflen  der  gleichsei(igeu  Hyperbel  können  von 
diesem  Standpunkt  aus  leicht  erkannt  werden,  so  namentlich  die 
Erzeugung  der  gleichseitigen  Hyperbel  durch  zwei  gleiche  pro- 
jektivische  Vielstrahlen.  Betrachtet  man  7..^.  in  Taf.  III.  Fig.  8. 
die  homologen  Richtcingen  AÜ  und  AC ,  AE  und  AE' ,  nelche 
die  Richtungen  des  Durchmessers  AB  und  der  Scheitel Inngenta 
I« harmoniech  theilen,  sn  folgt,  weit  im  Kreise  die  Scheiteltan- 
^tets  senkrecht  auf  dem  Durchmesser  steht,  dass 


^aAC=Z.aAC'  , 
j!^aAEz=^aAt:'  ' 


(Grundl.  g.  72.  d.) 


Kreise  wie  bekannt: 

Z.aAC=^ABC, 

Z.aAE  =  ^ABE: 


j^aAC'  =  ^ABr. 
^aAE'=j^ABE\ 
•der  es   ist    Vielstrahl  B,AC'E'  =  A,aC'E'. 


Der  Satz  XVII.  giebt  auch  ein  leichtes  Mittel  an  die  Hand, 
nm  die  Winkel  der  nneigentlieben  Tangenten  eines  Kegelschnit- 
les,  welche  in  Punkten  ihrer  Azen  convergiren,  mit  einander  zu 
»gleichen,  iveil  jener  Satz  den  Fall  der  uneigenllichen  Tangen- 
tn  «Ines  solchen  Kegelschnitts  sngleich  in  denjenigen  der  elgenf- 
&efceo  Tangenten  eines  anderen  Kegelschnittes  verwandelt.  Will 
man  die  auf  diese  Weise  sich  ergebenden  Gesetze  in  Worte  fas- 
een,  so  ist  daran  zu  erinnern,  dass  die  Neigung  zweier  Linien 
stets  durch  den  kleinsten  Winkel,  den  sie  mit  einander  machen, 
Bie  alsn  durch  einen  stumpfen  Winkel,  sondern  stets  durch  den 
■pitzen  Winkel,  den  Nebenwinkel  des  ersteren,  gemessen  werden 
Theil  HXIl.  1° 
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■oll.    Diess  Toraus^eeetst   wird  man  verniittelst  XVII.  leicht  fol- 
gende S&lze  finden ; 

XIX.  Id  der  Ellipse  finde«  hinsichtlich  der  Win. 
bei,  welche  die  uiieigentliclien  Tangenlea  der  Axen.- 
punkte  bilden,  folgende  Gesetze  Statt: 

n)  der  Winkel  der  uneigenttichen  Tangenten  dfli 
Mittelpunktes  ist  spitz,  nad  zwar  liegt  die  grosBB 
Axe  im  spitzen  Winkel  und  die  kleine  Axe  In  desean 
stumpfem  Nebenwinkel; 

b)  in  den  Scheiteln  der  Axen  ist  dieser  Winkel  «)l 
absolutes  Minimum; 


ler  kleinen  Axe  wächst  er  steti| 
Mittelpunkt; 

grossen  Axe  wächst  er  sti 
1  den    Brennpunkten,    wvi 


c)  in  den  Punkten 
vom  Scheitel  bis  zum 

d)  in  den  Punkten  de: 
tig  vom  Mittelpunkt  bis 
sein  absolutes  Maximum 

e)  von  den  Brennpunkten  aus  gegen  die  beoachbil- 
ten  Scheitel  nimmt  er  stelig  ab  und  erreicht  in  d«l 
Scheiteln  selbst  sein  absolutes  Minii 

XX.  In  der  Hyperbel  befolgt  der  Winkel,  wel«! 
durch  die  zwei  in  einem  inneren  Punkt  der  reed 
Axe  convergirenden  uneigentlichen  Tangenten  g«l 
detwird,  folgendes  Grflssegesetz:  er  erreicht  inif 
halb  jedes  Hyperbclastes  im  Scheitel  und  im 
des     unendlichen     Raumes     sein     absolutes    Mii 

■  wächst  mit  der  Annäbervng  aü  den  Brennpunkte 
erreicht  in  dem  Brennpunkte  selbst  sein  absotj 
Maximum. 

XXI.  Die   Parabel    verhält    sich    hinsichtlich^ 
Winkel,     welche     die    uneigentlichen     In«  den 
Punkten  ihrer  Äxe  convergirenden  Tangenten  mi'f'l 
ander  machen,  ganz  wie  die  Hyperbel. 

Zum  Schluss  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  diese  SBtH" 
unter  Anderem  auch  zeigen,  dasa  in  dem  Polarsystem  eines  Km  | 
gelschnitts  keine  Punkte  gefunden  werden,  welche  mit  den  Brenn* 
punkten  die  Eigenschaft  theilten,  dass  der  involutoriscbe  Tiel« 
strahl  ihrer  conjugirten  Richtungen  rechtwinklig  wäre.  Denn  ein 
siilcher  Punkt  exialirt  nach  den  vorausgehenden  Sätzen  auf  den 
fücbtungen  der  Axen  nicht,    und   dass   auch   sonst  in  der  Fläche 


Motabrngger:    Veher  die  Fvispunktm- Flächen.  139 

ile«  KegeUcFinitts  keiner  sich  vorfindet ,  das  sieht  man  daran,  dass 
1  jeder  Durchmesser  schief  auf  den  Ihm  conjugirten  Richtungen 
I  steht,  iras  nicht  sein  kunnte,  wenn  in  irgend  einem  Punkte  nur 
echtwinklige  Richtungen  einander  conjugirt  wären.*) 


Ueber  die  Fussputikten- Flächen. 


Herrn   h.  JUossbrugger, 
Lehrer  der  Mathemalik  aa  der  KanIoni«chule 


Wenn  eine  Flüche  F  durch  eine  Gleichung  ztrischen  drei 
k  tecbtwinkligen  Coordinafen  x,  y,  z,  und  ausserhalh  derselben  ein 
~  tkt  P  mittelst  spiner  ehenfalls  rechtnJnkli^en  Coordinaten 
^9'  y  gegeben  ist,  und  man  denkt  ^ich  die  ganze  Fläche  i^durrh 
»  ununterbrochene  Folge  von  tangirenden  Ebenen  umhüllt,  und 
P  auf  jede  die/ser  Ebenen  einen  Perpendikel,  so  bilden 
iFasspunkte  dieser  Perpendikel  eine  nene  Fläche/",  welche, 
■ef>  mit  den  oft  behandelten  Fu^spunklen-Curven,  die  Fuss- 
i-Fläche  der  Fläche  F  «enannt  »ird.  Der  feste  l>unkt 
Pbeisst,  in  Beziehung  auf  die  Fläche  f,  ihr  Pol.  Die  Coordi- 
1  des  Fusspunkles  eines  solchen  Perpendikels  seien  t,  u,  v. 
t  inan  nun  a:,  y,  z  und  ihre  Ableitungen  als  Funktionen  von 
vorgestellt,    sa  dass  sie  unter  der  Form: 


=  !f((.  1 


•)!    »  =  *('•  I 


>); 


=  ;((,« 


Pcrecheinen,  so  kann  man  aus  diesen  und  der  Gleichung  der  Fläche 

I  f  die  Griissen  x,  y,  i  eliminiren,    wodurch   man   die   Gleichun:^ 

rgesncliten  Fläche  erhält 

Wir  wollen  den  vorgezeichneten  Gang  der  Aufl.lsunc  snnleich 

I  tufQhren,  und  nehmen  diesem  zufolge  an,  die  gegebene  Flüche  sei : 

*)  D«l  ID  dieaer  Abhandlung   nfleri  gebraDchle  Zeichen  /^  bedeutet 
„«•■r«rin."  G. 
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I.    Ein  dreiachsiges  Ellipsoid,    dessen  anf  den  Mittel- 
pnnkt  bezogene  Gleicliung  ist: 

Ferner  ist  die  Gleichung  der  durch  den  Punict  {t,  u,  v)  gehenden  ; 
und  das  Eliipsoid  (i)  id  einem  Puolct  (x,  y,z)  berfihrtoden  Ebene: 

lS!('-^)+  l|!(«-y)-(''-')=o.  •  .  (2) 

Endlich  sind   die  Gleichungen   des  vom  Pnnkt   (a,  ß,  y)  auf  dit 
Ebene  (2)  geßiUten  Perpendikels :  ^ 


•<y-"'>!£!+(«-')=o 


(3) 


) 


Aus  (1)  und  (3)  folgt: 

dy\  biH  v^y'  ; 

Verbindet  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  der  in  (2) ,  so  fioM   j 
man  nach  einigen  Reductionen: 

Cy'  (t—tc)  \  p(p— y) + 1  (t—u) + uju^ß)  i 
*-  Ol««-«)«  +  6|«  («-/?)»  +  CiHv-Y)* 

bi^u—ß)  t  p(o-y)  +  tjt—tt)  +u(.u—ß)  \ 

\. ....  Ci*(o— y){p(t)-y)  +  f(<-«)+M(t<-<?)) 
«1«  (<  -  «)« + ii«  (ti— |J)«  +  ci«(«  —  y)« 


W 


Diese  Werthe  von  or,  iy,  2  in  (1)  substitttirt  geben: 

(5) 
J»(i^-y)+«(ii-iJ)+<(<.-«)t^|ai2(«~«)a+ftia(t^-/J)Hci«fr 

welches  die  Gleichung  der  gesuchten  FiSche  ist. 

Setzen   wir  in   dieser    Gleichung   t  +  if,  u  +  t^,  v  +  v*  statfc 
i,  Uf  V9  80  erhalten  wir  folgende: 

2|t»(i>— y)+«(tt— /J)+<(<-«)U(»'+«'+«')'-r«>'— /J«'  -  ««*'} 
+  1(1»'  +  «'  +  «')*— ye'— /'«'—««' l"=CiV«+ÄiV*+04V« 

+2{«'(r-«)(HHi«'(«-/J)fti»+»'(e-y)Ci'l.   <    •   'W 
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Diese  Gleicbang  wird  bernedigt  durch  ('  =  0,  «'=0,  ti'=0; 
\-\Bi  also  der  neue  Anrang  der  Coordinaten  ein  vielfacber  Punkt 
t  Fläche. 

[  Setzt  man  den  Punkt  P  in  den   Coordinatenanfang ,    so    wild 
Yß~-/=0.    und  die  Gleichung  (5)  wird  zu 


(fi  +  it«  +  p*)*= a,2f  +  ft.'u«  +  c^H 


0) 


}  Dieses  ist  die  Gleichung  derjenigen  Flache,  welche  Fresnel 

t  Beinen    Untersuchungen    über    doppelte    Strahlenbrechung   die 

lObcrriäche   der  Elasticitat  nennt,    und  deren  Eigenschaften 

bere'ilis  in  allen  besseren  Lehrbüchern  der  Physik  angegeben  sind. 

Wir  bemerken  hierbei  noch,  dass 

r(o-y)  +  u(«-ß)+/(i-«)  =  0    ....     (8) 

Ve  Gleichung  einer  Kugel  ist,  deren  Coordinaten  des  Mittelpunkts 

j,    ^,     I  sind,  und  deren  Radius  r=2'V^^''"+FTp    ist. 

,  Die  Gleichung  der  Durch  seh  mttscurve  dieser  Kugel  mit  der 
lebe  (5)  ist  daher: 


am-.r 

+  V(" 

-«'  +  < 

\Ht 

'-)■)«= 

=  0. 

se  Gleichung 
«,  ß,  y  sind. 

gBliürt  aber  ei 
woraus  hervo 

neni  Punkte 
rgehl: 

au,  dessen  Cuordina- 

1)  dass   die 
eile  (S)  geraei 

Kugel 
11  hat; 

(8)  nur 

den  Pu 

nlit 

P  mil 

dei 

gesucliten 

'i)  dass  die  Oberfläche  der  vorgenannten  Kugel  der  geome- 
lebe  Ort  aller  vielfachen  Punkte  von  einer  unendlich  grossen 
sab)  Fusspunkten- Flächen  einerlei  Art  ist. 

IL    Sei  die   gegebene  Fläche   ein   eintbeiliges   Hyperboloid, 
I  Gleichung: 


(i)"+(0"-(a" 


)  findet  man  wie  vorhin 


Dittelst  der  Gleich i 


Ei^— 
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■      at*(*-«)\  t(f-«) + «(«-p) +«>(g-r)> 


_bi^(u-ß)\t(t-a)  +  u(u-ß)+v(t>-Y)) 


z 


Diese  Werthe  io  (1)  substituirt  geben  für  die  Gieicbung  der  ge-  \ 
suchten  Fläche:  ^ 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  a=/3=y=0,  so  erhalten  wir: 

Wir  wollen  untersuchen ,  ob  es  nicht  muglich  ist,  diese  FläelM 
durch .  eine  oder  mehrere  Ebenen  in  Kreisen  za  schneideo)  qi 
sei  desshalb 

Mt  +  Nu+Pv^O (4) 

die  Gleichung  einer  durch  den  Coordinatenanfang  gehenden  Ebene 
und 

<*+M»+t>«=-^« (5) 

die  einer  Kugel;  ans  (3)  und  (5)  folgt: 

Q'^=zaiH^  +  bi^'^—c^^^. («) 

Aus  (4)  ist  aber 

Mt  +  Nu 


s 


Dieser  Werth  von  v  in  (5)  und  (6)  eingeführt  gibt: 

P^fl + Phfl + (Mt+  Nu)^  =  P^Q^, 

Vervielfachen  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  ^^  und  setzen 
den  daraus  resultirenden  Werth  von  P^q^  demjenigen  von  P'f* 
aus  der  letzteren  gleich,  so  erhalten  wir: 

Aus  diese»  Glelebung  folgt: 
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j> .  (P»  +  y» ')  =  P*Oi«— ü/%« 

J)ieaen  Gleichungen  baon  zugleich  nur  genügt  werden,  wenn  einet 
der  Coefficienten  10 ,  iV  uu<l  P  rerschivindet,  <1.  h.  wenn  die  schnei- 
dende Ebene  durch  eine  der  Coordiiiutenachscn  geht. 

Legen  wir  die  BchneidenrleEbetja  zuerst  durch  die  Achse  der 
t,  setzen  B.\sa  M  —  ü,  so  erhalleti  wir  aus  den  drei  ietzlen  Glei- 
cfanngeD : 


Dieser  Aufdruck  ist  aber  nur  donn   reell,    wenn  6,  >  o,   ist;    in 
Aesem  Falle   gibt    es  also    wegen    des   doppelten  Zeichens  des 

iV 
Werths  von  p  nur    zwei  durch   die  Achse   der    I  gehende    Eb^ 

welche  die  FInche  (.3)  in  Kreisen  schneiden;    die  GleJchuD- 
r  beiden  schneidenden  Ebeuen  sind  alsdann: 


ö,«  +  "c»« 


+  0=0    ) 

sleicliung  des  Kreises  zu  finden,  in  welchem  die  erstere 

üeser  Ebenen  die   FISche  (3)  schneidet,    so  bezeichnen   wir  mit 

j  fi  den  Winkel,   welchen  die  positive  Seite  der  Ebene  ((,  u)  mit 

I  der  Ebene  dieses  Kreises  bildet,  und  nehmen  f, ,  rj  als  die  Coor- 

I  dioaten  in  der  Ebene  des  Kreises  seihst,  so  ist: 


u=ViCOs<pi,  e=i'i 


ä;h^'  "«''»=>  v+TT«' 

nilbin 

Ftbren  wir  diese   Wertbe   von    t.  u  und  n  in   der  Gleichung  (6) 
«n  and  bemerken,    dass  e=^a^  ist.    so  erhalten  wir  für  die  Gl«i- 
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cbong  des  Kreiaea,  in  ivelchem  die  Fuss  punkten -Fläche  \ 
eraten  £beo6  in  (7)  geschnitten  wird,    folgende: 


(y"H-föy= 


?clirietdet  die  Fläche  (3)  in  einem  glei 
Ziehung  auf  die  Ehene  (t,  uj  eittgtA 


Die  zweite  Ebene  in  (7)  s 
Kreise,  nur  hat  jene  i 
gesetzte  Lage. 

Lassen  irir  die  Ebene  (4)  durch  die  Achse  der  u  geben,  in 
ineD  also  N^O  an,  so  erhalten  nir  aus  den  drei  obigen'^ 
stininiungsglelchun^en : 

,   ^ 


Q=/>i    und   ■ 


Dieser  Werth  von  -. 


mr  reell,  wenn  ai>6i  ist;  in  diÜ 
Fall  erhalten  wir  wieder  wegen  des  doppelten  Vorzeichens  i 
Ebenen,  welche  die  Fläche  (3)  in  lü'eisen' schneiden; 
cfaungen  derselben  sind: 


Die  Gleichung  des  Kreises,   in  w» 
die  Fläche  (3)  schneidet,   ist,   wt 
I    desselben  in  seiner  Ebene  selbst  bezeichnen: 


i  erste  dieser  Ebenen 
iiid  ^2  ^is  Coordinaten 


(Ö"+©'^ 


-.1. 


(10) 


Die  zweite  Ebene  schneidet  die  Flüche  (3)  in  einem  gleichen  Kreise    , 
wie  dieser,  nur  bat  jene  Ebene  in  Beziehung  auf  die  Ebene  ((,  «) 
entgegengesetzte    Lage. 

Lassen  wir  endlich  die  Ebene  (4)  durch  die  Achse  der  o 
gehen,  setzen  also  in  den  obigen  ßestimmangsgleichungen  für  die 
Coefficienten  P=0,  so  erhalten  wir  0=  V^ — Ci",  woraus  hervor- 
geht, dass  die  Flüche  (3)  von  jeder  durch  die  Achse  der  c  geben- 
den Ebene  in  einem  imaginären  Kreise  geschnitten  wird. 

Wir  haben  also  gefunden,  dass,  wenn  /i,  >  a,  ist,  die  Fläche  (3) 
VOM  Kwei  durch  die  Achse  der  (  e^licden  Ebenen  geschnitten  wer- 
den kann,  die  mit  der  Ebene  der  {(,  u)  Winkel  büden,  tierea 
trigODometriijche  l'angeotcn  -'<       «•  "      '•••  »< 
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die  Scbnitle  sim)  zwei  Kreise,  deren  gemeinsamer  Mittel- 
punkt der  CoordinatennnfanfT  ist;  die  Radien  dieser  Kreise  »ind 
jeder  eleicli  a^.  Ist  aber  o,  >  A, .  sr>  werden  die  Schnittekenen 
ioagiiiär.  hingegen  kann  man  in  diesem  Falle  die  Fläche  (3)  durch 
iwei  andere  Ebenen,  die  durch  die  Achse  der  k  gehen,  in  reel- 
len Kreisen  scbneiden,  deren  gemeinsamer  Itliltelpunkt  ebenralls 
der  Coordinatenanfang  ist  und  deren  Radien  gleich  b^  sind;  die 
Tangenten  der  Whikel,  unter  welchen  die  Ebenen  dieser  Kreise 
gegen  die  Ebene  der  (f,  u)  geneigt  sind,  sind: 

Endlich    gibt  es  gar    keine    durch    die    Achse  der  v  gehende 
Ebene,    welche  die  Fläche  (.t)  in  einem  Kreise  schneidet. 

III.    Ist  die  gegebene  FIScbe   ein  zweitheil iges  Hyperboloid, 
dessen  Gleichung 


©•-ay-(^y 


(1) 


^■M.    so  finden  ivir  ganz  auf  gleiche  Art  nie  in  1.  und  11-  für  die 
VSeichung  der  FusspunktenFläche  folgende: 

lD(o-/)+«(«-^)+(((-«)l»=fl,=(i-c<p-6,«(«-|3)2-cj5(th-7)'.  (2) 

hl  dieser  Gleichung  bezeichnen,  »ie  früher,  a,  ß,  y  die  Coordina> 
ten  des  gegebenen  Punktes  P,  von  welchem  die  Perpendikel  auf 
die  beriShrenden  Ebenen  der  Fläche  (I)  gelallt  werden.  Setzen 
wir  in  der  Gleichung  (-2)  a=ß=y  =  0,  d.  h.  nehmen  wir  den  Punkt 
P  io  dem  Mittelpunkte  der  Fl.'iche  (I)  an,   so  gebt  jene  über  ia: 

IC  +  u^  +  u^ia^ui^f-fii^'-c,"!)*   .    .    .    (3) 

Wenden  wir  bei  der  durch  diese  Gleichung  dargestellten  Fläche 
dasselbe  Verfahren  an  wie  bei  der  Flache  (3)  in  II.,  so  linden 
itir,  dass  es  gar  keine  durch  den  Coordinatenanfang  gehende  Ebene 
gibt,  weiche  diese  Fläche  in  reellen  Kreisen  schneidet. 

Wir  erhalten  endlich  auf  demselben  Wege  vtie  in  II.  flir  die 
Gleichungen  der  Fusspunkten-Fläcfaen  eines  hyperbolischen  und 
eines  elliptischen  Paraboloids,  die  durch  die  be/iiglichen  Glei- 
chuogen 

p'g''—pi^-pp'x=0, (4) 
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dargestellt  sind,  folgende: 

4((-tt)|(((-a)+tt(a-(3)+r(p-y)i-p>-y)Hpr«-j3)»=0,  («)  1 

Für  «  =  ^=^=0  n-erdei)  diese  zu; 

4|(3  +  (M*+(p=l— p'i'*+pw'=0,  .    ...    (8)    t 

4((3  +  /M»  +  fea)+p'c*+pu''=0 (9) 

Keine  der  vier  letzteren  Flächen  kann  von  einer  Ebene  In  ein« 
Ereise  geschniUen  nerden. 

Setzen  wir  in  (6)  und  (7)  c— j'=0,    so  erhalten  wir: 

4(((_B)a+4«C(-c)(«-|3)+p(H-^)^  =  0.  .  .  (10) 

Diese  Gleichung  irehürt  der  Durchschnittscurve  der  FISchen  (^ 
und  (7)  an,  und  diese  befindet  sich  in  einer,  mit  der  Ebene  d 
((,  u)  parallelen  Ebene,  welche  dureh  den  Punkt  P  gehL 
wir  aber  in  (8)  und  {<>)  p=0.  so  erhalten  wir  für  die  GleichB| 
der  Durchschniltscurre  dieser  beiden  Flächen: 

4e3  +  (4(+p)«ä=0 (11 

Diese    Curve  liegt  in  der  Ebene  der  (t,  u)  und  ist  zngleieh 
Fusspunktencurve    der    Leitparahcl    der   Paraboloide  (4)  ntid*i 
i  4('+C4i— /)V=0    und   AP^(H^p')t~ 


=  0  die  b«^ 
abeln  jener  FIlÜ 


eben    Fusspunktencurren    der   Erzeugungsps 
ausdrücken. 

Schneiden  wir  die  Fläche  (6)  durch  eine  mit  der  Eben^ 
(«,  p)  parallele,  durch  den  gegebenen  Punkt  P  gehende  J 
und  setzen  desshalb  t  =  a,  so  erhallen  wir  für  die  Gleicbun^] 
Schnitts : 


Setzen  wir  aber  in  (4)  x  =  0,    so  wird: 


Die  Gleichung  (13)   drückt  zwei  in  der  Ebene  dei  (;y,i)  « 
der  (u,  v)  beGndUcbe  gerade  Erzeugungslinien  des  Paraboloids  (4)    ' 
aus;    durch    die  Gleichung  (12)    werden    die    Projectionen    zweier 
Geraden   dargestellt,    in  welchen    die  Fläche  (6)   von   der  Ebene 
f=o!  geschnitten  wird,    und  swar  ist  je  eine  dieser  letzleren    aof 
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einer  der  io  (13)  dargestellten  Erzeugungslinien  senkrecht  Bei 
den  Flächen  (5)  und  (7)  werden  die  resultirenden  Geraden  imagi- 

Bir.    Setzen  wir  in  (9)  t=z^^,  d.  h.  schneiden  wir  die  Fläche  (9) 

darch  eine  mit  der  Ebene  der  (u,  v)  parallele  Ebene»  welche  durch 
die  Directrix  der  Leitparabel  des  elliptischen  Paraboloids  (5)  geht, 
so  erhalten  wir: 


=*fV^ 


(14) 


I 


Wird  aber  in  (8)  1=—^  gesetzt,  so  kommt: 


ti=±vV  r 

"^  4  f  p — p' 


(16) 


^  IV.  Um  mittelst  der  bisher  gefundenen  Gleichungen  der  Fuss- 
puifcten-Flächen  zo  bestimmen,  ob  und  unter  welchen  Bedingun- 
gen jene  Flächen  io  Flächen  niedrigeren  Grades  übergehen ,  be- 
trachten wir  die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  des  vierten 
Grades,  nämfich: 

+l?'i?+  C'fi+D'taf^E'ti^F'uH+G'fit+H'tav+J'H^t }  =0.    (1) 

Diese  Gleichung  kann  bei  gewis^n  Relationen  ihrer  Coefficien- 
folgende  Formen  annehmen: 

(2) 

(3) 
(i^+au^+bfl+cuti^dtv+euv+fv+gu+ht^k)        ^  ^ 

Xif^+a'uHb'f^+c'uHd'tv+e'uv+f'v+g'u+h'nk') ' 
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+S-)+o'(6t6"+*')+o"(4+4'+n+o"(4+6'+S")-"=')- 

4'6"+S"r)+o'(46"+M-+4"4"')+«"(M'+«4"'+6'4-)-"=0. 
+  <.'44"4"'  +  o"44'4"  +  a-44'4"-^=0. 
+e')+«'(c+'"+0+»"(<!+«'+0+«"(»+»'+»")-^=»- 

c'<i"+c'c-)  +  r.'(ce"+cc-+e"c"')+a"(oo'+cc"+cV-) 

+  !■"{«' +cc"+cV')-^"=0. 

'  +  a'cc'c"  +  o"ccV'  +  a-cc'c"  -  ^'=0. 

:+ii»'4'4-+o«"6'4"+o'™"44-+<.'ii"44'+o'o-44'-^=0. 

+«oVc-+o«"Ve"+n'o"cc-+o'o"ce"+n»o"tc'-^=0. 

'+4"e")+oo"(6'c-+4-t')+oo"(6'c"+4"e')+o'i."(4c'"+»"0 

+o'o-(4c"  +  4'V)  +  o"a"(4c'  +  4'c)  -J  =  0-                    1 

+  oo'o"4"  +  i.aV"4'  +  o'aV"4- j=0.                                >(7)              1 

+  Wn-e"+oi.'a"c'+aV'ii"c-  ^=0.                                                   J 

-  a'^  +  o'V)  +  4'(oo"  +  oo-  +  oVO +S>o'  +  oo-  +  o'o") 

■ 

+  4"(oa'+oo"  +  .<'n")-|=0. 

J 

1-  a'o-  +  o'V-)  +  c'(oa"  +  oa"  +  o'V) +c"(rf+ oo"+o'«") 

+<,")  +  4"(o'+0+4'(c'  +  c")l 

+  o'|4(o»+<;")  +  4"(c  +  c")+4"(c  +  o')| 
+  a>l4(o'  +  »-)  +  4'(«  +  e-)  +  4"(c+«')l 

■ 

+  o"lS(o'+c')+4'(c+o")+4'(cH-c')l-"'=0. 

'+c-)+4'(c+c'+<:")+»"(=+t'+o")+4-(i+c'+c")-|'=0. 

,o'e"+c"c")+4'(cc"+™"+c"«")+4"(«!'+cc-+cV») 

+  4"(co'  +  Co"  +  c'c")  ~  ^'  =  0- 

t.4'6"+4"4'')+e'(44"  +  44"+4"4')+c"(64'+44-+6'4») 

+  c"(44' +  44"  +  4'4")  -  ^  =  0. 

j 

0) 


JO" 
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« 

c<^c"b'' + a^c^b" + cc"*^*' + c'c"<fb  —  ^ = 0. 

bb'(a"d"  +  a"'c")  +66"(a'c*'  +  a"'c')  +  ftft^Co'c" +«"«') 
-k^b'b"{(uf^a'«c) + ft'ft^Cac"  +  a"c)  +  b"b'"(tu^  +  o'c)—  ^ 

Ci^iefb"  +  o"*")  +  cc"{a'b^ + a"»*')  +  cc'"(a'b" + o"6') 
+c'c"(a6'"+a'"6)+c'c«'(a6"+o"*)  +  c"c*(a6' +«'*)-  ^^^=0.  / 
Aus  den  Gleichungen  (6)  erhalten  wir  folgende  drei; 

Die  Gleichung  (8)    gibt    die  Wertbe  von  a,  a\  cf'S  a'\ 

(9)      „       „       „  „    *,   *',  6'',  b'\ 

(10)      „       „       „  „    c,   c-,   c",  &'\ 

Da  die  Gleichungen  (7)  durch  die  ^Substitution  der  Werth« 
Tpn  a,  aS.,».  etc.,^  die  man  aus  den  Gleichungen  (8),  (9)  und  (10) 
erhält 9  nur  dann  erfOUt  werden,  wenn  die  Fläche  (1)  in  ein  System 
:y6n  yier  Ebenen  übergeht  >  so  werden ,  wenn  j^ne  Gie^ebUDg  irg^ 
e|ne  Fläche,  des  vierten  Grades  darstellen  soll,  die  Ausdrucke  auf 
der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  (7)  gewisse  Werthe 
p',  p**y  p"',  etc.  annehmen,  und  die  Gleichung  (2)  wird  dadurch 
29' neue  Glieder  erhalten,  deren  constante  CoefBcleoten  die  Gros- 
e^n  p*f  p" y  p***  etc.  sind,  und  wo  die  Potenzen  der  Veränderli- 
chen 0,  tt,  z  die  gleichen  sind^  welche  bezieblich  die  Faktoren 
der  CoeflScienten  C",  /T,  ilf ,  Q,  etc.  haben,  so  dass  also  die 
Gleichung  (2)  folgende  Form  annimmt: 

(o+att+6Hc)(t>+a'M+6'HcO(t'+ft"t«+*"Hc'0(»+a'^«+A'^*+0 
+  p*vHt  +  p"»%  +  p''*idH\p^^x)U^  _ 

^pVvf^\p^huH\p^^Hv\pyi^Hx>\p^^tut^\p^mA  ^ '^^^ 

\  p^^tH + p^l^u^ + p^iiH^  +  p  ^iVui^  +p^^u  +  p^^H 

+p^^^Ju^i!^+p^^^^^u^+p^^^{^+p^^uH+pX^'u^+p^^^mti 


99  9» 

9»  99 
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V.  Wenden  wir  das  gleiche  Verfahren  auf  die  Gleichungen 
)  und  (3)  der  Yorigen- Nummer  an,  so  erhalten  wir  nachstehende 
leichnngen»  von  denen  einige  zur  Bestimmung  der  Coefficienten 
,  6,  c,,.,.kf  a\  b* y  &,....k*  gebraucht  werden,  die  übrigen  aber 
e  Bedingungen  angeben,  unter  welchen  eine  Fläche  vierten 
rades  in  zwei  Flächen  zweiten  Grades  übergehen  kann.  Diese 
leichungen  sind: 

f*  J  K 

b  +  b'+dd'=^i    tie'+a'e  =  2'    bd'-i-b'd  =  ji 

e+&+de'  +  d'e=j;     ac'  +  a'e=^i    /'+/>=  j; 

B"  ly  p  }^^^ 

4*'+Ä'fc=^'i    h+h'+df'  +  d'f=^'>    k  +  /c'+fr  =  ^i 

i!\v(d  +  M'+c'«  —  2  =0;    6c'  +  h'e  +  cd'+c'd—  j  =  0;  i 
4'+o'6— 2=^5   6c'+6'c-2=0;  bf'+b'f+dA'+d'h-j=ß; 
f^f-^dg'+d'g+eh'+e'A-  jW);  a*'+fl'A+c^+c'^-2=0;| 
bg'+b'g+ch'+c'h-^=Oi    bk  +  b'k+hh'-j=tOi       ^  (2) 

F"  A'" 

ek'-i-e'k-[-fg'-\^f'g  -  ^  =  0 ;    fHf'k-  ^  =  0; 

,Ä.+^4___=0;  AA+A'Ä-^=0;    ik-~=Q.     j 

Die  Gleichungen  (t)  können  zur  Bestimmung  der  CoefBcien- 
M  e,  6,  e....Ä:;  af,  b' ,  c',....k  gebraucht  werden;    die  Gleicbon- 
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1^  Motsbruggtr:    lieber  die  Fusaptinkten- FläcAen, 

VIl.  Entwickeln  wir  die  Gleichung  (5)  in  I.  und  ordnen  sie 
naeb  den  Patemea  von  p,  «,  (  wie  die  Gleichung  (1)  in  IV.,  m 
-erhalteß  wir: 

+()?*— ö,»)i(*+(ß*—fl,«)f+2aj3u(+2oj'/p+2ßyMP+2c,V 

+  2\«i5«  +  2ffiV-ta,»a'+6,"/3'  +  c,V]  ' 

IdentiGctren  nir  diese  Gleichung  mit  (1)  in  IV.,  so  folgt,  dass  , 

^  =  1;    B=\;    C=l;    D=E=0;    /'=2;    G=2j 

B=J=K=L==M=N=0;  P=2;  Ö=0;  A'——2y;  B'=— SjJ;! 

C"=— 2«;  J>=—2ß;  E'=—2a;   F'=— 2y;   G"=-2j';  B'=Q;\ 

J'=-'2<x;  Ä''=-2,J;  A"=f—Ct^;  B-'^ß'-bi*;  C"=a'»— o,«;  j 

ß"=2<«(J;    £"=2o:j-i    F"=2ßf;    ^"'  =  2ci^;    ß"'  =  2A,a^; 

C"'  =  2o,««!    /)"'=  — [o,V»+6,*,3a  +  c, VI- 

Subsfituiren  wir  die  Werihe  von  A,  B,  D,  F,  J,  E,  G,  K, 

C,  A',  A",  A'",  /»"'in  (8),  (9)  und  (10)  Nr.  IV. ,  so  erhalten  wir: 

o*+2u'  +  l=0  oder  (o«  +  l)''=0,   also  «  =  ±V^.    (2) 
M  +  2fi»+l=0  oder  C6''+l)«=0,   also  Ä  =  ±V^.   (3) 

Ohne  diese  letzte  Gleichung  aufzulösen ,  sehen  wir  schon,  dau  . 
die  Werihe   der  -  Coeflicienten   a,  a' ,  a",  a'" ,  b.  b' ,  b",  b'"  ima-  \ 
ginär  werden,  dass  also  die  durch  die  Gleichung  (3)  1.  dargestellte 
fläche  nicht  in  ein  System  von  vier  reellen  Ebenen  degeneriren  kann. 

Setzen  «ir  o=|3  =  j'=0,  d.  h.  i den tiüc Iren  wir  die  Glei- 
chungen (7)  I.  und  (2)  I.,  so  erhalten  wir  aus  (8),  (9),  (10)  IV. 
wieder :  I 


=  +  V— 1,    6=±V^— 1, 


=  0  oder  . 


=  ß,; 


also  geht,  wie  es  schon  vorauszusehen  war,  weder  die  FlScIie 
(5)  I.,  noch  die  Fläche  (7)  I.  unter  keinerlei  Bedingung  in  ein 
System  von  vier  reellen  Ebenen  über;  dasselbe  erfolg  auf  gleiche 
Art  bei  den  Flächen  (2)  und  (3)  III. 


)/HSi 


rupger;     ifber   die   Fussptmhun-Flächai. 
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VIII.  Untersuchen  wir  jetzt,  ob  die  FIKche  (5)  1.  nicht  in 
(gewissen  Fällen  in  ein  System  von  znei  PISchen  zweiten  Grades 
Bbergehen  kann,  uad  liihren  desshalb  die  in  VII.  angegebenen 
Werfhe  der  CoeHicienlen  A,  B,  C,  D  efc.  in  den  Gleichungen 
W.  (5)  V.  ein,    so  erhalten  wir: 


-2a +1=0, 
-26  -I- 1  =iO. 


Wir  finden  aber  leicht,  dass  sich  diese  beiden  Gleichungen 
auf  folgende  zwei  reduciren  : 

(a 


(b- 


-l)«(a»— 1)«=0  oder  (B-l)(fl«— 1)  =  0. 
-1)»(6»-1)»  =  0  oder  (*— 1)(6«-1)  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichungen  sind:  a  =  \,  a  =  ±  VT;  6  =  1, 
6=4:VT.  Nehmen  wir  a^^l  und  6=1,  so  erbailen  wir  mit- 
I  tetst  der  Gleichungen  (1)  und  (2): 

6'  =  I,    e=zO,    e'=0,    c=0,    c'  =  0,    d=Q,    ä' =0. 
f=~y,     f  =  -y.     9  =  —  ß.     g'  =  -ß.     A^-«,     A'  =  -a; 
llbdann: 

*+*"=— o,a.  *+*'=— V.  A  +  A'  =  -c,», 
M'=  — K'n«  +  Ai^iS^+CiV]- 
Die  vier  letzten  Gleichungen  geben  die  Bedingung,  dass  die 
:h«  (5)  I.  nur  in  eine  Fläche  zneiten  Grades  übergehen  liann, 
{i-:^ß-=^y:=0;  alsD  H'enu  die  Fläche  eine 
;el  von  einem  gegebenen  Rndiue  Oi  oder  6,  oder  C|  und  ihr 
Uitlelpniilft  zugleich  derjenige  l'uiikt  ist,  von  »«Icheiu  aus  die 
Perpendikel  auf  die  berührenden  Ebenen  gefällt  werden,  in  nel- 
Fall  die  Gleichung  (5)  I.  in  i^^.  „i^. „»  =  „,»  übergeht,  d.  h. 
dia  Kuiiel  ist  ihre  eigene  FuRSpuiikten-Fläche,  wenn  die  Perpen- 
dikel vom  Mittelpunkt  aus  gelallt  werden. 

Bei    der    Flüche   II.  C^)    sind   die   Coefficienlenwerthe  von  A, 
B,  C,.:-  die  gleichen  wie  bei  der  vorigen,    mit  Ausnahme  von 
und  D"';    diese  sind 


il"  =  J^  +  C,", 


D" 


-[o,«««  +  6,«^'-c,V]. 


nd  wir  finden  leicht  die  Bedingungen  < 
ll^ssii^s: — c,9;  dadurch  wird  die  Gleicht 
flSche  des  eintheiligen  Hyperboloids  zu: 


;  =  0,     ß=0,     y=0, 
ng  der  Fusapunktea* 
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((»  +  ««  +  ««)«  =  - fll«{(«  +  M«  +  P») 

oder 

Diese  Gleichungdfückt  eine  imaginäre  Kugel  romRadius  rr,  V  — lai 
IX.     Wir  werden  uns  leicht  überzeugeQ,  dass  <lie  Flächen  I.  (5).J 


11.  (2),  m.  (2)  nicht 
Grades  und  zweier  r 


I  Systei 


r  reellen  Fläche  zweitenl 


Ebenen  übergehen  künnen. 
Denn  die  Hauptbestiramungsgleicbungen  der  Coefüci enteil  si)^ 


«•-  ^s  "-*         A^        '^ 

^3    «+  J3  -  ". 


fi«_  f ,H^^^^6-  [CE-^,lgG±^3,,^  QE^4Ci^,  ^ 


I   ~  A'    ^  A^  "~  A^  ' 

[AA"^+AA'A"'+'iA'^A"-iA^D'"]         A\A"^^A'A"'—XA 
+  ^3  r  ja 

{A'A"A'"~AA"*+A''l}'"]  _ 


Die  übrigen  Bedingungsgleichen  für  die  CocHicienten  e',e 
sind  alle  von  der  Art,  dnes  immer  eine  der  GröGsen  a,  b,  ff 
mittelbar  oder  nnmittelbar  vorkommt.    Substituircn  vrir  in  <" 
Gleichungen  die  Werlhe  von  A,  A',  A",  B,  C  etc.  aus  VIL^ 
erhalten  wir  nieder; 

(„_l)(„a_))=0,     (Ä-l)(ö"-l)=0;. 

allein  die  dritte  der  obigen  Gleii^hungen   wird    von  der  Art, 
dBr  daraus  tfich  ergebende  Werth  die  übrigen  Bedingungsgieii^ 
gen  nicht  erfüllt;  dawiralsdannüberdiess  a"=J;V^— 1,  o'=- 
e  =  0,    d=Q,   /=0,  A  =  0,  //'  =  +  ^ZZl,   6'=-V"^l£ 
Coefficienten- Gleichungen  erhalten,  so  geht  schon  aus  den  imad 
nfiren  Werlhen  von  ö',  0" ,  a' ,  n"  hervor,   dass  die  Flache  I.  ( 
nicht    in    eine    reelle   Fläche  zweiten   Grades   und  in  zwei    reelle 
Etienen  degeneriren    kann.     Das    Gleiche  findet  bei    den  ^U^ 
n.  (2),'   III.  (?)  statt.  =L.L.ln4.;..HlI   a:,^äi^i<l.  '       ' 
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Endlich  finden  wir  in  Beziehung  auf  IV.  (5),  wenn  wir  sie 
mit  der  Gleichang  IV.  (I)  identificiren ,  aus  den  Bestimmungs- 
gleichnngen  der  CoefBcienten  a^^,  b,  d,  f;  b^^,  c,  e,  h  folgende: 

■od  wenn  wir  hierin  die  Werthe  von  D,  A,  F,  J,  B,  E,  G,  1^,  C 
ans  VI.  einführen: 

a^^*  +  2a^^  + 1=0  oder  o'^*+ 1=0,  also  aif'=±\r:^; 
Ä*+26^^  +  l  =  0  oder  6^^+1=0,  also  6^^=±\ni; 
wonms  für  die  oberen  Zeichen 

6=-y^^,    c==-V^,    d^-^ST^,    /=1,    A=l, 
^=-2,    i=V^,    Ä=V^etc. 

Ugt,  woraus  wir  schon  hinlänglich  erkennen,  dass  die  FiSche 
L(5)  niemals  in  eine  reelle  Fläche  dritten  Grades  und  in  eine 
Ebene  übergehen  kann;  dasselbe  findet  auch  bei  den  Flächen. II.  (2) 
nd  III.  (2)  statt 

■  • 

B^  einem  ähnlichen  Verfahren,  wie  jenes,  welches  wir  bei 
im  Torbergehenden  Flächen  angewendet  haben,  finden,  wir  auch, 
(hn  die  Flächen  HI.  (6),  (7)  weder  in  Systeme  von  drei  reellen 
turnen,  noch  in  Systeme  von  einer  reellen  Fläche  zweiten  Gra- 
im  md  räie  reelle  Ebene  öbergehen  können. 
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Gedächtnissrede  auf  Carl  Gustav  Jacob  Jaea 


Lejeune  Dirichlet. 


(Gehalten  fn  der  Abnileiui»  iler  WUHireiharien  zu  Hcrtin  rti 

Indem  ich  ea  unCernehiue,    die  vvisseuschaillichen  Leistu 
des  grüssten  Alalheioatikers  eu  schildern,  welcher  seit  Lagri 
unserer  Kür|)ersi:haU  ale  uniresendes  LMil,qlied  atigehürt  hat, 
ten  mir   lehhart  die  Schnieri[;kei(en  der  Au%abe  vor  Augeii^ 
ganze    Bedeutung    der   8chiipfungen    eiiiea    Mannes    darzui^ 
welcher  m>t  starker  Hand  in    Tast  alle  Gebiete  einer  durch  \ 
tausendjährige  Arbeit  zu  unermesslicheni  CniTaiige  angewac^ 
Wissenschaft  eingegriffen,  liberall,  wohin  er  seinen  ecböpferi 
Geist  {[^richtet,  «icbtige  oft  tief  verborgene  Wahrheiten  znfl 
geflirdert    and    neue   Grundgedanken    in  die   \\  issenschaft  ( 
iTnd,    die  mathematische  Speenlution   in  mehr  als  eii 
auf  eine  höhere  Stufe  erhoben  hat.     Nur  die  Ueberzengüiigjl 
solchen  der  Wissenschaft  ond  ihren  Pflegern  geleisteten  I 
gegenfiher  eine  Pflicht  der  Dankbarkeit  zu    erfüllen  ist,    kaiq 
Bedenken,    nelche  das  Bewusstsein  meiner    Unzulfinglichkj 
mir  hervorrult,    zum    Schweigen  bringen:    denn   wem   kOi 
Erfüllung  dieser  Pflicht  mehr  obliegen,  als  mir,  der  ich,  wi| 
meine  Fachgennssen  durch  Jacobi's  wissenschaftliehe  Pro  dt 
nen  so  wesentlich  gefürdert.  Überdies  eine  nicht  geringere  f 
rung  meinem  vieljährigeu ,    so    nahen  Verkehr    mit    dei 
Forscher  verdanke.  — 

Carl  Gustav  Jacob  Jacobi  wurde  den  10.  December  IS04 
zu  Potsdam  geboren,  wo  sein  Vater  ein  begüterter  Kaufmann  war. 
Die  erste  Unterweisung  in  den  allen  Sprachen  und  den  ElementeB 
der  Mathematik  erhielt  er  von  seinem  matterlicben  Oheim,  Herrn 
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Lebmaiin,    der  dert  regsumeit  Knaben  wenif;er  zu  untetrichtent, 
nls  zu  lenh«n  balle,  und  unter  dessen  einsichtiger  Leitung  diesaii  . 
HJ  rasche  Korlsthritte   machte,    dass   er  noch  nicht    swüir  Jahi«,  1 
Jt  in  die  iiveite  Klasse   des  l'otsiliiuicr   (lymnasiums    und  schoi^  [ 
lach  einem   halben  Jahre   in   die   erste  aufgenommen   vvutde.     1%  ] 
lieser  blieb  er  volle  vier  Jahre,  da  er  nicht  l'üglich  vor  luriickg^ 
egieni  sechssehiiten  Jahre  die  Universität  besuchen  konnte.    0«)^    | 
nalhemalische  Unterricht,    der  ganz  aU  Gedfichliiisssache  ItehaiK    i 
lelt  wurde,    konnte    dem  jungen   Prirn^iner  nicht    zusagen.    Sein, 
Cerhältniss  zum  Leiirer  war  daher  liini^ere  Zeit  sehr  unaiigenehni^ 
gestaltete  sich   jedoch   zuletzt  besser,    da  der   Lehrer   einsichtig  | 
(eoug  war,  den  ungeivübidichen  ächüler  geiväbren  zu  lassen  ub4    [ 
IS  zu    gestatten,    dass    dieser  sich    mit   Euler's  „lntTodacÜo'\    ' 
leschüftigte.    während  die  übrigen  Schüler  müh.sam  erlernte  Ele^ 
Dentarsälxe  hersagten-     Wie  »eit  Jacobi's  geistige  Entwicklung 
lamal«  schon  rorgesch ritten  war,    zeigt  der  Versuch,    den  er  uqi 
liese  Zeit    zur  Auflüsung  der  Gleichungen  des  äten  Grades  aiLr 
teilte ,    und    dessen  er  in   einer  seiner   Abhandlungen   spätec  eq 
rSbDt  hat.  j 

An  dieser  AuF^abe  hat  mehr  als  einer  von  denen,  welch« 
i|fiter  einen  gössen  Namen  erlangt  habyi,  zuerst  seine  KrSM 
^bt,  und  man  begreilt  In  der  That  leicht,  welchen  Reiz  gerad«. 
fiese«  PToht*m  nuf  ein  erwachendes  Talent  ausilben  ninssle,  M 
Inge  die  Unmlglicbkeil  desselben  noch  nicht  erwiesen  war.  Za 
in  Berühmtheit,  welche  so  viele  rnicbtlose  Bemühungen  dieser 
Dntersnchurg  gegeben  hatten,  gesellte  sich  der  besondere  Um- 
stand, dass  das  Problem,  als  einem  Gebiete  angehürig,  welches 
aninittelbar  an  die  Elemente  grenzt,  ohne  ein  grosses  Maas»  von 
Torlcenntnissen  zugänglich  schien. 

Auf  der  hiesigen  Universität  theilte  Jacob  i  seine  Zeit  zwischeo 
philosophischen,  philologischen  und  mathematischen  Studien.  Als 
rheilnehmei  an  den  Uebungen  des  philologischen  Sendnars  erregt« 
r  die  Aufmerksamkeit  unseres  Collegen  BOckh,  des  Vorstehers 
licaes  Instituts,  welcher  den  jungen  Mann  wegen  seines  scharfen 
md  eigen tbfimlichen  Geistes  sehr  lieb  gewann  und  durch  besoD- 
leres  Wohlwollen  auszeichnete. 

Mathematische  Vorlesungen  scheint  er  wenig  besucht  zu 
isben,  da  diese  damals  auf  der  hievigen  Universität  einen  zu  ele- 
oeolaren  Charakter  hatten,  als  dass  sie  Jacobi,  der  schon  mit 
linigen  der  Hauptwerke  von  Euler  und  Lagrange  vertraut  war, 
fesenllich  hätten  fiirdern  können.  Desto  eifriger  sab  er  sieb  in 
tir  mathematischen  Literatur  um  und  suchte  namentlich  eine  all- 
^bne  Uebersicht   der  grossen   wissenschaftlichen  SchAtze  zu 
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gewinnen,  welche  die  akademiechen  Sammlungen  enthalten.  Ji 
dessen  Natur  das  blosse  Einsammeln    ron  Kenntnissen    nicht  «P* 
sagte  und  der  das  Kedürrn'iss  fühlte,    der  Dinge,    womit  er  sich    i 
beschönigte,   ganz  Herr  zu  werden,   erkannte  nach   etwa  zTreijfill-   s 
ligen  Dniverstlätsstudien  die  Nothwendigkeit,  einen  Enfschluss  ed    ' 
fassen,  und  entweder  der  Philoliii;ie  oder  der  Mathematik  k«  eilt-   • 
sagen.     Da  die  Entscheidung,    welche  er  traf,    nicht  nur  iSj  ihn. 
sondern  auch    Tür  die  ^VisseuachaJt,    welcher  er  sich  von  nun  m    ■ 
ausschliesslich  widmete,    so  wichtige  Folgen  gehabt  hat,    so  wir!  9 
man  die  Gn'inde,    welche  seine  Wahl  bestimmten,    gern  von  ilim  f 
■elbst  erfahren.     Er  schreibt  darüber  an  seinen   schon  genannten 
Oheim:     „Indem  ich  so  doch   einige    Zelt  mich  ernstlich   mit  d« 
Philologie  beschäftigte,    gelang    es  mir,    einen  Blick    wenigstens 
zu  thnn  in  die  innere  Herrlichkeit  des  alten  hellenischen  Leben«, 
so  dass  ich  wenigstens  nicht   ohne  Kampf  dessen   weitere  Erfw- 
Bchan<;  aufgeben  konnte.     Denn   aufgeben  muss  ich    sie  für  jetit 
ganz.       Der   ungeheure  Kolnss,    den  die  Arbeiten  eines  Euler, 
Lagrange,    Laplace  hervorgerufen   haben,    erfordert  die  wnge- 
faeurste  Kraft  und  Anstrengung  des  Nachdenkens,    wenn  man  iM 
seine  innere  Natur  eindringen  will  und  nicht  bloss  äu^iserlich  daran 
berumkramen.     Ueber  diesen  Meister  zu  werden,   dass  man  ni<^ 
jeden   Augenblick   furchten   muss,    von    ihm   erdrückt    zu   werden, 
treibt  ein  Drang,  der  nicht  rasten  und  ruhen  lässt,  bis  man  obes 
steht  und    das  ganze  Werk  übersehen  kann.     Dann    ist  es  andi 
erst  müglicb,  mit  Ruhe  an  der  Vervollkommnung  seiner  einxeliies  ^ 
Theile  recht  zu  arbeiten  und  das  ganze,  grosse  Werk  nach  Krifr 
ten  weiter  zu  führen,  wenn  man  seinen  Geist  erfasst  hat." 

Zu  seiner  Doktordissertation  wählte  Jacob!  einen  schon  viel- 
fach behandelten  Gegenstand ,  die  Zerlegung  der  algebraischen 
Bräche.  Er  beweist  darin  zuerst  merkwürdige  Formeln,  weiche 
Lagrange  ohne  Beweis  in  den  Abhandlungen  unserer  Akade- 
mie gegeben  hatte,  geht  dann  zu  einer  neuen  Art  der  Zerlegung 
{(ber,  welche  nicht,  wie  die  bis  dahin  ausschliesslich  betrachtete, 
vUliig  bestimmt  ist,  und  beschliesst  die  Abhandlung  mit  Untei> 
eacbungen  über  die  Umformung  der  Reihen,  wobei  schon  ehl 
neues  Princip  bemerklich  wird,  von  welchem  er  in  späteren  Ar« 
bellen  mehrfach  Gebrauch  gemacht  hat. 

Gleich  nach  seiner  Promotion  habilitirte  sich  Jacobi  hei  der 
Universität  und  hielt  eine  Vorlesung  über  die  Theorie  der  bron- 
men  Flächen  und  Curven  im  Räume.  Nach  dem  Zeugniss  eines 
seiner  damaligen  Zuhörer  muss  sein  Lehrtalent  bei  diesem  ersten 
Auftreten  schon  sehr  entwickelt  gewesen  sein  und  er  es  verstan- 
den haben,  sein  Thema  mit  grosser  Klarheit  und  auf  eine  seine 
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ZuhSrer  sehr  anregende  Weise  au  behandeln.  Der  '21jJibri^e 
Docent  zeigte  aucli  darin  eine  sehr  frühe  Reife  des  UTtheils,  dass 
er  unbeirrt  durch  den  MieHiredit,  in  welchen  die  Methode  des  Un- 
enillichkleinen  um  jene  Zeit  durch  eine  grosse  Autorität  gekom- 
men war,  gerade  dieser  iti  seiner  Darstellung  folgte  und  seine 
Zuhörer  mit  dem  besten  Erfolge  zn  überzeugen  sich  bemähte. 
d&Bs  die  verdächtigte  Methode  nur  ia  ihrer  abgekürzten  Form 
TOn  der  strengen  Methode  der  Alten  unterschieden  ist,  aber  gerade 
dnrch  diese  Form  bei  allen  zusai innen  gesetzleren  Fragen  unent- 
bebrttch  wird. 

Die  Aufmerksamkeit,  nelche  Jacobi  zn  erregen  anSng,  ver- 
anlasste die  hfichste  Unterrichlsbeh')rde,  ihn  aufzufordern,  seine 
Lehrthätigkeit  vnrläulig  als  Privatdocent  in  Künigsberg  fortzusetzen, 
no  dureh  die  eben  vacant  gewordene  Professur  der  Mathematik 
sich  zu  seiner  Belurdernng  mebr  Aussichten  als  in  Berlin  darboten, 

Bei  seiner  Uebersiedlung  nach  Künigsberg  war  es  für  Jacobi 
1  wichtiges  Ereigniss  den  grossen  Astronomen  Bessel  persön- 
"h  kennen  zu   lernen   und  zum  ersten  Male  in  einem  dem  seini- 
nahe  verwandten  Fache  ein  Genie  in  der  NShe  zo  sehen. 
I  tSgliche  Anschauung  des  Feuereifers  dieses  ausserordentlichen 
pnes    Sble  selbst    auf  ihn,    der   es   doch    von  seiner  frühsten 
Ifend  an  gewohnt  war ,  die  grossten  Anstrengungen  von  sich  zu 
den    machtigsten  Einfluss,   dessen  er  später  oft  dankbar 
f  emSbnt  bat 

war  lur  Jacobi*s  schriftstellerische  Laufbahn   ein  glGck- 

ücfaer  Umstand,  dass  der  Anfang  derselben  mit  der  Gründung  der 

satbematischen    Zeitschrift   zusammenGel,    durch    deren   Ueraus- 

gabs  sich    unser  College  Grelle  ein  so  grosses  und  bleibendes 

Verdienst   nicht   nur  um   die  Verbreitung,    sondern  auch  um  die 

BetebuDg  des  Studiums  der  Wissenschaß  erworben  hat.    Jacobi, 

der  zu  den   frühsten  Mitarbeitern  der  Zeitschrift  gehörte,    ist  ihr 

j   Ins  tu  seinem  Tode  treu   geblieben,    und  wenn   man  die    beiden 

'   besondern  Werke   „Fund,  nova"  und  „Canon  artth."  ausnimmt, 

sind  fast  alle  seine  andern  Arbeiten  zuerst  im   Crelle'schen 

I  Joomal  erschienen. 

[  Jacobi's  erste  Abhandlungen  zeigen  ihn  schon  als  durchaus 

lendeteii  Mathematiker ,  mag  er  nun,  wie  in  den  Aufsätzen  „über 

iVBs  neue  Methode  zur  genäherten  Bestimmung  der  Integrale" 

„über  die  Pfaff'sche  Methode  für  die  Integration   der  par- 

tteUen    Differentialgleichungen"   bekannte    Theurieen    aus   einem 

I  Gesichtspunkte  betrachten  und  wesentlich  vereinfachen  oder 

Doch  nicht  gelUfite  Probleme  behandeln    und  zu  neuen  Resultaten 
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gelangen.  Unter  deu  Arbeiten  der  letztereo  Art  sind  hierv^ 
besonders  zu  ern-Shiien:  eine  Abhandlung  von  nenigeii  '< 
in  der  er  eine  bis  dahin  unbekannt  gebliebene  Grundeigeu  _ 
der  merktvördigen  Funktion  kenovn  khrt,  »eiche  von  Legvoj 
merst  in  die  WiasenGchaft  ein<;el'übrt,  in  alte»  spätem  allger 
nen  Untersuchungen  über  die  Anziehung  eine  so  grosse  Rolle  I 
gespielt  hat,  und  eine  andere  „über  die  cubiwhen  Keete-"  Diese 
Istzlere  enthält  zwar  mir  Sätre  ohne  Beweise,  aber  diese  SätM 
tihid  der  Art,  dass  sie  nicht  dus  l'^rgeboUs  der  Inductinn  sein 
I  ItDnoen  und  keinen  Zweifel  darüber  lassen,  dass  Jacob!  schoo 
1  damals  in  dem  wissenschaftlichen  Gebiete,  welches  Gauss  ein 
Vierteljabrhundert  früher  der  mathematischen  Speculation  eröffnet 
iiatte  und  welches  eben  so  sehr  der  höheren  Algetira,  als  der 
Theorie  der  Zahlen  angehiirt,  im  Besitze  neuer,  fruchtbarer  Prin» 
eipien  sein  musste,  was  auch  durch  eine  spätere  Publikation  b«- 
V^tigt  «ird.  In  der  er  ausdrücklich  erwähnt,  dass  er  diese  Prfa- 
dpien  schon  damals  tiauss  brieflieb  mitgetheilt  habe. 

Von  der  weiteren  Verfolgung  dieses  Gegenstandes  wurde 
Jacfibi  zu  jener  Zeit  durch  eine  andere  Arbeit,  seine  Unte^ 
Buchungen  über  die  elliptischen  Punktinnen  abgezogen,  welche 
ihm  bald  eine  so  grosse  Berühmtheit  verleihen  und  eine  Stelle' 
unter  den  ersten  Mathematikern  der  Zeit  anweisen  sollten. 

Der  junge  JMathematikor ,    der  sich  schon  in  so   vielen  Ridi- 

'   tungen  mit  Erfolg  versucht  hatte,  schien  längere  Zeit  in  der  Theo* 

'  rie  der  elliptischen  Funktionen   vom   Glücke  nicht   begünstigt  zu 

L  werden.     Einer  seiner   Freunde,    der   ihn   eines  Tages   aufTallend 

Terstininit  fand,    erhielt  anf  die  Frage  nach    dem  Grunde  dieser 

Verstimmung  von    ihm    ilie  Antnort:     Sie    sehen    mich    eben    im 

Begriff,  dieses  Buch  (Legendre's  exercices  etc.)  auf  die  Bibllo- 

'   Äek  zurückzuschicken,    mit  welchem   ich   entschiedenes  Unglück 

I    habe.     Wenn  ich  sonst  ein  bedeutendes  Werk  studirt  habe,    faat 

s  mich  immer  zu  eigenen  Gedanken  angeregt  und  ist  dabei  immer 

I   «tnos  für  mich  abgefalleu.     Diesmal  bin   ich  ganz  leer  ausgegan- 

:    gen  und  nicht  zum  geringsten  Einfalle  inspirirt  worden. 

Wenn  die  eigenen  Gedanken  in  diesem  Falle  etwas  lange  anf 
'  ^h  warten  liessen,  so  stellten  sie  sich  dafür  später  um  so  reich- 
licher ein,    so  reichlich,    dass  sie  in  Verbindung  mit  den  gleich- 
seitigen Gedanken  A  b  e  T  s  eine  unerwartete  Erweiterung  und  die 
:    völlige  Umgestaltimg  eines    der  wichtigsten  Zweige  der  Aoalyais 
mr  Folge  hatten. 

Indem  der  Fortschritt  hier   zu  derselben  Zeit  von  atvei  i 
Bchiedenen  Seiten  ausging,  wird  es  erforderlich,  nebeo  Jaco: 


L.  Birichlel:    GedächMisrede  imf  C.  G.  J.  Jacobi. 


163 


lehmigen  die  gleichzeitigen  Arlieiten  Abel's  zd  erivShnen. 
'In  Ursprünge  von  einander  unabhSn«!;! ,  greifen  Hie  Entdecbun- 
gca  beider  später  so  in  eiiiaiiHer  ein,  dass  die  OurHtelInng  der 
räen  obne  Berücksichtigung   der    niidem   kaum  Terstündlich  sein 


Die  Theorie  der  elli;ili»icheii  Funktionen,  mit  tvHcher  AbelV 
aad  Jacobi'e  Namen  auf  immer  verbunden  sind,  reicht  in  ihren 
Anfangen  nicht  über  die  Kiveile  Hälfte  dea  vorigen  Jahrhundert« 
xurück.  Ein  italienischer  Mathematiker  von  ungeviühnlichem  Scharf- 
smti,  der  Graf  Fagnano  aus  dem  Kirchenstuiite ,  machte  die 
merkwürdige  tntdeL-kung,  dass  das  Integral,  vrelches  den  Bogen 
der  Curve  ausdrückt,  nelche  daniaU  die  Mathematiker  unter  dem 
Namen  Lemniscate  vielfach  Iteschäftigte,  ähnliche  Eigenschaften 
bcBilKt,  nie  das  einfucfaere  Integra),  welches  einen  Kreisbogen 
darstellt,  und  dass  z.  B.  zitischen  den  firenzen  zweier  Integrale 
dieser  Art,  deren  eines  dem  doppelten  Werthe  des  andern  gleich 
ilt,  eia  einfacher  algebraischer  Zusammenhang  <Slalt  findet,  so 
llss  ein  Lemiiiscatenbogen,  wenn  gleich  eine  Transcendente  höhe- 
ter  Art,  doch  wie  ein  Kreisbogen  durch  geometrische  Construk- 
ÜM  verdoppelt  oder  gehüiflet  werden  kann.  Lanier  fand  einige 
Jahre  spSler  die  eigentliche  Quelle  dieser  und  anderer  ähnlicher 
Eigenschaften  in  einem  Salze,  der  zu  den  schönsten  Bereiche* 
nmgen  gehört,  welche  die  Wissenschaft  diesem  grossen  Forscher 
rerdankt.  Nach  diesem  Euler'schen  Satze  hängt  ein  gewisse« 
Integral,  welches  allgemeiner  ist  als  das  von  Fagnann  betrach- 
tete und  in  unserer  jetzigeii  Terminologie  elliptisches  Integral  dei 
ersten  Gattung  heisst,  so  von  seiner  Grenze  ah,  dass  zwei  solche 
lategrale  iDit  beliebigen  Grenzen  immer  in  ein  drittes  vereinigt 
können,  dessen  Grenze  eine  einfache  algebraische  Ver- 
iung  der  Grenzen  jener  ist,  gerade  so  wie  der  Sinus  eines 
Itheiligen  Bogens  algebraisch  aus  den  Sinus  seiner  Bestand- 
gebildet werden  kann.  Aber  das  elliptische  Integral  ist 
imeiner,  als  dasjenige,  welches  einen  Kreisbogen  ausdrückt, 
die  einfachste  Form  gebracht,  hängt  es  nicht  vvie  dieses 
er  Grenze,  sondern  auch  von  einer  andern  in  der 
iktion  enthaltenen  Grosse,  dem  sogenannten  Modul,  ab.  Das 
Enler'scbe  Theorem  ergab  nur  Beziehungen  zwischen  Integralen 
selben  Modul.  Uns  erste  Beispiel  eines  Zusammenhan- 
ges zwischen  Integralen,  die  sich  durch  ihre  Moduln  unterschei- 
den, bot  eine  spfitere,  von  Landen  und  in  etwas  anderer  Form 
VMi  l>3grange  gemachte  Entdeckung  dar,  uach  welcher  ein  allip' 
ülifls  Integral  durch  eine  einfache  algebraische  Substitution  in 
Integral  derselben  Art  verwandelt  werden  kann. 
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Es  ist  Legendre's  iinTer«äDglicher  Ruhm,  in  den  eben  «t* 
wShnten  Entdeckungen   die   Keime  eines  wichtigen  Zweiges  d«^ 
Analysis  erkannt  und  durch    die  Arbeit  eines  halben  licbens  anf 
diesen  Grundlagen   eine   selbständige  Theorie   errichtet  zd  bab«lhi 
welche  alle  Integrale   umTafst,    in  denen  keine  andere  IrrationidU 
tfit  enthalten  ist,  als  eine  Quadratwurzel,  unter  welcher  die  Ver- 
änderliche den  vierten  Grad  nicht  Obersteigt.    Schon  Euler  hatte 
bemerkt,    mit  welchen   Modifikationen    sein  Satz  aur  solche  int«- 
I   giale  ausgedehnt  werden  kann;    Legendre,    indem  er  von  d«S 
glucklichen  Gedanken  ausging,  alle  diese  Integrale  auf  feste  cano* 
nische  Formen  zurückzuführen,    gelangte  zu  derl  für  die   AnabH«  L 
(Ipng  der  Theorie  so  wichtig  gewordenen   Erkenntaiss,    das«  «ie  t, 
la  drei   wesentlich  verschiedene -Gattungen   zerfallen.     Indem  et>  L 
dann  jede  Gattung  einer  sorgfältigen  Untersuchung  unterwarf,  ent 
deckte  er  viele  ihrer  wichtigsten  Eigenschaften,    von   welchen  n&^  f' 
mentlich  die,  welche  der  dritten  Gattung  zukommen,  sehr  verl»^  f" 
gen  und  ungemein  schwer  zugän;>lich  waren,     fjur  durch  die  au»  *" 
dauernste   Beharrlichkeit,    die  den    grossen    Mathematiker    immer  ^ 
von  Neuem   auf  den  Gegenstand  zurückkommen    Hess,    gelang  ea  f* 
ibm,   hier  Schwierigkeiten  zu  besiegen,  welche  mit  den  Uüirsmit- 
tflln,    die  ibm  zu  Gebote  standen,   kaum   überwindlich  BcheineD 
aiiflsten. 

Die  Theorie,  wie  Abel  und  Jacobi  sie  vorfanden,  bot  meh- 
rere höchst  räthselhafte  Erscheinungen  dar,  zu  deren  Aufkl&rui^ 
die  damals  bekannten  Principien  nicht  ausreichten.  So  hatte  man, 
um  nur  eine  dieser  Erscheinungen  zu  erwähnen,  gefunden,  dasg  , 
der  Grad  der  mit  Hülfe  des  Euler'schen  Satzes  gebildeten  Glei- 
chung, von  deren  LOsung  die  Theilung  des  elli[)tisclien  Integrals 
abhSngt,  nicht  wie  in  der  analogen  Frage  der  Kreistbeilung  d«r 
Anzahl  der  Theile,  sondern  dem  Quadrate  dieser  Anzahl  giddl 
ist.  Die  Bedeutung  der  reellen  Wurzeln,  deren.  Anzahl  mit  jenO' 
.flhereinstinimt,  war  leicht  ersichtlich,  wogegen  die  sablreicherp 
bnaginSren  ganz  unerklärlich  erscheinen  mussten.  Aber  daee  hi# 
fein  Geheimniss  verborgen  liege,  darüber  halte  man  vor  Ahet 
and  Jacobi  kein  Bewusstsein,  und  ihnen  war  es  vorbehalten, 
sich  zuerst  über  diese  und  Ähnliche  Erscheinungen  zu  wundem, 
was  in  der  Mathematik  wie  in  anderen  Gebieten  oft  schon  eine 
halbe  Entdeckung  ist. 

Obgleich  die  Umgestaltung  der  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen, welche  man  Abel  und  Jacobi  verdankt,  aus  dem  Zth 
•ammenwirken  mehrerer  sich  gegenseitig  unterstützender  Gedan- 
ken hervorgegangen  ist,  so  scheint  doch  zweien  dieser  Gedankwi 
die  grüsste  Wichtigkeit  zugeschrieben   werden    zu  müssen,    weil 
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klle  Thetle  der  n«uen  Theorie  innig  durchdringen.    Während 
9(e  Irülieren  Bearbeiter  dieses  Gegenstandes  das  elliptische  Inte^  . 
gml  der  ersten  Ü.ittung  als  eioe  Funktion  seiner  Grenze  ansähet^  * 
eHcannten    Ahel    und    Jacobi    unabhängig  von  einander,    wi 
such  der   erstere  einige  Monate  früher,    die  Nothwendigkeit,    dig   | 
Betrachtun^sneise   uniKnkehren  und    die  Grenze  nebst   sn-ei   ein^   { 
beben,    von    ihr   abhängigen  Gnlssen,    die  so  unzertrennlich  mit  j 
ilir  verbunden  sind  ivie  der  Sinus  zum  Cosinus  gehiirt,  als  FanU* 
Honen  des  Integrals  zu  behandeln,    gerade  wie  man  schon  IVübelr 
az  Erbenntniss   der    wichtigsten    Eigenscbaflen    der    vom   Kreiss  ^ 

ingtgen  Tran^cendenteti  gelangt  war,    indem   man    den  8ii 

lus  als  Funktionen  des  Bogens  nnd  nicht  diesen  als  eiM  1 
von  jenen  betrachtete. 

weiter,    Abel  und  Jacobt  gemeinsamer  Gedanke,  der    | 
das  Imaginäre  in  diese  Theorie  einzuführen,    war  voll 
rgrüsserer  Bedeutung,  und  Jacubi  hat  es  später  oft  nieder* 
1r,  dass  die  Einiulirung  des  ImnginJiren  alieia  alle  HSthsel   deV 
Iflheren  Theorie  gelöst   habe.     Wäre   es  nicht    eine   so   alte  EU  j 
Uirung,    dass  das  nahe  Liegende  sich  fast  immer  zuletzt  darbiei   I 
et,    sa  wßrde  man  es  uufTallend  fmden  mfissen,    dass  dieser  Ge^ 
lanke  Euler  entgangen   ist,    zu   dessen  frühesten  und  schönsten 
[ieiBtunt;en  es    gebort,    die    Theorie  der  Kreisfunktionen ,    indem 
l^dtese  als  imaginäre  Rxponentialgrüssen  behandelte,  in  solchem 
^Ble  vereinfacht    und    erweitert  zu    haben,    dass  fast  das  ganze 
^Bet  der  Analysis  eine  wet^entüche  ünigestültung  dadurch  erfuhr. 

I      Indem  Abel  und  Jacobi  in  die  vorhin  erwähnten,  durch  Umo 
kebrung  aus  dem  elliptischen  Integral  der  ersten  (iattun^  gebild«^   I 
lea  Fmüftionen ,    welche  nach  uuserer  jetzigen  Terminologie    aush 
Khliesslicb  elliptische  Funktionen  genannt  werden,  das  Imaginär^  f 
einlShrten,    erkannten  sie,    dass   diese  Funktionen  gleichzeitig  auf 
der  Natur  der  Kreisfunktionen  und  an  der  der  Exponentialgrösi 
^1  haben,    und  dass,    während  jene   nur  für  reelle,    diese  uu^  1 
paagiflSre  VVeithe  des  Argumentes  periodisch  sind ,    die  ellißv.  1 
n  Funktionen  beide  Arten  der  Periodic! tat  tu  sich  vereinigeiw. 

|>UTch  den  Besitz  dieser  Grundgedanken  auf  einen  neuen  Bo- 
»tellt,    richteten   Abel    und  Jacobi    ihre   Untersuchungen 
«rei  verschiedene  Regionen  der  Theorie.     Abel's  Thätigkeü   i 
Kte  sich  den  Problemen  zu,    nekhe    die  Verviellaltigung  und)  ^ 
rbälung    der   elliptischen  Integrale   betreffen,    und  indem   er  mili  I 
Ifilfe  des  Princips  der  doppelten  Periode  in  die  Natur  der  Wurf.  J 
»  der  Gleichung,   von  welcher  die  Theilung  abhängt,    tief  eiiHi 
gelangte  er   zu  der  ganz  unerwarteten  Entdeckung,    rtasri 
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die  aU^meine  Tbeilung  des  elliptiecheD  Integrals  mit  beliebiger  ■ 
(üreose  immer  algebraiscli,  d.  Ii.  durch  blosse  Wurzelausziehungta  ^ 
betverl(stellj|:t  werden  kaon,  sobald  die  besondere  Tbeitung  der  ^ 
sogenannten  vollständigen  Integrale  als  «chun  ausgeführt  vorani'  ^= 
gesetzt  wird.  Die  eben  genannte  besondere  Tbeilung  scheint  nu  ^ 
fiir  spezielle  Module  mO^'ücb,  unter  tvek-hen  derjenige  der  eiv  ^ 
bichste  ist,  dem  die  Lemnitcüte  entspricht,  ludern  er  die  Lüsung  ^^ 
des  Problems  für  dies.n  Fall  durchrührte,  zeigte  er,  dass  d^  ^ 
Theilung  der  ganzen  Lemnicicate  der  Kreistheilung  viilNg  analog  ^ 
ist  und  in  denselben  Fällen  durch  geometrische  Construktinn  ^  ^ 
leistet  werden  kann,  in  ivelchen  nach  der  sehünen,  2Ü  Jahre  frOte  i 
von  Gauss  gegebenen  Theorie  der  Kreis  eine  solche  TheiluDg  . 
xulässt.  .g 

An  diese  letztere  Arbeit  Abel's  kndpft  sich  eine  erirähnens- 
werthe  historische  Merkiviirdigkeit,  In  der  Einleitung  zum  letzlea 
Abscbnille  der  „Ui.sq.  aritb.",  welcher  der  Kreislbeilnng  ge- 
widmet Ist,  hatte  Gauss  im  Vorbeigehen  bcmeibt,  dass  dasselb« 
Priiicip ,  worauf  seine  Kreistheilung  beruht,  auch  auf  die  Tbn^ 
lang  der  Lemoiscate  anwendbar  sei,  und  in  der  That  liegt  das 
Gaussische  Princip,  nach  frelcbem  die  Wurzeln  der  zu  li'iaenden 
Gleichung  so  in  eiuen  Cyclus  zu  bringen  sind,  dass  jede  von  dM 
Torhergehenden  auf  dieselbe  Weise  abhängt,  der  AbhanüliiDg 
Abel's  über  die  Tbeilung  der  Lemniscate  nesenllich  zu  Grunde} 
wenn  aber  für  die  Kreistheilung  längst  bekannte  Eigenschaften 
äer  trigonometrischen  Funktionen  genügten,  um  die  Wurzeln  daa 
Gaussischen  Principe  gemäss  zu  ordnen,  so  nar  für  den  Fall 
der  Lemniscate  zu  einer  ähnlichen  Anordnung,  ja  um  nur  die 
UOglicbkeit  einer  solchen  zu  erkennen,  eine  Einsicht  in  die  Nah* 
der  Wurzeln  erforderlich,  welche  nur  das  Princip  der  dnppeltMl 
Periodicität  geivfibren  konnte.  Die  vorhin  eruähnfe  Aenssernng 
ist  also  durch  Abel's  Abhandlung  zu  einem  unwitlersprechlichen  i 
Zeugnisse  geworden,  dassUauss,  serner  Zeit  vorauseilend,  schon  ■ 
1  Anfange  des  Jahrhunderts  das  Princip  der  doppelten  Perlode  . 
erkannt  hatte.  Dieses  Zeagniss  ist  jedoch  erst  durch  die  spSterg  , 
Arbeit  Abel's  verständlich  geirordeo  und  thut  daher  seinem  vnd 
Jacobi's  Anrecht  an  diese  Erfindung  keinen  Abbruch. 

Ausser  den  schon    erwähnten,    auf  die  Tbeilung  bezüglieben  * 
,  Resultaten  hatten  Abel's  Untersuchungen  noch  eine  andere,  nicfat 

-  weniger  wichtige  Entdeckung    zur  Folge.     Indem  er  in  den  For-  "' 

Bein,  durch  welche  er  die  elliptischen  Funktionen  eines  vielfachtn  ' 

Argumentes  durch  die  Funktionen  des  einfachen  dargestellt  hattti  ' 

den  Multiplikator  unendlich  werden  liess,  erhielt  er  merkwürdig«  ' 

Aasdrucke    Itir    die   elliptischen    Funktionen   in   Forto    von  unend-  , 
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Heben  Reihen,  so  wie  von  Quotienten  unendlicber  Produicta,  eine 
Entdeckung,  welche  für  die  Analyeia  vielleicht  von  noch  ^rrisaeret 
Bedeutung  ist,  ata  die  von  Aliol  nachgewiesene  algebraische 
LSsburkeit  der  Gleichungen  für  die  Theilung. 

Zu  derselben  Zeit,  als  Abel  diese  schürjen  Untertiuchungen 
Kvsfährte,  nar  Jacobt  in  einem  anderen  Theile  desselben  Ge- 
bietes iiichl  weniger  erfolgreich  beschärtigt.  Die  oben  envShnte 
Substitution,  durch  welche  ein  elliptisches  Integral  in  ein  Integral 
ileradben  form  übergebt,  war  bis  dabin  die  einzige  ihrer  Art. 
Zfrar  hatto  Legeiidre  uicht  lun$;e  vor  der  Zeil,  wn  .lacobl 
nch  diesem  Gegenstande  zuwandte,  eine  zweite  Transformation 
der  elli|iti8cben  Intet^rale  aurgefnnden,  aber  diese  cneito  Tratw- 
formation,  mit  welcher  er  den  Gegenstand  j^r  abgeschlossen  hielt, 
(vu  damals  in  Deutschland  noch  nicht  bekannt,  und  es  geliOrta 
daher  ein  seltener  Scharfsinn  da/.ii,  aus  einem  sichtbaren  Ringe 
auf  das  Vurharidensein  einer  unendlichen  Kette  zu  scbliessen,  und 
eine  eben  so  grosse  Kühnheit,  sich  die  Crkeuutnifis  der  !\atur 
dieser  Kette  als  Aufgabe  zu  stellen. 
I  Eine   gldchlicbe  Induktion,    bei   welcher  der    feine    und  ganz 

^«M  Gedanke  eine  wesentliche  itoUe  spielte,  die  Transformation 
^Htt  die  Multiplikation  aus  einem  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkte 
^^Ppletztere  als  einen  speciellcn  Fall  der  erstem  zu  befrachten, 
Wtste  Jacobi  auf  die  Vermuthung,  das»  rationale  Kunktionen 
Jb^Tw  Grades  geeignet  seien,  ein  ellip  fisch  es  Integral  in  ein  Inte- 
p«l  derselben  Form  stn  verwandeln.  Diese  Vermutbung  bestätigte 
iich  ergab,  dass  die  Anzahl  der  willkühr- 
er  weiche  man  flir  jeden  Grad  r.v  »erlögen 
illen  Bedingungen  e»  genfigen,  welche  ku 
RfDHen  waren,  wenn  das  transrnmiirte  Integral  der  Form  nach 
llt  dem  arsprünglichen  übereinstimmen  snilte.  Aber  wenn  eine 
■»"einkche  Betrachtungsweise  über  die  MJigltcbkeit  der  Sache 
bm  einen  Zweifel  lassen  konnte,  so  war  noch  ein  grosser  Schritt 
HlhaB,  nm  die  innere  analytische  Natur  der  zur  Transformation 
geeigneten  gebrochenen  Ausdrücke  va  erkennen.  Von  welcher 
Alt  jie  hierbei  zu  besiegenden  Schwierigkeiten  waren,  und  durch 
welche  geistreiche  Betrachtungen  Jacobi  diese  übenvand,  kann 
hier  nicht  ausgeliihrt  werden,  eben  so  wenig,  als  es  mir  gestat- 
tet ist,  alle  wichtjgeu  Folgerungen  aufzuzählen,  die  sich  aus  dem 
vollständig  gelösten  Probleme  ergaben.  leb  enväbne  nur  de« 
Merkwürdigen  Ergebnisses  dieser  Untersuchung,  dass  die  Multi- 
pHkaÜuo  immer  aus  zwei  Transformationen  zusammengesetzt  wer- 
^  kann. 

Jodem  Abel  and  Jacobi  so  die  Theorie  gleichzeitig  in  Ewei 


SAgteich,  indei 
lieben  i'oefficienf en , 
hatte,  ausreichte,   ur 


icM  licfai«n  ZmaM ,  4aM  jeAer  ro«  ■&■«■.  wire  ihn  dcf  ■ 
■iefat  M  «Wn    Tlwil«  iei  ArWit    xarMcekoanen 
irwb^rill  »Heia  i»mmcfct  haben  wfirde. 

J«e«bi    wsr    im   •«>■€■    t 'iitcr— chmigy    t<m   der  i 
■MfCFlvm^o,   daaa  bei   der  TrassfafnaäoB   die  mspräBf 
tMAm  r4lion4l  Amicb  die  aeue  aosnedrfirkt  m*.     Abel  I 
ita  PtMmm  in  der  weiteren   Vi>raa««e(zin^,    dass  xiridch^  I 
4mi  tfKead  «ine  algebraiacbe  Gleichasg  Statt  finde,  attd  gelangltl 
(•  den  Kesultate,    daM  doa  so   veraUgemeiaerte   Prol>lei 
s«f  den  Fall  Knrficfcf^f&liTt  werden  kenn,  den  Jacobi  so  vot 
dlfc  bebandelt  halte. 

Nlt^ht  minder  erfolgreich  griff  Jacabi  in  die  *oo  Abel') 
bene  Theorie  der  allgemeinen  Theilong  ein.     Die  A 
daa  ff'ildcni  i;^'''"^  hatte,   zei^e  zwar,    dass  die  Wnrzeln  t 
■IffehrHiM'h  auadttlctthar  sind,   erforderte  aber  zai  wirklicheill| 
.    iielliinK  deraelhen  die  Bildung  von  gewiesen  eymme  Iris  eben  1 
Mlverbindiiitgen,    die  nur  io  jedem  besondern  Falle  beuerlu' 
trerden  konnte.     Ana  einem  neuen   Principe,  welches   I 
BU  erM'lthnen   eein   >vird,   leitete  Jacobi   die  echliesslicbeniH 
Jeden    Grad  geltenden   und    unmittelbar  aus  den   Daten  des  j] 
blenia  gebildeten  Ausdrücke  der  Wurseln  ab,    welche  Ausdl 
flberdlea  vor  dun  A  bel'scben  eine  grössere  Einfachheit  ihrer  I 
vorn»«  haben.    Ale  Jacubi  das  Resultat  dieser   Arbeit  in  '<i 
kurzen  Notiz  bekannt  machte,    hoffte  er  Abel    durch  die  Vei 
koniiiinung  der    Lßsunf;  des  Theilungsproblems   in   Vertv 
KU  aelKen,  aber  Hleae  Hoffnung  blieb  unerfüllt.  —  Abel  vrar^ 
gealnrben,    kaum  37  Jahre  alt,    iveniger   als  zuei  Jahre  i 
Boknnntmuuhung  aviner  ersten  Arbeiten  über  die  elliptischen  G 
tlonen.    Kln  so  IHihes  Ziel  hatte  der  Tod  der  gläni:endea  il 
bahn  dleaeK  tlnrainnlgen  und  umfassenden  Geistes  gesetat 

Jncfibi'a  weitere  Untersuchungen  über  die  elUptiachen'1. 
■cviidiMiton ,    »'ie  auch  die  zuletzt  erwähnte,    sind  aus  eiaeAlF] 
danken  hervorgegangen,  dem  man  wegen  der  Folgen,  die  erg 
Vivlloicht   diu  ernte  Stelle  unter   seinen   Conceptionen  elorlU 
nnan.     Ka  war  dies  der  tiedanke,  die  unendlichen  Produkte, 
deren    Quotienten   Abel   die   elliptischen   Funktionen   ausgedf 
halte,    als  aclhsllindige  Transcendenten  in   die  Analysis  einln 

ron.     AIn  gm  ihm  gelungen  war,  diese  Produkte,  die  tibrigen* 

VAU  deraulboii  Mntur  und  als  besondere  F&lle  einer  Transcendente 
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LWBUsebeu    «iud,    in    Reihenform    <larjiuslellen.    crluuiiite   et    eine 
,  vrelclie  sich  rraiizüeiscben  Alatbemadliern  6chon  in  Un- 
wchungcii   der    niatht^matijächen    Phy^k    ihrgeboten  batte,    no 
l^ber  wellig  beucblel  und  nur  »ioe  ibrer  Eigeascbaften  bemerkt 
rar.    Jacobi   uiilerwarf  sie   einer  fiel' eindringenden  Un- 
kKiing,  erforschte  ihre  analytiscbe  Natur  und  lubrte  sie  dann 
s  Theorie  der  Integrale  der  zweiten  und  drillen  Gattung  ein, 
fuiclit    nur    die    Erkenntnis^    des    inneren    Zusammenhanges 
i  bekannter,   isolirt  stehender  Elgenscbaften  dieser  Integrale, 
fern  auch  die  wichtige  Entdeckung  zur  Folge  hatte,   dass  die 
pale  der   dritten  Gattung,    n eiche  von  drei  Elementen  abhan- 


[1  Tra 
nerdeii  kür 


Midenle, 


■  eiche  dei 


f  Fermittelst  der 

ausgedtii 
Bei  der  spätem  Darstellung  der  ganzen  Theorie,  wie  Jacobi 
1  seinen  Vorlesungen  zu  geben  pflegte,  bildet  die  Betrach- 
Cder  erwähnten  Funktion  den  Ausgangspunkt.  Die  ganze  Lehre 
rcb  nicht  nur  einen  überraschenden  Grad  von  Ein- 
Beit  und  Durchsichtigkeit,  sondern  dieser  umgekehrte  Gang 
pich  dadurch  bemerkenswerth,  dass  er  liir  andere,  spSter  zu 
ninende  Untersuchungen  das  Vorbild  geworden  ist. 
Bedenkt  man,  dass  die  neue  Funktion  jetzt  das  ganze  Ge- 
f  der  elliptischen  Transcendenlen  beberrscbl,  dass  Jacobi 
pibren  Eigenschaften  mehlige  Theoreme  der  höheren  Arith- 
[  abgeleitet  hat,  und  dass  sie  eine  wesentliche  Rolle  in  vielen 
«düngen  spielt,  von  welchen  hier  nur  Hie  vermittelst  dieser 
scendente  gegebene  Darstellung  der  Rotatinnsbewegiing  er- 
lit  Werden  mag,  welche  eine  von  Jacobi's  letzten  und  schSn- 
^Arbeiten  ist,  so  wird  man  dieser  Funktion  die  nJichste  Stelle 
|!  den  längst  in  die  Wissenschaft  aufgenommenen  Elementar- 
nscendenten  einräumen  müssen.  AufCallender  Weise  hat  eine 
■ö  wichtige  Funktion  noch  keinen  andern  IVamen ,  als  den  der 
Transcendente  @,  nach  der  zulalligen  Bezeichnung,  mit  der  eie 
Mierst  bei  Jacobi  erscheint,  und  die  Mathematiker  würden  nur 
eine  PQicht  der  Dankbarkeit  erfüllen,  wenn  sie  eich  vereinigten, 
ihr  Jacobi's  Namen  beizulegen,  um  das  Andenken  des  Mannes 
u>  ehren,  zu  dessen  schönsten  Entdeckungen  es  gehört,  die  innere 
Natnr  nnd  hohe  Bedeutung  dieser  Transcendente  zuerst  erkannt 
£11  haben. 

,      Abel's  oben   erwähnte  Arbeiten  sind    nicht  die   einzige  Lei- 

;  ersten   Ranges  dieses    hervorragenden  Mathematikers,   sie 

nicht    einmal    die    bedeutendste    seiner    Leistungen.     Seine 

Me  Entdeckung  hat  er  in  einem  Satze  niedergelegt,    welcher 

I  Namen  (lihrt  und  ganz  das  Gepräge  seines  ansserordent- 
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lieben  Geistes  trägt,  dessen  charakteristische  Eigenschaft  ea  war,  1 
die  FrageD  der  Wissenschaft  in  der  umraasendsten  AügemririMtl 
XU  behandeln. 


"sehe  Theorem  ~  ich  i 
von  den   daraus  gezogenes 
itrcckten  —  bildete  damab 
'  Grenze  der  Wissen scba^  ; 
■de»  j 


Ibit  lutL 
inen  itt'^ 


Das  schon  oben  bezeichnete  Eulei 
hier  von  demselben  als  Frincip,  nicht 
Folgerungen,  die  sich  täglich  tveiterer 
auf  dem  Gebiete,  dein  es  ani(eh">rt,  dii 
fiber  welche  hinauszugehen  Euter  selb 

Vorgänger  Abel's  sich  vergebens  bemüht  hatten.  Welche  Bd- , 
wun<lerung  musste  daher  eine  Entdeckung  hervoTrufen ,  welcbe'^ 
die  Integrale  aller  al<;ebriiisi.'hen  Funktionen  umfassend  die  Gtuo^L 
eigenschuft  derselben  enthüllte.  f 

Legendre  nennt  das  Äbersche  Theorem  ein  monumenbmi 
aere  perennius,  und  Jacobi  bezeichnet  denselben  Salz,  „wiewlr 
<  in  einfacher  Gestalt  und  ohne  Apparat  von  Caicul  den  tiefstMle 
und  umfassendsten  niu thematischen  Gedanken  ausspreche,  als  ditl 
jjTösste  niathematificlie  Entdeckung  unserer  Zeit,  obgleich  erst  dnllt* 
Icunflige,  vielleicht  späte,  grosse  Arbeil  ihre  ganze  BedeutiiB|>V<^ 
aufweisen  könne."  ^e 

Diese  Arbelt  bat  bereits  begonnen  und  Jacobi 
daran  den  tvesentlichslen  Anlbeil  gehabt. 

Der  nahe  Hegende  Versuch,  die  umgekehrten  Funktionen  i 
Abel'scben  Integrale  auf  dieselbe  Weise,  wie  es  hei  den  elllp-  ^ 
tischen  mit  ao  grossem  Erfolge  geschehen  tvar,  in  die  Analysia  ' 
sinzufiiliren ,  erwies  sich  bald  als  unausführbar  und  verwickelte  In  ' 
wnauflüslichen  Widerspruch,  denn  Jacobi  erknunte sogleich,  dtm  '" 
4iefie  umgekehrleu  Funktionen  vier-  oder  mehrfach  periodisch  seiB  ^ 
nfissten,  während  doch  eine  analytische  Funktion,  wenn  sie  wil  W 
-die  elliptischen  und  Kreisfunktionen  einwerthig,  und  wo  sie  niclrt  7* 
naendlich  wird,  stetig  sein  soll,  nur  zwei  Perioden  zulässt  El  ' 
liedurße  also  hier  eines  neuen  verborgenen  Gedankens,  weon  du  a 
Abel'scbe  Theorem  nicht  unfruchtbar  bleiben,  wenn  es  die  Sasi«  ^ 
uner  grossen  analytischen  Theorie  werden  sollie.  ^ 

Nachdem  Jacobi    mehrere    Jahre  hindurch   den   Gegenstand  S 

nach  allen  Seiten  erlogen  hatte,  fand  er  endlich  die  Lösung  def  ' 

Itäthsels  darin,  dass  hier  gleichzeitig  vier  oder  mehr  lulegrale  xa  " 
betrachten  und  aus  ihnen  durch  Umkehmng  zwei  oder  mehr  Funk* 

tionen  von  eben  so  vielen  Argumenten  zu  bilden  sind.     Uiese  Di-  ' 

rinalion  machte  er   in  einer  Abhandlung    von   10  Seilen  bekannt,  ^ 

der  zwei  Jahre  später  eine  umfangreichere  folgte,  in  welcher  die  ■ 
■nalytiscbe    Matur    dieser    umgekehrten    Funktionen    im    hellsUA 

Lichte  erschien.  i 
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'^Mürt  &ucb  du  spSler  gefundene  DarRlellung  (lieser  Futilc- 
%Dbn  iltcht  Jai^iibi,  sondern  zwei  jüngero  Mathematikern  voti  1 
tiDgeuöfiDlichem  Talente,  so  mnss  icfa  doch  aUch  dieses  iVichtIgA  \ 
Forlscbrittes  hier  in  so  fern  et-wähnen.  als  Jacohi's  Einitüsä  ufi- 
WrkfeimbnT  darin  hervortritl.  Goepel  nnd  Ri.aenhain  habA  1 
btWe,  Jacobi'a  oheh  emfihnte  zneite  Rehandluni;  der  Theorl»  | 
fcr  elliptischen  Funktionen  zum  Vorbilde  nehmend,  ihren  schSntti  [ 
Arheiten  die  Betrachtung  von  unendlichen  Reihen  zu  Grunde  %i-  j 
left,  deren  Bildungsgeselz  allgemeiner,  aber  von  derselben  Ar(,  j 
nie  das  der  Reihe  ist,  durch  welche  die  J  acobi'selie  Funktiofl  \ 
Utsged rückt  vi'ird. 

Obgleich  ich  mich  bei  der  eben  gegebenen  Darstellung  \ 
Imcobi's  Entdeckungen  im  Gebiete  der  ellipti.«chen  und  Abel-  i 
trhen  Transcendenten  auf  das  Wesentlichste  liescfirshkt  habe,  tl»  1 
ist  dieselbe  dennoch  zu  einem  ümTange  angewacb^ien .  der  mii&  J 
dringt,  die  noch  zu  ernähnenden  Leistungen  Jacohi's  hier  In  [ 
»lue  Icorze  Ueberstcht  zusammenzurnssen .  aus  nelcher  ich  viel*  J 
Atbeiten.  welche  nur  einzelne  Fragen  lietreffen  und  das  Uet^  | 
der  Wissenschaft  vervollkommnet  haben,  aufiscbliessen  mnss. 

Schon  oben  ist  von  JaCobi's  Untersuchungen  über  die  Kreia-  j 
theilung  und  die  Anwendungen  derselben  auf  die  hiihere  Aritfamcr  I 
tik  als  zu  seinen  frühesten  Arbeiten  gehörend  die  Hede  gewcse».  j 
Bei  diesen  Untersuchungen,  denen  er  die  Form  zum  Grunde  legU^  | 
wHche  die  zuerst  von  Gauss  gegt^bene  Auflüsung  der  zweiglifr  [ 
dngen  Gleichungen  später  durch  Lagrange  erhalten  hatte,  trtff  1 
«  in  einigen  Resultaten  mit  dem  grossen  Malhcmaliker  Cauchj  ] 
■tnammen,  der  zu  derselben  Zeit  mit  äbnIrclieD  Forschungen  b«>  ] 
•diäftigt  war  und  dieses  Umstandes  erwähnte,  als  er  wÜhreiMl  | 
JAeobi'n  ersten  AnfeDthaltes  in  Paris  seine  Arbeiten  im  Auil>  | 
Uge  veröffentlichte. 

Aus  einem  schönen,  aus  der  Kreistbeilung  abgeleiteten  Satzil'i  1 
anf  den  auch  Cauchy  gekomnieri  war,  nnd  nach  welchem  alft  ] 
Primzahlen,  die  bei  der  Division  durch  eine  gegebene  PrimKabI  \ 
oder  das  Vierfaclie  derselben  die  Einheit  zum  Reste  lassen,  aa^  | 
eiae  bestimmte  Potenz  erhoben,  deren  Exponent  bloi^s  von  Atf  I 
letzteren  Primzahl  abhüngt,  durch  die  sogenannte  «juadratisch«  j 
Uauptform  dargestellt  werden,  welche  die  negativ  genommene  ger 
gebene  Primzahl  zur  Determinante  hat,  schupfte  Jacobi  die  Ve^^  J 
iDulbung,  daas  jener  Exponent  mit  der  Anzahl  der  von  einaiid^^l 
verschiedenen  quadratischen  Formen  übereinstimmen  miisse,  welc%  f 
li^er  erwähnten  Determinante  entsprechen.  Da  sich  diese  V?fy  •] 
nathung  in  allen  numerischen  Beispielen  bestütigte,  so  trug  er 
beih  Bedenken,    dies«  Bemerkung   in  elnisr  IcUfx^ti  Notiz  ku  ver- 
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Öffentlichen,  Ich  glaube  den  bii^her  unbekannt  gebliebenen  UrBpniQjt 
die^ex  Resultatn  nnch  Jacobi's  mundlicber  Alittheilung  als, 
merkn'i'irdi^es  Beispiel  scbarfsiuiiiger  Induktion  bier  emäbaeii  ^ 
müssen,  obgleich  der  strenge  Betreis  desselben  nicht  auf  dig 
KreisIbeiluQg  gegründet  trerden  zu  künnt-n,  sondern.  wesentUel 
verschiedene,  der  Ititegralrecbnung  und  der  Reihenlebie  ent&ofl^ 
mene  Pnocipien  zu  erlordern  üchuint,  die  eret  s]iiiter  in  die  Wif 
aenschaft  eingeführt  Horden  sind. 


Die  im  Jahre  183-2  erscbie 
über  die  biquadratischen  Res 
danken,  complexc  ganxe  Zahh 
BD  wie  reelle  zu   behandeln,  \ 


jene  zweite  Abhandlung  von  Gan3 
e,    die    dureh   den   tiel^innigen 
n  in  der  hüheren  Arithmetik  ge 
tid  durch  das  darin  aufgestellte  1 


ciprociiategesetz  Epoche  macht,  welches  in  der  Thet 
dratischen  Heste  znischen  »nei  cnmplexen  Primzahlen  Statt  find 
gab  Jacobi  Veranlassung,  seine  friiberen  ünterKuchungen  i 
der  aiifuunehmen,  nnd  es  gelang  ihm.  den  erwähnten  f<chünen  S 
von  Ganss  und  einen  ähnlichen,  welcher  sich  auf  die  cubisobM 
Reste  bezieht,  mit  grosser  Einfachheit  aus  der  Kreislheilung  ■ 
Euleiten.  ^ 

Obgleich  .lacobi  die  eben  angeiilhrten  Untersuchungen  unl  ' 
■sdere  damit  /nsanimenhängende.  die  ich  nicht  einmal  andeutung^ 
«eise  bezeichnen  kann,  in  den  Jahren  I8IJ6 — 39  vollständig  irfi>  " 
^lergeschrieben  bat,  so  ist  er  dorh  nie  dazu  gekommen,  sie  diirel 
den  Druck  zu  veriiffentlichen.  Seine  Ziigerung  entsprang  aus  deffl.' 
Wunsche,  einigen  seiner  Kesnilate  eine  g;rüssere  Ausdehnung  H.~ 
geben,  wozu  er,  von  so  vielen  andern  Arbeiten  in  Anspruch  g»>^ 
nommen,  die  nüthtge  Müsse  nicht  gefunden  hat.  Ein  Tbeil  seiner^ 
Forschungen  und  namentlich  die  schon  erwähnten  Beweise  ^9'-., 
Reciprocilütss&tze  sind  jedoch  einigen  deutschen  Mathematiken l 
'durch  Nachschriften  der  Vorlesnngen  bekannt  geivorden,  welche^ 
er  im  Winter  1S36-37  in  Königsberg  Aber  die  Kreislheilung  naj., 
deren  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Zahlen  gehalten  hat.  _. 

Eine  andere  brichst  ergiebige  Quelle  fSr  die  höhere  Arilhtne- '  ' 
tik  hat  Jacobi  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  ent- , 
deckt,  aus  welcher  er  schöne  Sätze  über  die  Anzahl  der  ZeHs- ' 
gungen  einer  Zahl  in  2,  4,  6  und  8  Quadrate,  so  wie  andere  ölwr  i 
solche  Zaiden  abgeleitet  hat.  welche  gleichzeitig  in  mehreren 
quadratischen  Formen  enthalten  sind.  Diese  wichtigen  Bereiche-  "■ 
rungen  der  Wissenschaft  sind  eine  Frucht  der  oben  erfrähntn  " 
Einführung  der  Jacohi'schen  Funktion  in  die  Theorie  der  elfip- " 
tischen  Transcendenten.  '  ' 


obi   hat  sich   wiederholt    mit   der  Reduktio 


ind^yj 
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ntmting  doppelter  und  vieirather  lutef^rale  beerhäfligt  Ich 
IhirSbne  hier  besonilers  der  einfachen  Methode,  durch  irelche  ef 
l(e  Bestimmung  der  Oberßüebe  eines  nngleichaxigen  EilipsaidM^ 
mf  elliptische  Integrale  der  ersten  und  ziveiten  Gattung  znrück- 
febrt,  welche  Zurtickführung  Legendre,  zu  dessen  schünstw  1 
Leistungen  sie  gehurt,  »nr  mit  Hiiir«  sehr  verborgener  EigOD-  j 
nbafleu  der  Integrale  der  dritten  Gnltung  gelungen  war.  In  einer 
uderii  hierher  gehürigen  Abhandlung  bar  Jaeubi  düs  Euler'sch* 
jhdditionalhenreni  auf  du|)pelle  Integrale  ausgedehnt,  und  balds 
lirauf  bemericl,  ivie  auch  der  AbeJ'sche  Satz  einer  ähDlicheo, 
EfWeiterung  fähig  sei.  ,    i 

Von  Jacobi's  Arbeiten  Gber  das  ebeu  genannte  Kapitel  der, 
liitegT»lrechnung  ist  nur  ein  Theil  verüffeullicht  worden.  Eine 
trosse  Abhandlung,  welche  die  Attraktion  der  Elüpsoide  zum  G»-' 
[eiislande  hat,  obgleich  seit  langer  Zeit  beinahe  vollendet,  ist' 
nher  uDgedruckt  geblieben  und  nur  durch  einige  gelegentlich« 
JatiEi-n  bekannt  geworden.  Als  er  sich  niJt  dem  erwähnten  Pro« 
lern  be^chäfligte ,  kam  er  auch  auf  den  Bchönen,  von  Poissou 
n  dieselbe  Zeit  gefundenen  .Satz,  nach  wek-hem  die  Anziehung;  ; 
eiche  eine  unendlich  diinue,  von  zwei  concentrischen,  ähnlichen 
id  ähnlich  liesenden  ellipsoiditchen  Flächen  begrenzte  Schal«i 
if  einen  l'uokt  im  äusseren 'Räume  ausübt,  ohne  Inlegralzeichetf 
irgestellt  werden  kann.  Jacobt  hat  dieses  Umstanden  nie  fiffent« 
ch  Erwähnung  gelban,  obgleich  er  sich  dabei  auf  das  Zengni» 
ehrerer  Mathematiker  hätte  berufen  kiinnen,  denen  er  den  Sats. 
Igetheilt  hatte,  ehe  die  erste  Anzeige  der  Potäsou'ecben  Ab^ 
mg  erschienen  war. 

^it  den  eben  besprochenen  Untersuchungen  hängt  eine  andere 
jacobi's  zusammen,  die  wegen  ihres  überraschenden 
tvsaltateN  hier  nicht  unerwähnt  bleiben  darf.  Maclaurin  hat 
ekannthcb  zuerst  gezeigt,  da^K  eine  homogene  flüssige  Masse 
tit  Beibehaltung  ihrer  äussern  Gestalt  sich  gleichriirmig  um  eim 
Este  Axe  drehen  kann,  wenn  diese  Gestalt  die  eines  Rotation»^ 
illipsoides  ist,  und  dieses  schone  Resultat  ist  spiiter  von  d' Alem- 
lert  und  Laplace  durch  den  Nachweis  Tervollständigt  wordenr 
[ass  jedem  Werlbe  der  Winkelgeschnindigkeil,  wenn  dieser  unter 
liner  gewissen  (Frenze  liegt,  ziiei  und  nur  zwei  solche  Ellipsoide 
nttiprechen.  Lagrange  scheint  zuerst  an  die  Möglichkeit  ge- 
lacht zu  haben,  duss  auch  ein  ungleicbaxigcs  Ellipsoid  den  Be*^ 
higungen  der  Permanenz  genügen  könne;  wenigstens  geht  dieser 
r«B«e  Mathematiker  in  seiner  analytischen  Mechanik  bei  Beband- 
iDg  dieser  Frage  von  Formeln  aus,  «eiche  für  ein  beliebiges 
Jlipsoid  gelten.     Indem  er  aber  so  lu    zwei  zu   erfüllenden  Glei- 
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Antigen  gelangt,  in  welchen  die  beiden  Aequatoriulaxen  auf  ain^. 
syramelci seile  Weitse  entbnilen  sind,  zieht  et  aus  dieser  viyWH^r,  ^ 
t^ie  den  Schiusa,  dasa  jene  A^en  gleich  sein  (^üaseo,  ^ähfeij^ 
t  Hoch  nur  daraus  iolgt,  dass  sie  gleich  ^ein  kiinnen,  ho  daifS  I 
'  l}^ide  Gleichungen  in  eine  un<l  mit  der  von  iUaclauiii)  z<4?lHj^l 
aHrgestellten  und  von  d'Alemhert  und  Laplace  di^cuürt^  I 
:^qmnien  fallen.  _J 

Der  Verfasser  eines  bekannten  Lehrbuchs.  dcT  in  der  Dar^  * 
Stellung  diesee  Gegenstandes  Lagrange  gefolgt  ist  und  den  «bcK  4 
«nväbnten  übereilten  Schluss  mit  dem  VVorte  „nathnendig"  be^  I 
gleitet,  erregle  zuerst  Jacobi's  Verdacht,  welcher  hei  genaue^J 
rec  Betrachtung  jener  zwei  Gleichungen  zu  seiner  und  getvias  alle^J^ 
H^thematiker  grossen  Ueberraiichung  bald  fand,  dass  auch  ei)|X 
upgleichaxiges  EHipsoid  den  Bedingungen  des  Glfiicbgeivicblä  S^Jl. 
niigen  kann.  ,  i_ 

Uer  Veranlassung,  welche  Jacobi  in  seinen  Unt ersuch u uga j)r 
über  die   Attraktion   der   Eliipsoide    fand,    sich   mit  den    fittokat^ 
«weiten  Grades  zu  besL-hüftigen,  verdankt  man  die  Keunlniss  mel'l« 
lerer  interessanter  Eigenschaften  und   einer  buchal   eleganten  Ebif 
aeuguna&neise  dieser  Flachen.     Die   mir  gestellten  Grenzen  mifr  i's 
gen  mfch,  mich  auf  diese  Andeutung  zu  liescbränken,  und  Jaca>  ' 
Üi's  iibrifre  der  Geometrie  gewidmeten  Arbeiten  nur  dem  Gegenstand  . 
nach  zu  bezeichnen.     Ich  nenne  daher  nur    die  Abhandlung  Üher  1, 
ein    Problem   der    EJementargenmetrie,    welches    vor   ihm   nur  iaf 
»peciellen  Fällen  behandelt  wurden  war,    und  dessen  TolUtünifiga  . 
liGsung  er  aua  der  Theorie  der   elliptischen  Tranacendenten  ab>  I  ~ 
leitet,   aeine  Untersuchungen  üiier  die  Anzahl  der  Do|ipeltange»i 
ten  algebraischer  Curven  und  einige  kleinere  Aufsfitze,  in  welchen 
er  Sätze  fiber  die  Erümniung  der  Fl&chen  und  kürzeste  Linien  mit  ]" 
grosser  Einfachheit  auf  rein  synthetischem  Wege  beweist,  ' 

^u  Jacobi's  wichtigsten  Untersuchungen  gehüren  dif jf niymi' L 
fth^c  die  analytische  Mechanik.     Hamilton  hatte  die  intetessant^  \f 
Etitdeckung    gemacht,    dass    die   Integration    der    lkiffereQUslgtBi>  l 
chungen  der  Mechanik  sich  immer  auf  die  Lo^^uvg  von  zwei  sif^iflt  l 
tanei)    partiellen    Differentialgleichungen   surttckführen   lässt,    ab«l  , 
dieiie  Entdeckung  war,  wie  merkwürdig  sie  auch  erscheinen  inusstft  ^ 
vSlIig  uut'ruchtbar  geblieben,  bis  Jacobi  sie  von  einer  unnÜthigM 
Complication  befreite,   indem  er  zeigte,   dass  die"  zu  findende  L*i  ^ 
snng    nur    einer    der   beiden    partiellen  Differenti^lgleichungeD  »  ' 
geniigen  braucht     Indem  er  vermittelst  der  so  vereit^achten  Tb«»-.  ' 
lie,    um  nur  eine  der  zahlreichen  Anwendungen  aniuführen,    daf 
noch   ungelöste   Problem    behandelte,    die  geodätische   Linie  aftt 
dem  ungleichaaigea  Ellipsoid  zu  bestimmen,    gelang  es  ihm,    OlM 
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)  eines  aDalytiachen  lostruraeuts,  wetchea  sieb  gcIumi  frühwi, 
In  seinen  Häiulen  als  selir  wirksam  gezeigt  halle  und  jetzt  untBK^  ■ 
deiD  Manien  der  elliptischen  Coordinaten  atl^«DMtn,  belcaant  t*^ ' 
die  partielle  Oifferentia1i;leicbung  zn  inte^riren  und  so  di«  Gleiclmi^  J 
der  ß^odätischen  Linie  iiT  Form  einer  Relation  zwiäehe»  bwi^  j 
AbeTscheu  Integralen  darzustellen.  Diese  Jacobi'scbe  Eut<i 
deekutis  ist  die  Grundlage  eines  der  schÜnsIeD  Küf)itel  dec  buha«-r 
m  Geometrie  geworden,  welches  deutsche,  IVanzüeisabe  und|fi 
tnglische  IVIathematiber  wetteifernd  aii^gehildet  haben. 

Durch  den  oben    erwähnten   Ziisamnieiihung  zwischen  siuem  '•■ 
Systeme     von    gei«'ühnlicben    Differentialgleichungen    und    ei n &fti  F 
prtiellen  Differentialgleichung  wnrde  er,  die  Sache  in  umgekeht-t 
tK  Ordnung  betrachtend,   zur  Theorie  der  |>artiellen  Differential»' 
^chun^eii  iturückgeführt ,    mit    tvelcber  er  sich   schon    in    einer'   \ 
Niger  frühesten  Abhandlungen  über  die  Pral'l'scbe  Melliude  l 
■tfaiftigt   hatte,    und  gelangle  jetzt  zu  dem   Be«ultate,    dasB  voKi  ^ 
ler  gansten    Keihe   von    Systemen,    deren  Buicessive    Integra ü<N*' , 
Hikif  fordert,  die  Behandlung  des  ersten  alle  übrigea  übeTHüssigl  J 
Mcht,    daKS  also   schon  der   erste  Schritt  der  früberea  Melhod<l>  \ 
allstiindig  zum  Ziele  l'übrt. 

Einen  ähnlichen  Charakter  hat  die  Vervollkommnung,   nelchB- 
ie  Variationsrechuung  Jacobi  verdankt.     Während  zur  Existenr 
Ines    Masimnnis    oder  IVlInimums    das   Versch"inden    der    ersten" 
'ariatlon  nothwendig  ist,    so  ist  diese  Bedingung  allein   nicbf  i 
lisrei  übend  und  erst  die  Beschaffenheit  der  zweiten  Variation 
Dtecheidel,    ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  oder  keines  von   1^ 
«Iden  etattündet.     ZuTolge  der  Theorie,  wie  sie  Jacnbi  vorfand,'' 
raren  nach  den  Integralionen,    die   durch    das  Verschwinden   der* 
rsten  Variation  gefordert  werden,    neue  Inlegratinnen  zu  leisten,' 
im  die  zweite  Varialiau  zu   discutiren;    Jacobi  zeigte,   das«  die 
»leren  die  letzteren  involviren,  so  dass  also  auch  hier  die  voll>*  1 
Madige  Lösung    der  Aufgabe    bereits    mit    der    Vollendung-  deü'^ 
Tsten  Schrittes  gegeben  ist.  * 

Wenn  es  die  immer  mehr  hervorfreiende  Tendenz  der  neuer  i 
en  AnalysLs  ist,  Gedanken  an  die  Stelle  der  Rechnung  zu  setzen,' 
10  giebt  es  doch  gewisse  Gebiete,  in  denen  die  Rechnung  ihr 
lecht  behält.  Jacobi,  der  jene  Tendenz  so  wesentlich  gefür- 
lert  hat,  leistete  vermöge  seiner  Meisterschaft  in  der  Technik 
lach  in  diesen  Gebieten  Bewnndernngs würdiges.  Dahin  gehören, 
leine  Abhandlungen  über  die  Transformalibn  homogener  Funktionen 
les  zweiten  Grades,  über  Elimination,  über  die  simultanen  Werthe, 
iMlcb«  einer  Anzahl  von  algebraischen  Gleichungen  genügen,  übet' 
^  Gmkehning:  det  Reiben  und  über  die  Theorie  der  Determiaan- 
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ten.  In  dem  letztgenannten  Kapitel  lerdankl  man  il 
gebildete  Theorie  iler  von  ihm  mit  (tetn  Kamen  der  Fun! 
Determioanten  bezeiclinettin  AuHdrQcke.  Indem  er  die  Anal 
dieser  Ausdriicke  mit  den  Differentialquotienleti  «eit  verfe 
gelangte  er  zu  einem  allgemeinen  Principe,  welches  er  das  Prini 
dea  letzten  Mulliplicntnrs  nannte,  itnd  welchem  hei  fa»it  all« 
den  Anwendungen  vorkrimni enden  Jnte!;ratiaiisprol)temen  die  letlH 
Intf^'ir.ition  zu  bewerkstelligen  dan  Mittel  i;iehl.  indem  es  den  dnm 
err'inlerlichen  intesrirenden  Faktor  n  priori  nni^iettt. 

üer  Einfluss,  wetclien  Jacobl  auf  die  Furlschritte  der  Wi 
senschaft  geübt  hnl,  fvilrd«  nur  unvollständig  hervortreten,  nei 
ich  nieht  seiner  Thiitigkeit  ala  öffentlicher  l^ehrer  ErwShnnngi 
thäfe.  Es  war  nicht  seine  Sai:he,  Fertiges  und  Ueberliefettw 
VOM  neuem  zu  Gbcrliefern  :  seine  Vorlntiun!;en  bewegten  sich  säinnit< 
lieh  iinsserbalb  des  Gebietes  der  Lehrbücher,  und  umfassteti 
diejeni|;en  Theile  der  WissenschaTt,  in  denen  er  selbst  schoftai' 
atil'-;etreten  war,  und  das  hiess  bei  ihm,  sie  holen  die  reichatT  ^ 
Ffille  der  Abwechselung.  Seine  VortVSge  zeichneten 
durch  diejenige  Deutlichkeit  aus,  welche  auch  der  geist^Mr 
Annuth  oFl  zu  Theil  wird,  sondern  durch  eine  Klarheit  hübenr 
Art.  Er  suchte  vor  Allem  die  leitenden  Gedanken,  welche  jeder 
Theorie  zu  Grunde  liegen,  darzustellen,  und  indem  er  Alles,  (f» 
den  Schein  der  Künstlichkeit  an  sich  tntg,  entfernte,  entwickelte, 
sich  die  Lösung  der  Probleme  so  naturgemäss  vor  seinen  Znt 
hiirern,  dass  diese  Aehnliches  schaffen  zu  küunen  die  Uoffnung 
fassen  konnten.  Wie  er  die  sijhwierigslen  Gegenstände  zu  bf-hui-, 
dein  wusste-,  konnte  er  seine  Zuhörer  mit  Recht  durch  die  Ver^ 
Sicherung  ermutbigen,  dass  »le  in  seinen  Vorlesungen  sich  out, 
ganz  einfache  C-edanken  anzueignen  haben  würden. 

Der  Erfolg  einer  so  ungewühnlicheu  Lehrarl,  nie  ich  sie  ebeV' 
geschildert  habe  und  wie  sie  nur  einem  scböprerischen  Geiste  ni' 
Gebote  steht,  war  wahrhaft  auaserordentlieb.  Wenn  jetzt  in  UeutselK 
land  die  Kcnntniss  der  Methoden  der  Analysis  in  einem  Gni^l 
verbreitet  ist  wie  zu  keiner  frühem  Zeit,  weon  zahlreiche  jünger« 
Mathematiker  die  Wissenschart  nach  allen  Richtungen  erweiter», 
und  bereichern:  so  bat  Jacobi  an  einer  so  erfreulichen  Erschü- 
nung  den  wesenlliuhsten  Antheil.  Fast  alle  sind  seine  SchOlWr 
gewesen,  selten  ist  ein  aufkeimendes  Talent  seiner  AufmerksBiif 
keit  entgangen,  keinem,  sobald  er  es  erkannt,  hui  sein  iurdem- 
der  Rath,  seine  aufmunternde  Theilnnbme  gefehlt. 

Ich  habe  mich  eben  bemüht,  Jacobi  als  Erfinder  und  m 
seiner  Wirksamkeit  als  Lehrer  darzustellen,  Süll  ich  jetzt  den 
Versuch  wagen,   ihn  zu  schildern,   wie  er  ausserhalb  der  wissen- 
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denen    erschien,     die    den    mathemalUcheii 
stehen,    so  muss  ich   en   nis  den  GraiiilEiig 
lehnen,  rlass  er  gann  in  der  Welt  der  Gedan- 
in  ihm  Das,  wnza  es  bei  den  meisten,  selbst 
lUensclicn,    eines   besonderen    ÄnUiuIs   bedarf,    das 
habituellen  Zustande  und  »ie  zur  znellcn  Natur  ge- 
Wenn   etwas  im  Leben  oder  in  der  Wissenschaft 


einmal  seine  Aufmerksannkeit  erregt  hafte,  so  ruhtft  er  nicht,  bis 
er  es  zu  eigenen  (bedanken  verarbeitet  halte,  und  mit  dieser  un- 
Dnterbrochenen  geistigen  Thäligkeit  war  in  ihm  ein  so  seltenes 
Gedächtniss  vereinigt,  dasser  Alles,  womit  er  sich  einmal  her 
Gchäftigt  hatte,  sich  sogleich  vergegenwärtigen  und  darüber  ver- 
ßg«n  konnte, 

Der  unerschüp  fliehe  Vorrath  au  Wissen  und  eigenen  Gedan- 
ken, welcher  Jacobi  jeden  Augenblick  zu  Gebote  stand,  eine 
seltene  geistii;e  Beweglichkeil,  durch  die  er  sich  jedem  Alter, 
jeder  Fassungskraft  anzupassen  wussle,  und  eine  eigenthiimlich 
famnoristische,  die  Uinge  scharf  hezeichriende  Ausdrueksneiee  ver- 
lieben dem  grossen  Mathematiker  auch  im  geselligen  Verkehr 
eine  nngenühnlicbe  Bedeutung,  die  noch  durch  die  Bereitwillig- 
keit, wisseTischaftliche  Fragen  aua  dem  Stegreif  zu  beiiandeln 
erhöht  wurde.  Diese  Bereitwilligkeit  entsprang  aus  dem  innersten 
Wesen  seiner  Natur,  die  in  der  Ueberninduug  von  Schwierigkei- 
ten ihre  eigentliche  Befriedigung  fand,  und  es  lag  daher  für  ihn 
ein  ganz  besonderer  Reiz  dariu,  wissenschaftliche  Ergebnisse 
durch  einfache  Betrachtungen  seihst  solchen  verständlich  zu  macben, 
deneu  üie  dazu  scheinbar  unenthehrllchen  Vorkenntnisse  fehlten. 
■  KuT  musste  er,  um  einen  i^olcbcn  Versuch  anzustellen,  die  Ueber- 
leagung  haben,  dass  die,  mit  welchen  er  sich  unterhielt,  ein 
wirkliches  Interesse  an  der  Sache  nahmen.  Wo  rr  hingegen  ge- 
dankenlose Neugier  zu  bemerken  glaubte  oder  entschiedene  Mei- 
nongen  mit  Selbstgefälligkeit  von  solchen  aussprechen  hörte,  die 
sich  nie  die  harte  Arlieit  des  Selhstdenkens  zugemulhet  hatten, 
'  tetliess  ihn  die  Geduld,  und  er  machte  dann  gewöhnlich  der  Un- 
terhaltung durch  eine  ironische,  nicht  seilen  scharf  abweisende 
Bemerkung  ein  Ende.  Mat  hat  ihm  oft  vorgeworfen,  dass  er  sich 
bei  solchen  Anlässen  seiner  geistigen  Kraft  zu  sehr  beivusst  ge- 
zeigt habe.  Aber  die,  ivelche  ihn  so  beuTtbeilten ,  würden  viel- 
leicbt  ihre  Meinung  geändert  haben,  hätten  sie  den  Preis  gekannt, 
tun  welchen  er  das  Recht  auf  ein  solches  Bewusstsein  erlangt 
hatte.  Ein  Brief  aus  dem  Juhr  1S24,  aus  einer  Zeit  also,  zu 
,.  welcher  Jacobi  noch  völlig  unbekannt  war  und  daher  durchaus 
uMl^  Interesse  haben  konnte,  seine  geistigen  Kämpfe  mit  übertrle- 
^Hfev  Farben  eu  aehildem,    enthält  folgende  Stelle,    die  itih' als 
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Berliti:6Tilig«n  Beitrag  sur  1'harakleristik  des  ailMeTord*DlKcbeH 
lAannes  hier  wSrtlich  loiltbeile.  Jacobi  irar  danial»  ebe» 20  Jahr* 
alt  geworden  und  seil  etwa  einem  Jabreausachliesslich  mit  nia(hc> 
natischeD  Stadit-n  lieochäftigt. 

„£s    ist  eine  tiaiire  Arbeil,    die  ich    gethun   habe,    und   eine 
Muifl  Arbeit,  in  der  ich  begriffen  bin.    Nicht  Fleiss  und  Gedacht-    | 
niss  sind  es,  die  hier  zum  Ziele  fiihren,    sie  sind  hier  die  unter*    | 
geordnetsten  Diener  des  «sich  tievregeuden  reinen  Gedankens.    Aber   '. 
(^rtnäckiges ,  birnzerspTengemles  Nachdenken  erheit-cht  mehr  Ki^aft  ^ 
als  der  ausdauernsle  Kleiss.     Wenn  ich  daher  durch  stete  Uebbng  « 
dieses  Nacfadenkenti  einige  Kraft  darin  gewrinnen  habe,  so  glaube   1 
man  nicht,    es  sei  mir  leicht  geworden,    durch  irgend  eine  glücl^  ' 
liehe  Naturgabe  et^ra.     Saure,  saure  Arbeit  bah'  ich  zu  bestehen,   . 
und  die  Angst  des  Nachdenkens  hat  oft  niächti«;  an   meiner  Ge- 
"indhelt  gerüttelt.     Das  ßenusstsein   freilich   der  erlangten  Kraft 
fclebt  den  schilnsten  Lohn  der  Arbeit,    so  wie  uiederum   die  E^ 
muthigung,    Fortznfahren  und  nicht   zu  erschlaffen.     Gedankenfoaa 
Menpchen,    denen  jene  Arbeit  und  jenes  Rewusstsein  also  auch 
ein  ganz  fremdes  ist,  suchen  diesen  Trust,  der  doch  allein  machen 
kann,  dass  man  auf  der  schivierigen  Bahn  den  Mutfi  nicht  sinken 
ISsst,  dadurch  zu  verkümmern,  dass  sie  das  Bewusstsein,  ein  «^ 
ne's,  freien  zu  sein  —  denn  nur  in  der  Belegung  des  Gedanlceiil 
ist  d«r  Mensch  frei  nnd  bei  sich  —  unter  dem  Namen  EigendüD- 
bei  oder  Anmaassung  gehässig  machen.     Jeder,  der  die  hiee  einer 
Wissenschaft  in  sich  trägt,  kann  nicht  anders,  als  die  Dinge  dar- 

I  nach  abschätzen,  nie  sich  der  menschliche  Geist  in  ihnen  offeif 
bart:  nach  diesem  grossen  Maassstabe  musa  ihm  daher  manches 
•Is  geriiigfi'igig  vorkommen,  was  den  andern  ziemlich  prerswflrdlg 
^^scheinen  kann.  So  hat  man  auch  mir  oft  Anmaassung  voi^ 
worfen,  oder  nie  man  mich  am  echttnsten  jrclnbt  hat,  indem  man 
einen  Tadel  auszusprechen  meinte,  ich  sei  stolz  gegen  altes  Nte* 
dere  und  nur  demfrtbig  gegen  das  Höhere.     Aber  jener  unendltche 

,  Haassstab,  den  mnn  an  die  Welt  in  sich  and  ausser  sich  legt, 
Kindert  vor  alier  Ueberschätzung  seiner  selbst,  indem  man  immer 
das  unendliche  Ziel  im  Auge  hat  und  seine  beschränkte  Kraß. 
In  jenem  Stolze  und  jener  Demuth  ivill  ich  immer  zu  bebarreo 
«treben,  ja  immer  stolicer  und  immer  demutbiger  werden." 

pass  es  bei  Jacobi  keine  blosse  Phrase  wai,  wenn,  e*  vmI 
qich  sagtj  dass  er  die  Uiitge  darnach  abschälze,  wie  sich.  dBT 
^enscblicbe  Geisl  in  ihnen  offenbare^  uud  dass  er  wirklich  AlleB), 
I  w»B  die  Welt  der  Gedanken  nicht  berührte,  wenn  niübt  mit  GIßicIv 
glUtf gkciit ,  doch  Diit  Gleicfamuth  behandelte,  hat,  erindeiv  Kcbwwa. 
ngsl*a,La£en  seine''  Leben»  geneigt  Am  be« underung&nüqdig 
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'iffenbarte  sieb  dieser  n-ahrbaft  philosophische  lileichmuth,  als  Um 
<1rs  Unglück  traf,  sein  gaiisea,  von  mnci»  Vater  ererbtea  Ver* 
nirigen  zu  verlieren,  ein  VeTJust,  der  ibni  um  so,  empfiQdlicher 
tiätte  sein  küiineii,  als  er,  seit  zehn  Jahren  verheiriilhel>  Hir  ei»« 
iqblreichc  Familie  zu  surgeu  hatte.  Wer  ihn  damals  sah,  qls  er 
tob*>if|«eitt  war,  um  seiner  von  äbnücheni  \'erliiste  Uetroffetieii 
Untter  mit  Rath  und  That  beizustehen,  konnte  in  seiit^r  ätiiumuiiH 
nicht  die  geringste  Veränderung  wabrnebnien.  Et  44pr^eL  ;iüt: 
demselbeD  Interesse  ivie  ininier  vou  wiseenscbarHithou  Uiiigen  iit^d 
klagte  nur  darüber,  dass  die  unenvarlete  Heise  ihn  aus  einer  On- 
lersucfaung  gerissen  habe,    die  ihn  gerade  lebhaft  beschäftigte. 

Wie  Jucolii's  GedanketicuUus  sich  in  der  Anerkennung  Tor», 
Abel's  grosser  Entdeckung  kund  gab,  habe  i<:h  schou  früher, 
erwähnt.  Einen  ühulicheu  Sinn  zeigte  er  luv  allet«  geistig  Bedeu- 
tende, und  auf  ihn  findet  der  Auxspruub  eines  allen  Schriftstelleii« 
keine  Anviendung.  dass  die  Menschen  eigentlich  nur  das  bewun- 
dern, was  sie  selbst  yollbringen  ku  können  glauben.  fJeine  An- 
erkennung umfassle  das  ganze  geistige  (lebtet,  und  in  seiner 
Wissenschaft  ivar  Jacobi's  Frende  ober  eine  fremde  Erfindung 
im  so  lebhafter,  je  mehr  sich  diese  durch  ihr  Gepräge  von  set- 
aen  eigenen  Schöpfungen  untcrschieil.  Es  irar  eine  ihm  natür- 
liche Belegung,  in  solchem  Fatlc  den  Aufdruck  seines  Beifalls 
durch  das  Uestäiidni»s  zu  verstiirken,  daes  er  diesen  (iedaukea 
nie  gehabt  haben   würde. 

EiS  bleibt  mir  nun  noch  übrig,  das,  was  ich  oben  von  Jaen<-- 
bi'n  Bussern  Lebensverhältnissen  erwHhnt  habe,  mit  wonigen  Wo^' 
tev  XU  vervollständigen.  i  ' 

Als  er  seine  Untersuchungen  über  die  elliptischen  Funkttojfi.ea 
bekannt  zu  machen  anfing,  war  er  noch  Privatdocent;  die  Bewiiii. 
ilerung,  welche  seine  Entdeckungen  hei  allen  denen  erregten,  denen 
ip  solchen  [)ingen  ein  Urtbeil  zustand,  hatte  die  Folge,  dass  er 
iogleicb  zum  ausserordentlichen  und  bald  darauf  zui%  ordentlichen, 
Professor  befördert  wurde. 

Indem  ich  von  der  Aufnahme  rede,  welche  AbelV  und  Ja- 
cobi's EnldeckMngen  —  denn  beider  Namen  sind  hier  unzertrenn- 
lich —  hei  lallen  Fachgenossen  fanden,  kann  ich  nicht  umbin,  des 
Mannes  namentlich  zu  erwähnen,  der  durch  seine  vieljährigen 
ForMchungen  ganz  besonders  berufen  war,  den  unerwarteten  Fort; 
schritt  nach  seiner  ganzen  Bedeutung  zu  würdigen.  Lcgendre., 
der  seine  Zeitgenossen  so  oft  der  Theilnabmiosigkeit  angeklagt 
and  noch  kurz  vor  jener  Zeit  das  Bedauern  ausgesprochen  hatte,, 
^iSß.   seine    Li^lingswissen^.chaft ,    voo    allen    andern    verlassen^ 
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(WtcIi  ihn  ilHätn  erst  nach  4()iahnger  Arheil,  wie  er  glaubte,  zuiu 
Abschtuss  ^ekoinincn  sei,  begrfläste  Ahet's  und  Jacobi's  Ent- 
deckungen, welche  die  Theorie  weit  Über  die  Grensen  hinaus- 
führten .  Hie  ihm  selbst  durch  die  Natur  des  Gegenwtandes  gesetzt 
ecbienen,  mit  so  warmer,  ja  enthusiastischer  Anerkennung,  dass 
68  schwer  zu  saßen  ist.  wen  eine  solche  Anerkennung  mehr  ehrte, 
die  jungen  Mathematiker,  welchen  sie  am  Eingänge  ihrer  Lanf- 
bahn  zu  Theil  ward  nder  den  edlen  AltmeiMler,  der  fast  am  Zide 
«Dgelangt  sich  solcher  Genibl.swiirnie  fähig  /.eigte. 

Eine  nicht  minder  ehrenvolle  Auszeichnung  nar  es,  als  boM 
darauf  die  Pariser  Akademie,  obgleich  sie  keine  PreisbenerbiiDg 
Ober  die  Theorie  der  elliptischen  Funklinneu  erJiffn.el  hatte,  Abel'i 
und  Jacobi's  Arbeiten  als  der  wichtigsten  Entdeckung  der  ZcH 
einen  ihrer  grossen  miilhemalischen  Preise  zuerkannte  und  zwisehek 
Jaeohi  und  Abels  Erben  theilfe. 

Ich  niuss  mich  darauf  beschränken,  hier  die  Beweise  derAli;< 
eckeunung  zu  erwähnen,  welche  Jacobi's  Elntrilt  in  die  wissef 
^  Hchaßliche  Laufbahn  bezeichneten,  die  mir  gesteckten  GtKuta 
gestatten  mir  nicht,  alle  die  Auszeichnungen  anzuführen 
aucb  später  in  so  reichem  Maasse  zu  Theil  wurden,  i 
Erwähnung  in  einer  ausfkihrlichen  ßiographie  nicht  fehlen  Ai 

Bald  nachdem  Jacobi    Im  Jahre   i82U  seine  „Fundai 
noEa  tkeoHae  funct.  elli/iL",    die   nur  einen  Theil   seiner  Gl 
suchungen  über  diesen  Gegenstand  enthalten,  verölTentlieht 
nachte  er  die  erste  grüsseie  Reise  in's  Ausland,  schlug  deu: 
Aber  GSttingen  ein,  um  Gauss  persönlich  kennen  zu  lerneui«: 

..jnilte   sich  dann  nach  Paris,    wo   er  mehrere  Monate    

Hielt  und  wo  damals   ausser  Legendre,    mit  dem  er  s6it  ISi 
rer  Zelt   in   naher   brieflicher  Verbindung  sinnd    und    für  den   «r 
iinmer  eine  grosse  Pietät  bewahrt  hat,  noch  Eourier,  Poisson 
nind   aridere    hervorragende    Mathematiker,    die  Jacnbi   überlebt 
liähen,  vereinigt  waren. 

Eine  zweite  Reise  ins  Ausland  unternahm  Jacobi,    der  seit 

1831  mit  einer  Frau  von  hervorragender  Geiütcsl'ildungverheiratbet 

ir,  erst  wieder  im  Jahre  1842  in  Gesellschaft  seiner  Frau.     Die 

'   "Veranlassung  zu  dieser  Reise  war  für  ihn  zu  ehrenvoll,    als  dasa 

''Ich  sie  unerwübnt  lassen  könnte.     Dem  erleuchteten  Staatsmanne, 

welcher    damals    an    der  Spitze  der  Verwaltung   in    der  Provinz 

Preussen  stand,    schien    es  im   Interesse  der  Wissenschaft  wfin- 

^chcnsuerth,  dass  Bessel  und  Jacobi  einmal  der  schon  ort  an 

^ie  ergangenen   Aufforderung   zur   Theilnahue  ao   der  jährlich  iti 

Efjgländ   Statt   Rndenden   Gel  ehrte  nrersamralung  Folge   lelstetMi 
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1  er  «teilt«  daher  h«i  dem  Kr>nige  den  Antrug  auf  BewUligviig 
\  der  Kwteß  zu  einer  :»olchen  liei»e.    iTelchum  Antrag^e  Se.  Maja> 
t  nit  Küniiilicher  MuniCrenz  zu  wilirahreii  gerubte. 


Bald  nach  seiner  Rffckkehr  von  dieser  Rei^e  zeigten  sich  bei 
dIii  die  Syniptomi-  eiiit^r  leirltT  unheilb.irett  Krankheit.  Er 
kwebfe  Ifinpere  Zeit  in  der  grrissteri  (iefahr,  und  als  diese  cnd- 
(ur  den  AusenUitU  beseiligt  «ar,  erklärten  seine  Aerzte  zu 
er  Kräftiguns  einen  längeren  AufcDlbalt  in  einem  südlichen 
KUma  fQr  nolhivendig.  Diese  arztliche  Erkläniug  setzte  Jacobi 
in  nicht  geringe  Vertes^nheit,  aliiT  dies«  Verlegeuheit  war  nicht 
von  langer  Dauer,  denn  die  Lage  der  Sache  ivar  nicht  sobald 
dar<!h  unseren  Collegen  Alex,  von  Humboldt,  dessen  getricb* 
fige  Vermilteluiig  nirfiend  fehlt,  wo  es  die  Ehre  der  WisseDscbaft 
tmd  das  Wohl  ihrer  Vertreter  gilt,  zur  Kenntnis«  Sr.  Majestät 
deet  Küuigs  gebngt,  als  durch  einen  neuen  Akt  Königlicher  Gross- 
nralh   eine  ansehnliche  Summe   zu  einer  Reise  nach  Italien  ange- 

Das  milde  Klima  von  Rom,  wo  Jacobi  den  Winter  zubrachte, 
ffirkte  so  woblthStig  auf  ihn,  dass  die,  welche  ihn  dnrt  sahen, 
weit  entfernt,  in  ihm  eineu  Keconvalesceuten  zu  erkennen,  über 
fieine  wahrhaft  aiisscrordenllicbe  Thüligkeit  erstaunen  tnussteo. 
Er  Sf^hrteb  nicht  nur  irahrend  der  fünf  Monate  seines  dortigen 
Aofenlhaltes  ausser  mehreren  kleinern  Aufs.'itzen,  welche  in  einer 
wissent^cbaniichen  /Ceitscbrift  in  Rom  scilist  erschienen,  eine 
«richtige,  sehr  iimfangreiche ,  für  das  Crelle'sche  Journal  be- 
stimmte Abhandlung,  sondern  nnternahm  auch  die  Vergleichung 
der  im  Vatikan  ai^fbewahrten  Handschriften  des  Diopha,ntus, 
n!t  tf:e|cbeni  er  sich  seit  längerer  Zeit  ungelegentlich  beschäftigt 


'  In  sein  Vaterland  zurückgekehrt,  wurde  er  von  Königsberg 
ueh  Berlin  vernetzt,  wo  das  wenigstens  relativ  mildere  Klima 
Min«  Gesundheit  weniger  zu  bedrohen  schien.  Ohne  hier  der 
Onivereität  anzugehören,  halte  er  nur  die  Verpflichtung,  Vorle- 
smgCD  zu  halten,  so  weit  es  mit  der  Schoimng,  deren  sein  Ge- 
nodheitszu stand  t-o  sehr  bedurfte,  verträglich  sein  würde.  Seine 
•ebriftstellerische  Thatigkeit  während  seines  hiesigen  Aufenthal- 
tes stand  gegen  die  der  besten  Königsberger  Zeit  kaum  zuiiiclc, 
wie  -es  die  Jiier  in  etiva  6  Jahren  geschriebenen  Abhandlungen 
hMengen,  nelche  zwei  starke  Quartbände  ITillen. 

Zn  Anfang  des  Jahres  IS51  hatte  er  einen  Anfall  der  Grippe 
»I  bestehen;  da  er  sich  jedoch  schnell  erholte  und  ivieder  mit 
grossem  Eifer  zu  arbeilen  anfing,    so   durften  seine  Freunde  sich 
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der  HAffnung  fiberlaesen,  ifass  «t  ihnen  und  der  WisseoeAhalt  noch 
Innge  erhalten  bleiben  wflrde,  als  er  pICtzlich  am  II.  Februar  von 
Neuem  erkrankte.  Sein  Zustand  erre<;te  8oi>leich  die  griiseten  Be- 
Kornniase,  und  als  man  nach  einigen  Tagen  erl<annte,  dass  er  von 
den  Blattern  ergriffen  sei,  die  auf  dem  durch  das  alte  Ueb<;l  ud- 
temühlten  Boden  den  büs artigsten  Charakter  zeigten,  echiraiid. 
jede  Hoffnung.  Den  ]8.  Februar,  Abends  11  Uhr,  acht  Tage  uacb 
seiner  Erkrankung,  erlag  er  ohne  Kampf. 

Jacohi'«  wIsKenschaniiche  Lanrbohn  umfasst  gerade  ein 
Vierteljahrhundert,  also  elben  weit  fttfrzern  Zeitraum,  als  die  det- 
tileieteii  frühern  Mathematiker  ersten  Banges,  und  kaum  die  Hälft« 
der  Zeit,  über  welche  sieh  Euler's  Wirkfiamkelt  erstreckt  hat, 
idit  dem  er  nie  durch  Vielseitigkeit  nnd  Frnehtbarkeit,  so  auch 
flariti  die  grilsste  Aehnlichkeit  hat,  dass  ihm  alle  UairKmittel  der 
Wissenschaft  immer  gegenivärtig  H'aren  und  jeden  Augenblick  m 
Gebote  standen. 

Der  Tod,  welcher  ihn  so  früh  und  sn  plötzlich  im  Besitze 
seiner  vollen  Kraft  von  der  Arbeit  hinweggenommen,  hat  d«  ' 
Wissenschaft  die  grossen  Bereicherungen  nicht  gegünnt,  die  i» 
ibi\  Jacohi's  nie  ermüdender  Tbätigkelt  noch  erwarten  durRc. 
|Ud#if)  Ich  dies  ausspreche,  thue  ich  es  nicht  nur  in  der  Voraus- 
Setzung,  dass  in  einem  solchen  Geiste  die  Echiipfcrische  Krad 
nur  mit  der  physischen  zugleich  erlöschen  konnte;  ich  habe  auch 
^IhC  Reihe  von  fast  vollendeten  Arbeiten  vor  Augen,  an  die  er 
selbst  in  kurzer  Zeit  —  vielleicht  nährend  des  Drucks,  wie  er  ei 
ül  der  letzten  Zeit  so  gern  that  —  die  letzte  Hand  hätte  legen 
kSnnen  und  die  jetzt  äiirch  seine  Freunde  als  BrucbstQcke,  in  un- 
Vollkommener  Form  an 's  Lieht  treten  müssen.  Noch  während 
seiner  Krankheit,  kaum  vier  Tage  vor  seinem  Tode,  beklagte  er 
das  Missgescbick,  welches  über  vielen  seiner  grüssern  Arbeiten 
gewaltet  habe,  die  Kranklieit  oder  häusliches  Unglück  unterbrochen 
b»be.  Wenn  ich  dann,  setzte  er  wehniilthig  biniu,  später  an  die 
Atbeil  zurückkehrte,  habe  ich  lieber  etwas  Neues  anfangen,  al^ 
Untersuchungen  wieder  aufnehmen  wollen,  die  so  traurige  Erinne- 
ntngen  in  mir  erweckten.  Alter  ich  sehe  ein,  dass  ich  nicht  ISn- 
fjer  zügern  darf,  jene  allern  Arbeiten,  denen  ich  einen  so  grossen 
Theil  meiner  besten  Kraft  geividmet  habe,  der  Oeffentlichkeil  m 
fibergefaen,  wenn  sie  noch  erfolgreich  in  den  Gang  der  Wissen- 
Schaft  eingreifen  sollen.  Glilcklieher  Weise  bedarf  es  daeii  BH 
■ehr  kurzer  Zeit,  die  mir  ja  hoffentlich  nicht  fehlen  wird. 
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KJfiifiBteBk 


Von 


Herrn  Simon  Spitzer^ 

AiMti.  ani  l^riTatdoc  der  MathlDroatik  am  k.  k.  pol/teclinitciien 

lottitnte  so    Wieo» 


(< 


Mao  bestimme  die  huchsten  oder  tiefsten  Punkte  der  Fläche, 
deren  Gleichung 


a) 


2  =  q>(a:,^) 


ist    Um  dieee  zu  finden»    hat  man   bekanntlich  au«  den  beiden 
(rietciiiiiigen 


ö) 


die  reeUen  Wurzeln  jt  und  jf  tu  euth#fi ,  di«  gefundenen  Werthe  In 

tri  «ubitltliiren  mld  nachzufeefaeA ,  ob  der  »d  erhaltene  Attedruck 
Ihr  alle  sehr  kleinen  und  reellen  Werthe  von  h  und  k  tftettf  dai^- 
adbe  Zeichen  beibehält  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  bat  man,  je 
nachdem  das  Zeichen  positiv  oder  negativ  ist,  ein  Minimum  oder 
Hazimum,  im  zweiten  Fälle  Wedet  ißin  Minimum  noch  ein  Maximum. 


ai 


Es  kann  nun  sein,   dass  -r-  und  ^  einen  gemeinschaftlichen. 


dy 


X  nnd  y  enthaltenden  Factor  besitzen;  wäre  etwa 
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80  werden  offenbar  beitle  (Gleichungen  (2)  liefriedigt  fiir 

also  Tür  unendlich  viele  Werthe  von  x  und  ;/;  ich  behaupte,  io 
diesem  Falle  erhält  man  im  Allgemeinen  statt  bücbste  und  tiefste 
Punkte  büchtite  und  tier«te  Linien,  deren  Gleichungen 

,3,  !=="''■■•"• 

sind.  Ich  nenne  nämlich  büchate  oder  tiefste  Linien  auf  krummen 
Flüchen  solche  Linien,  deren  sämmtliche  Punkte  dieselbe  Hüha 
haben,  deren  nächste,  aber  nnsser  ihnen  auf  der  FISche  liegeodei 
Punkte  enttveder  alle  liefer  oder  alle  hiiber  Ue!>en. 

Dass  sämmtliche  Punkte  der  Curve  (3)  dieselbe  Höbe  haben, 
ist  leicht  einzusehen,  denn  i|'(x,^):=0  bringt  ja  identisch  j^QB^ 
-^  auf  Null,  diess  hat  zur  unmittelbaren  Folge,  dass  säranitticbe 
an  dieoe  Cnrve  gezogenen  Tangenten  horizontal  laufen,  also  hl 
diese  Curve  selbst  eine  horizontale:  ihre  Gleichungen  müssen  sid 
Bttmlt  auf  die  Form  : 


(4) 


t>ringen  lassen,  unter  h  eine  constante  Zahl  verstanden.  —  Mao 
wird,  um  diese  Formänderung  ihrer  Gleichungen  zu  bewirkeii, 
tp{x,y)  durch  ^i{x,y)  dividiren,  ist  der  Quotient  f(,x,y)  und  def 
Rest  h,  so  hat  man: 

x=<p{x,y)  =  H'{x,y).f{x,y)  \  h, 

was  sich  für  i^(a-,  y)^0  auf  i=A  zurückziehl. 

Um  zu  untersuchen,  in  tvelthera  Falle  die  Curve,  deren  Glei* 


chungei 


,  und  die  man  eich  ii 


w 


Form 
..  =  . 


der  Form 


aufgestellt  denken  kann,   ^virktich  eine  hüchale  oder  tiefste  Linie 
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I   der  Fläcbfl  z^rp(,x,y)    ist,    gebe  man  von   ihr  (der  Liuie  (4))  zu 

1  BndereD,    auf  derselben  Fläche  in  unmittelbarer  Nähe  liegenden 

I  Gber,  etiva  dadiircbi   dass  man  y  um  Sif  n-achsen  lasst,  unter  8^ 

e  beliebige  Function  von  x  rerstanden,   die  stets  sehr  kleinen 

Bieriscfaen  Werth  bat. 

Man    erbält    sonach  als   Gleichungen   von,    in  der  Nähe  der 
tve  (3)  auf  der  Fläche  i  =  tp{x,  y)  liegenden  Curven  folgende: 

t  y  =  f{xnSy. 

I  Die  Substitution  jr  =/*(:!;) -|-^  in  t^<p{x,y)   und    daraul  fol- 
ide  Entwickelung  nach  Taylor'«  Reihe  gibt: 

j-   wegen  des  innehabenden  Factors  '^{x,  y)  gleich  Nnll 


,  (I.  h.  für  alle  Werthe  von  x  und  y,  welche  der  Gleichung 
f,  j)^0  genügen,  einerlei  Zeichen,  so  ist  offenbar  die  Linie  (3) 

I  höchste  oder  tiefste;    sollte    ^-^     biefSr    Null    werden,     so 

lan,    gleich  den  ähnlichen  Theorieen  des  Maximums  und 

8,  das  nächste  Glied  der  Reihe  zu  Ralhe  ziehen;  ist  die- 

positiv    oder  nei^ativ,    so   hat  man    weder  eine   hücbste  noch 

eine   tiefste  Linie;    ist  es   aber  auch    Null,    so    entscheidet   das 

Zeichen  des  vierten  Differentialquotienten  u.  s.  f. 

Um  daher  die  höchsten  und  tiefsten  Linien  einer  FISche 
r  =  tp[x,  y) 
I  finden,    bilde  man  sich  die  Ausdrüclce 


^  aebe>    ob  sie  einen  geraeinscbaniicben,    variablen  Factor 
Sei  einer  vorhanden  und  beisse  dieser 


1S6    Sp{t%er:    (Jeder  die  Theorie  des  Grössten  tmd  ItleinBiet^, 

so  untersuche  man,  ob  —  ,  ^  ^    für  alle  Werthe,    die  der  Gh 

chung  i^(^, ^)  =  0  genügen 9  positiv  oder  negativ  sei;  im  erst4 
Falle  ist  die  Curve,  deren  Gleichungen 

sind,    eine  tiefste,   im  zweiten  eine  höchste;    ist  aber      ,  ^m  2 

für  'tjf(x,y)=0  gleich  Null,  so  bleibe  man  bei  dem  ersten,  hiefi 
nicht  verschwindenden  Gliede  der  Reihe 

d\(x,  y)       d^q){x,  y)       d^q>(x,  y) 
'»  dy^      '         dy^      '         dy^      '"' 

d^w(.oc  "uS 
stehen;    ist  nun   — ■,  „       dieses  erste,  so  hat  man  eine  höchst 

oder  tiefste  Linie,  wenn  n  gerade  ist,  und  wenn  es  dasselbe  Zeiche 
beibehält  für  alle,  der  Gleichung  aj;(:r, ^)  =  0  genügenden  Werthe 
ond  weder  eine  höchste,  noch  eine  tiefste,  wenn  auch  nar  ei» 
der  beiden  Bedingungen   nicht  erfüllt  wird. 

Sollte  dernte  Differentialquotient  stets  dasselbe  Zeichen  beibehalten 
mit  Ausnahme  einiger  specieller  Werthe,  wofür  er  Null  \^  ird,  so  musi 
man  für  diese  speciellen  Werthe  die  Untersuchung  auf  dieselbe  Wei8< 
fortsetzen;    man  bilde  nälmlich  die  nächsten  Differentialquotienten 


9  ••••  9 


d^^^q>(x,  y)      rfM-gy  (o:,  y)       d^^'^q>{x,y) 
dy^^^      '         dy^^^'    '         d^^r9 

substituire  ib  denselben  die  speciellen  Werthe ,  welche     T;  »     =^ 

machen,  und  bleibe  bei  dem  ersten,  für  diesen  speciellen  Werd 
nicht' verschwindenden  Differentialquotienten  stehen;  ist  dieser  von 
geVilder  Ordnungszahl  und  ist  das  Zeichen  desselben  mit  deni 
Zeichen  des  nten  Differentialquotienten  übereinstimmend,  so  bi^ 
man  auch  in  diesem  Falle  eine  höchste  oder  tiefste  Linie. 

Sei  z.  B.   z=:(^2~.y«+  l)«-.10(a?a— ^a  +  1) +  9,   so  Ist 

Diese   beiden    Ausdrücke   haben    den    gemeinschaftlichen  Factoi 

d^ 
x^—y'^  —  4;    ferner  ist  ^«i=— 4i:^+ 12^^^  J6^  q„^  ^eizi  man  io 

dH 

dröisettf'i?*'=^y»+4,  so  ist  T-2=  8^*;    da  dieses  stets  pdsitiv  iä 

ay  I  .  ,      ,.^  '  -v 

(mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles,  wenn  ^=0,  a?=db3  i'St),  s< 
ist  die  Curve,   deren  Gleichungen 
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z=(>— y«  +  J)2— 10(a:a~y«  +  l)+9,    a:«^ya=:4; 

a^  reducirt 

2  =  — 16,    x^ — y*=^ 

ind,  eine  tiefste  airf  der  Fläche  zr=(a:2— y«+l)«— 10('^--^*+l)+9 
egende  Ciirye,.  falls  our  noch  die  SubstitutioD  von  ^  =  Q»  ^rsJb^ 
BD  dritten  Differentialquotienten  zu  Null,  den  vierten  iiber  positiv 
lacht;  oder,  falls  der  vierte  Differentialquotient  auch  0  wurde, 
en  fünften  zn  Null,  den  sechsten  positiv  n.  s.  f.    Nun  ist: 

Iso  ist  bestimmt  die  Curve  eine  tiefste,  weil  der  dritte  6ifferen- 
Uquolledt  gktch  NaU,  der  vierte  gleich  24  ist.  . 

Diese  Theorie  ist  einer  Verallgemeinerung  föhig.  Wfire  nSmIicfa' 

10  sini^^  jene  Werthe  von  oti,  x^,  ....  Xm  weiche  x  am  einemUazi- 
mn  oder  Minimum  machen,  ans  den  Gleichungen: 

^'In     ^^-n  «^— n      •»      »'-^ 

CLXi  0X2  d^n 

SD  bestimmen.  Wird  diesen  n  Gleichungen  genügt  durch  r  GleL 
drangen,  wo  rK,n  ist,  so  tritt  ein  ähnlicher  Fall  ein,  wie  der  in 
üiesem  Aufsätze  discutirte. 


. ,.  I     , . 


:-~p  • 


Integration   der   partiellen  Differentialgleichung 

^fdx        dx  ^\^^{\ 

\dxi^    dx^  dxnj 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Aniit.  Qod  Privatdoc.  der  Mathematik  amk.  k.  polytechn. Institute  zu  Wien. 

(•--  i\      .....  ■ 

Setzen  wir  der  Kürze  halber,  so  wie  es  ühlich  ist: 

M-.M^i  ....  4ix  .  ivj  :  *    dx  ;,  dx        -      ;  .  • 

13' 


so  6Dden  zwischen  den  partiellen   Diffcrcntialquotienten    folgende  'f- 
ewei  Gleichungen  statt:  \ 

PiPi'  Pi'  ....pii)=0,    da:=pida:i  +pa<tr,-|-..,.  +  p„dj;i,.        i 

Sucht    man    aus    der    ersten    dieser   Gleichungen  den  Werth  ras 
pn,   so  hat  man: 

Pn  =  <p(pl<   P% pn-l). 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  andere  Gleichung  einfahrt: 

d:c=piiLri  +  p^dx^  +....+ p^-idxn-i  +  v(p, ,  p,, ....  pn-i)dxn, 

welche,  nach  der  Methode  des  theilneisen  Integrirens   bebanddt. 
■ich  80  stellt: 

x=  ptXi  +Pa3:a  +  •.-•  +  pn-i^n-i  +  ^bVCPi  .  pa Pn-l) 

—/[xidpi  +  :c,dpa +  ....  + 27,^1  rfpn-i  +  a-Rd9)(p,  ,p, /»«-i)!. 

Setzt  man  statt  d(p{pi,  p^, ....  pa-i)  seinen  Werth 

so  erhält  man: 

a=p,Xi  +pj;c^+....+p«-iXn~i+x,<p(pi,pi,....pn-ii 

Tind  nimmt  man  nnn  an,  dass  die  Grösse  unter  dem  Integralzeichen 
das  vollständige  Differential  der  Function 

V(Pi.  Pt,..:pn~i) 
sei,  so  ist: 

(1)      X  =  PiXi-i-p^a  +  —  +  P'"-i^n~l+X„<p{p^,p^,....p,t-l) 

—  if'(Pi.Pa p«.-i), 

während  zugleich  folgende  Gleichungen  stattfinden : 


*^*(Pi.Ps P--1 

,      1    ,     dvip,,  rt Pn-l) 

dp, 

d^PttP* Pn-i) 

'■'^-       dp. 

dp. 

M{py,p%,....p»-\)  dg,(p, .  pfc  ....  p,,i) 


r,  Kinhelin:  üntertuchung  über  die  Formel  etc. 


Prlch  behaupte  nun,  das  Resultat  der  Kliinination  von  p, ,  p^,... 

I  ans  den  Gleichungen  (I)   und  (2),    hiebe!  ifi  als  mllkühr- 

>  Fuuction  betrachtet,    ist  das  Integral  der  vorgelegten  Diffe- 

ilialgleichuDg.     Denn   deniit  man  sicli   aus  den  n — 1  Gleicbun 

^  (2)  pi'  pt Pn-i  gesucht,  dann  in  (1)  subslituirt,  wodurch 

Pi)  ps>  — -r«-)  sowohl,  als  aach  xals  eine  Function  \<taXi,  x^,... 
^.Xm   erscheinen,    sn     bat    man,    wenn    man    x   snccessive   nach 
tX^,....x»  differenzirt ,  Folgendes: 


äXi' 


>  ,te,  ^  '•  rf^  -^  -■  -^  ^»-^  "£r ) 


..+  a:» 


■"  ■^"Vrfp,  rf.r,  +  (/p,  dXi  +  ■■■■  +  f/p«-!    dxx  ) 

(dl}}  dpi       rfv  rf/»a  rfif"     rfpn— 1\ 

(/;>,  (/3:i  '*'  dp^  dxi  '""'dp^-i    iLr,  }' 


Setzt  man  bierin  statt 


ihre  aus  ('2)  folgen- 


rfpi '    dpa ffpn— 1 

Werthe  und   reducirt  gehörig,    so  erhält  man    -. —  =px,  uii4^  I 
80  findet  man  auch: 


dx  dx 

d^^~P*'     f^-P"' 


dx 


■  p-i); 


Ist  unsere  Behau{itiing  gerechtrertigt. 


XTI. 

Untersuchung  über  die  Formel 


Herrn   H.  Kinkelii 
Kandidaten  der  Mathematik  zu  B 


■  Bevor    «vir    zum    Gegenstand    der   Untersuchung  selbst  über- 
D ,  ist  es  nüthig ,   noch  einea  Hülfssatz  aus  der  Theorie  der 
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RekursioDsgleichnngen   änÜEustellen.     Es  sei  a%  B;  eine  ftww^Iie- 
drige  ReknrsioDsgleichttng  vorgelegt,  welcbe für  ftUe  reellen. Wefthe  i 
vofa'd?  gültig  ist:  'V-  ii 

f,q),ip  sind  beliebige  Funktionseejchen.  Alsdanp  j^bt  es  un- 
endlich viele  Funktionen  f{a:),  weiche  dieser  Gleichupg  ein  (ple-' 
nüge  leisten.  Dieser  Lehrsatz  lässt  sich  auf  die  folgende  Ai:t 
leicht  ailp^emein  beweisen  für  jede  n-gliedrige  Rekursion.  Man 
lüse  nenilich  die  Gleichung  (1)  naqh  den  bekannten  •  Methoden, 
welche  für  ganze  Werthe  von  a  gelten,  auf  und 'iienne  diese  Auf- 
itSsung  f*{x).  Man  lasse  nun  in  dieser  Funktion  f*  {x)  x  einen 
variablen  Werth  annehmen,  so'  wird  dieselbe  der  Gleichung  (1) 
noch  immer  ein  Genüge  thun.  Es  sei  nuf|  fix')  die  allgemeine  / 
AufMsupg  der  Gleichung  (1),  so  ist 

f{x)^ii(x)nx)^-v(x).  (2)     j 

Nun  ist  klar,  dass  f{x)  für  ganze  positive  oder  negative  Werthe  in    ' 
f(x)  übergehen  muss.    Es  wird  daher  t     /  j.«lt 

fA(a:)=l+^'(^).(a:2— 12)(:r2-22)(a:a— 3«)...  in  Inf.)     -  J'  **' 


...  in  Inf.)     -   •  **' 

[>     (3) 
. . .  in  inf.T 


wo  AHx)  und  B\x)  noch  zu  bestimmende  Funktionen  von,j?  sind.  ' 
Oder  es  muss 

|Li(a:)  =  1  +A(x) .  sin  tcx  ,  v(x)  =  B(x) .  sin  nx 

sein;  und  sonach  wird 

f(a:)  =  (1 + A(x)  si  n  tcx)  f\x) + B(x)  sin  %Xy  (4) 

wo  nun  A(x)  und  B{x)  zu  bestimmen  sind.  Wird  aus  dieser 
Gleichung  der  Werth  von  f{x)  in  die  Gleichung  (1)  substituirt,  so 
wird  erhalten : « 

welcher  Gleichung  offenbar  durch  unendlich  viele  Verfügungen  über 
A{x)  und  B{jc)  willfahrt  werden  kann. 

Eine  der  interessantesten  dieser  Annahmen  ist  folgende: 

A{x)  B{x)  B{x\\)         .^ 

*-- Z(^TT)'     "  A(x^r\)^^^^'^  A{x^•\)^'^^^^ 
odcK  .        .  ,, 

A{ß^\)^--A{x),  B{x)i\^x)\B{x+\)^A(x)f9{x).     (6) 


Ans  der  ersten  dieser  Gleichongen  wird  durch  Auflösen  in  gan« 
Ken  Zahlen  A(a:)  =:  ( —  l)^C  erhalten ,  wo  C  eine  beliebige  Kon- 
stante vorstellt.  Lässt  man  hierin  x  einen  beliebigen  variabeln 
iVerth  annehmen,  so  kommt 

A(x)-C(coB(U+l)nx+V^^.swC2k+l)7tx).         (7) 
Üs  kann  also  A(x)  die  zwei  Werthe 

J(x)=:Cco8(2k+l)nx  und   A(x)  —  C'cos{2k-{-l)nx     (8) 


1      a 


nnehmen ;  und  zur  Auffindung  von  B(x)  erhält  man  alsdann  resp. 
ine  der  folgenden  zwei  Rekursioneo: 


B(x  +  l)=C  cos  {2k  4- 1)  Tra: .  g>(x)  —  ^{x)  t/;  (x) , 
B(x + 1)  =  C"  sin  (2k  +1)  jra: . 


\q>(x)—B(x)tlt(x)y  1 


7aDd  C^  bedeuten  zwei  beliebige  Konstanten,  .welche  auch  Null 
«in  können. 

Aus  dem  Vorhergehenden  geht  ferner  hervor,  dass  es  .nur 
Sue  algebraische  Funktion  gebe,  welche  eine  Rekursionsgleichung 
lofiust.  Wenn  in.  dieser  Funktion,  welche  oben  mit  f*ix)  bezeich* 
let  wurde,  x  beliebig  variabel  erklärt  wird,  so  erhält  man  die 
iogenannte  einfache  Auflösung  der  7e-gliedrigen  Rekursions- 
;leichang. 

§.2. 

Nach  den  bekannten  Fourier' sehen  Lehrsatz  lässt  sich  jede 
nktion  f(x)  in  eine  Reihe  nach  cos  und  sin  der  Vielfachen  von 
1CX  entwickeln.    Setzt  man  der  Kürze  wegen  2nx=^x\  so  hat  man 

[x)=:A-t-  2  {AlCosx*  +  A2Cos''^x' -{■  ^3Cos3ar'+...  AkCoskx'+,..  in  inf.} 
2  \Bis\nx'+B^sin2x'^B3s\n3x'+.,.+Bks\nkx'+...  in  inf.j  *^j  (1) 

0  A,  Ah 9  Bk  Konstanten  sind,  welche  durch  die  Gleichungen 
A:=:f^f(x)dx,   Ak=Pf(x)coskx'dx,   Bk-pf(x)8inkx'4lx    (2) 


o  o 


^stimmt  werden.     Die  Gleichung  (1)  gilt  im  Allgemeinen  für  alle 
ine  Werthe  von  x,  welche  innerhalb  der  Grenzen  0  und  1  fallen. 

Es  sei  nun  n  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  setze  man  in  Glei- 
[iimg  (1)  für  X  nach  und  nach  die  Werthe 

1  2  . «-1 

n  n  n 
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eo  erhält  man,  ^ 
addirt: 


I  man  die  daraus  entsfehenden  m  Gleichungen 


f(x)  +/-^;r+i-)  +/-(:r+"^)  +...  +  /'(^+'^) 


nA-\-'2n  S     Äimcoaktix' ■^'in  S     BtneAukna:'^. 


xyO 

1 


A^IS    ^»„cosAar'+aX    Bk«»mkx'  =  F{x),         (3) 
eo  bat  man  endlich  folgende  Gleichung: 


:>").  wl  ^^! 


Die  Form  von  F{x)  wird  von  der  Form  von  f{x)  abhängig 
und  umgeliehrt.  Durcb  die  Gleichung  (3)  ist  Fix)  unniittelbv 
mittelst  der  CoeHTicienten  der  Entnictelung  von  f\x)  gegeben;  anC 
gleiche  Weise  ist,  wenn  F\x)  gegeben  ist,  f{x)  durch  die  CoetB- 
cienten  der  Fntwickelung  von  ^(.1:)  gegeben,  indem  man  in  ^^i  DHt 
n  =  l  zu  setzen  braucht.  In  den  meisten  Fällen  handelt  es  sich 
aber  darum,  f{x)  und  F(x)  als  endliche  Funktionen  zu  liehawdeln, 
wie  man  es  z.  B.  für  die  Euler'sche  Funktion /^a:)  und  die  Jacob 
Bernoulli'acbeFunktionB(a;)  gethan  hat.  E^  ist  nicht  der  Plan 
vorliegenden  Aufsatzes,  die  Art  und  Weise,  wie  eine  dieser  bei- 
den Funktionen  fXx)  und  F{x)  aus  der  gegebenen  andern  erhalten 
werden  kann,  näher  zu  erörtern.  Wir  werden  uns  damit  befassen, 
diejenigen  Funktionen /t^;)  und  F{x)  zu  finden,  für  den  Fall,  dass 
die  Relation 

F{nx)  =  T(n)  +  f  (»)  A«^)  +  ^'C")  *("^)  (5) 

unter  ihnen  statthabe,  wo  ip{n),  ii>{n),  -^'{n)  bestimmte  Funktionen 
VOD  n  sein  werden,  welche  selbst  wieder  von  f{vx)  abhängen. 
^{nx)  stellt  eine  gegebene  ganze  rationale  Funktion  von  nx  vor. 
Alle  diese  Uleichungen  müssen  simultan  bestehen,  und  es  ist  nn- 
eere  Aufgabe,  aus  dieser  Siniultaneität  fix),  tp{n),  ^'(ji)  su;  b»- 
stinimeo.  ^^M 


Es  sei  als 
§,  2,  über  in 


iter  Fall   ^{nx)=0,  so  geht  die  Uleichun^t  (H) 
F(.nx)=<p{»)-\-i\>{n)f(,-,ix).  (I)_ 


Alsdann  wird  also 


i)+/(x+j)+/(»+|)+../(»+-;p-*)=/i:'«)»'M»)+»?'(»)-a') 

I  muss,  wenn  maD  die  Gleichung  (1)  in  Reihen  entwickelt. 


A+22    [AknCOBknx'-i-BinBialmx-l 

Damit  diese  Gleichung  bestehe,  muss 

tpl7i)  +  ^(n)A=:A. 
^in)Ai=Ah,, 


•I  >       1 


(2) 
(3) 
C4) 


I.  Die  Funktion  f(x)  hat  diesen  drei  Bedingungen  zu  genOgen, 
lil  die  Entwickelung  (1')  nt5e;lich  sei.  Zur  Untersuchung  der 
iehungen  (2),  (3),  (4)  schlai^en  wir  Tolgenden  Weg  ein.  Setzt 
I  in  Gleichung  (3)  successive  die  Werlhe  A,  kn,  kn\...kn"-'^ 
latt  k,  und  mulliplicirt  alsdann  diese  entstehenden  Gleichungen 
einander,  so  folgt  ■]ii(,n)'"Ak^  Aknin.  Setzt  man  aber  weiter 
1)  «""  far  n,  so  ist  auch  i^{n'^)Ak=  Akhm,  und  folglich  iCCn)-" 
{((n").  woraus  nun 

,f>W  =  n'-'  (5) 

ichlossen  wird;  m'  stellt  eine  heliebige  reelle  oder  imaginäre 
hl  vor.  Da  aber  in  der  folgenden  Enttvickelung  der  Fall,  wo 
imaginär  ist,  leicht  aus  dem  ersten  abznleiten  ist,  so  brauchen 
:  ;h'  nur  als  reelle  Zahl  anzusehen.     Es  wird  also  auch 


Ak^^W'^Ak,    Bkn. 


'•■Bk-, 


mm,  wenn  t^  I  gesetzt  und  hernach  n  in  £  umgewandelt  wird, 
=&^'Ai,  Bk=f!^'Bi,  wo  ^,  =Pf(x)cosx-ilx,  B,=pf[3:)8\nx'dx 
Obige  Besllramung  von  t(i(n)  scheint  nun  nur  Uestand  zu  ha- 
ll, wenn  die  Reihe  in  (1)  §.2.  konvergent  ist,   d.h.  für  m' 0. 

denkt  man  aber,  dass,  wenn  diese  Bestimmung  von  ^(n)  in  die 
eichung  (I')  eingeführt  ist  und  ihr  zufolge  auch  /'(a)  berechnet, 
idann  die  Gleichung  (I*)  noch  Bestand  haben  wird,  so  sieht  man, 
£8  diese  Gleichung  (5)  für  alle  reellen  Werthe  von  m'  gültig  ist 
|d  gebraucht  werden  darf.     Man  setze  m':=:—n,  so  kommt 


A„  Bk= 


Bi 


(6) 
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Die  FuDkÖoD  f{x)  ist  äls^  ,'       •      '     ) 

*  ' 
und  för  alle  Funktionen  von  dieser  rorm  «xistirt  die  Gleicbong 


•  I ' 


§.4. 

.Durch  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  gefundenen  Ausdmek 
filrY(2r)  ist  zvrar  diese  gesuchte  Funktion  hergestellt,  aber  nur  mittebt 
unendlicher  Ausdrücke.  Es  ist  daher  noch  unser  Bestreben,  einen 
^ndlicbeo  Ausdruck  ftir  dieselbe  zu  finden  ^  wa«  dej?' Gegenstand 
4es  gegenwärtigen  Paragraphen  sein  soll.    Für  de|i .  Fall»  dass.  di» 

>0 

Gleichung  (9)  nur  für  jene  Werthe  von  x  gilt,   welche  ^  1  siad> 

Hesse  sich  dieses  Problem  nur  äusserst  schwer  lösen..    In  dem 
speziellen  Fall  aber,  wo  die  Gleichung  §.  3.    nicht  nur  in  jenem    \ 
Umfange  der  Werthe  von  x,  sondern  allgemein  für  je<)ea  reeüeo 
Werth  von  x  gilt,  führt  folgender  Weg  zum  Ziel.    --   Die  Glei- 
chung (9)  §.  9.  ist  folgende : 

Aa')+/(a'+^)+-/'(^+^)=.;jiir3/(«*)+«9K»)  (D 

wo 

n/* — 1 

Setst  man  hierin  x-{r\  für  ;r»,80  wird  auch 

Werden  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  abgezogen,  io 
bömmt 

Lhikfi  Tom  Gleichheitszeichen  kommt  hier  kein  n  vor;  da  cHese 
Gleichung  identisch  ist,  so  darf  aber  auch  rechts  kein  n  Torkoin- 
men.     Damit  dies  möglich  sei,  muss 


I  '  ''••■■.'.' 

ler.,  weiiD  n^sl  gesetzt  wird, 

f(x+l)^f{x)  +  Cj^-^  ?      12)  ■ 

»D,  WO  C  eine  beliebige  konstante  Grosse  vorstellt.  Diese  Gleichong 
t  es,  wel^be  die  Form  der  Fppktion  fix)  angibt.  Zw:  Di$ki|ssion 
^rselben  übergehend,  so  ist  vorerst  klßr,  dasQ  die  einfache:  Aiifr, 
sung  derselben  der  Gleichung  (2)  sowohl  als  der  Gleichung  (1) 
mögen  werde.  Denn  wenn  man  aus  (2)  die  einfache  Auflosung 
Mrechnetj  für  ganze  Werthe  voo,  a;^  S|^  i^  dies. eine  FuDktjons- 
rm,  welche  der  Gleichung  (1)  genügt.  Lässt  man  r  beliebig  va- 
abel  werden,  so  wird  die  Form  derFunktlon  die  nemliche  bleiben 
od,  sonach,  der  Gleichung  (1)  iniroer  noch  genügen. 

'   l:  Ea  B€\  f»>0  und  >1,  so  ist  die  Reknrsipn 


fO" 


Ht»  anfziiIoseiL 

Die  einfache  Auflösung  ist 

/(a?)  =  C(  iM^i  +  2/«-i  +  3^-1+ . .  •  (a: — 1  )^-M  +  A(l)- 

Für  C=/"(2)~A1)  =  1  «nd  f(l)^f(0)=zO  wird 

/l[a:)  =  1/^  +  2i"-i  +  3^^ +.-.+ (:r -^  1)^^-1 , 

trelchesy  wenn  fi  eine  ganze  Zahl  ist,  die  von  Herrn  Prof.  Raabe 
ilbkntirte  Bern  null  i*sche  Fonktioh  ist. 

2.  Es  sei  ferner  fA=l,  so  wird  f(a:+l)=C-i-f(x),  woraus 

f{^)=Cx+f(l)  (6) 

I 

Bonden  wird.  Eine  zweite  ebenfalls  einfache  Auflösung  findet 
iWso:  Man  setze /(^)~  log f\.T),  so  kommt  F(ar+l)=r  CF(ar);' 
(a  die  Konstante  C  beliebig  ist,  so  darf  man  sie  gleich—]  an«' 
ehmeo,  ohne  der  Aiigemeinheit  weiter  zu  schaden.  Alsdann  ist 
^a;+l)  =  — F(x),  woraus  schon  in  §.1.  F(,t)  =  &  cos  nac  und 
Xx)=:csinnx  gefunden  wurde.  Da  nun  c'costco:  in  csiutcx  über- 
eht,  wenn  man  darin  x+i  für  x  setzt,  so  braucht  man  als  zweite 
infaehe  Auflösung  bloss 

/|[ar)  =  logc8in«ar.  (7) 

nzonehmen. 

Anmerkung.     Im  folgenden  Fall  werden  wir  sehen,  dass. 
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wenn  C:=0  oder  C=+I  angenommen  wird,   aUdana  fi=0  seia 
mues,   waK  nicht  in  diesen  Fall  hiaeingeliürt.     HStle  man  ferner 

C'^±,  angenommen,  so  würde  man  f (a')  =  C"/'(0)  finden,   was 
aber  auf  keine  anderen  Resultate  geführt  hätte. 

3.  Es  sei  endlich  C=0.  so  wird  ^lx^■\)=^x).  Hieraus  ist 
als  erste  einfache  Auflüsung 

l\x)=c.  (8) 

Die  zweite  einfache  Auflüsun);  ist 

f{x)  ^  1^  =  cos'iknx  +  i  sin  Iknx. 

Da  aber  für  f(x)^cos2-!tx  und  f{x)  =  am1nx  ^lund  Bh  v«- 
schwinden,  so  sind  die  Reihen  unhrauchhar  und  es  wird  bloss  io 
Bezug  auf  die  Gleichung  (1) 

f{j^)=cn\i>1knx,  /t^)=c'cos2A^.  (9) 

Die  Gleichung  f{x-^\)^f{x)  hat  noch  eine  einfache  AuflÜsoBg. 
Fix)  F(x-{- 1)       F(.x) 

Setzt  man  nemlich  f{x)=^  pri'  ^**  "»iss  p-,    ■  i")  =  t,-./  <    »B* 

nu  DuD  F(2)  und  F'{x)  so  bestimmt  werden  können,   dass 

Fix^■\)-=—F{x),  F-{x^\\  =—F'lx). 

Auf  diese  Weise  erhält  man 

/■(a:)i=CC0ti?M,  /■(3;)=:c'tang«3;.  (10) 

Setzt  man  endlich  noch  I'{x)  =  Y(~:\'  ^°  "'^^  *'"^''  ■'^^t^ 
=F(x),  also  auch 

flx)^^caec2k7zx,  f\x)^c'casec2kiix.  '    (11) 

Auch  für  diese  letztere  Bestimmung  »erden  die  Reihen  un- 
brauchbar. Durch  Entnickeluni;  der  AuHdn'icke  in  (S)  und  (IQ) 
findet  man  in  der  That,  dass  für  diesen  Fall  n=0  ist,  womit  dift 
Untersuchung  für  n  =  poRitiv  geechlosseu  ist 


5.5. 

Nennt  man  B"{x)  die  Summe  S      k^'"  und  B'(x)  die  Summe  I 
S        A*'*^^',  wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  wird 


Ä*»+*  *=»  1  /2iit     \ 

k   die  A:te  Bernoulli'sche  Zahl,  positiv  gonommeD,  vor- 
und  man  findet  wirklich 

B  W=  (2w)a«H-i  1-2.3... (im) ^^  -]yS;fi-|  ^-i 


*'(*>=  ^2^Ä.+t  '  (2) 

s  also 


,     rt  .  *==«cos2Ä7ra:J  a:=0 

.sin ;rra?+— V sin  jr(  a:+~  V..sin  wf  a?+--— J 


=:2*~*sinnna? 


+i)+(*+l)+-(^+^)=«*+ 


n-l 

idlich 


(4) 


(S) 
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-4=^    cos2knxl     Z^  ,    . 

woraus 

=9tcotgn9S^.    (7) 

Man   ^elie- Hier  Aber:  Raabe,  die  Jacob  Bernoulirschi 
Funktion;  Crelle's  Journal  Bd.  XLIl.;  Euler,  Einleitunf^] 
in  die  Analysis  des  Unendlichen.    Cap.  14.      ^ 


§.6. 

Wir  gehen  nun  zu  jenen  Funktionen  über^  wo  (i  negativ  bX 
oder  ft=  —  m;  in  diesein  Fall  werden  die  Reibeti  divergent,  also 
unbrauchbar,  und  es  wkd  '^ 

nxHr^x+  D  +f(x+ 1)  +...=«•»+ Y(na:>+^(l^m).  (1) 

Soll  diese  Gleichung  für  alle  reellen  Werthe  von  x  bestehen, 
so  muss 

C 


/•(:«+ I)  =  ^,+A^)  W 


sein,  wo  die  Fälle  m=0  und  m=  — 1  ausgeschlossen  sind.  Hieraus 
kommt 


1 


für  ganze  positive  Werthe  von  x.    Für  die  Annahme,  dass  m  eine 
ganze  Zahl  ist,  wird  für  variable  Werthe  von  s         ^     ■,-...; 

Mansche:  Legendre,  Trait^  des  fonctions  elliptiquesL 

*  ^■'  ****    ^  ^       \ 

Band  II.  Nr.  0&  ff.,  W4>  jSnrf ^  die  Sjumme  ^    jfcSH^ '^»^®?^S  I -* 

Anmerkung.    A^=^f^f{x)dx  wird  hier  scheinbar Tu^nijUidju^ 


nF(iw)=/(ar)  +  /(*+  ^)  +/'(a:+  ^)  +  ...  f(x+  ~^y 


f9H 


Verföhrt  man  aber  wie  Legen dre  a.  a.  O.,  so  findet  itian 

^  =  0.   .  (4) 


■    I 


§.7.  •         ■  ■-•■ 

Betrachtet  man  die  Gleichung  (2)  §.  4.,  so  sieht  man»  dass 
auch  die  successiven  Differenzialien  und-  Integrale  von  f{a:)  dersel- 
ben genügen  werden,  wenn  gewisse  Bedingungen  stattfinden.  Dif- 
ÜETenzirt' man  daher  alle  dort  in  den  Formeln  (3),  (7),  (8),  (%  (10), 
(11)  gefundenen  Funktionen,  so  sieht  man,  dass  sich  alle  auf  diesd 
Weise  erhaltenen  neuen  Funktionen  auf 

reduziren.    Ebenso  reduziren  sich  alle  durch  Integration  zu  erhal- 
tenden neuen  Funktionen  auf 

f(a:)  =/(")  log  2  sin  nxdj^. 

Es  ist  aber  aus  §.  5.  Gleichung  (4)  '■ 

f(2nu     o  .        ^  2„_(-l)«+i^«co^7ra: 
/(2")iog2sin7ra:€«ar2»»=:-^2r^^  -ji^-y 

[Oder  nach  der  biekannten  Reduktionsform^l  der  mehrfachen  Inte- 
grale, wenn  man  um  abzutcürzen  1.2.3...r=r!  setzt: 

1  Px  .  (2«)  (2n) 

J     "      0  '  •        •  (2) 

I    ,^fi  ^  «  .        V        -\  ^5"^  (-l)«+i*f®cos2;&7ra:  1 

^^  /    {x-^ty^  log  (2  sin  nt)  dt  -f  ^0^2«  ^  A^a^-^ 
I     Ä+V  «  .     ^*"J*^^^     ^    Ät*^       (-^I)«+M;=^«sinJiti^a: 

J'odie.jjfc  Integrationskonst^nten  Vind,  welche  nun  bestimmt  wer- 
[denml^seD.    Wird  die  .GUichuffg'<3)  nach  of  diff$renzirt,  so  muss 
<^6lekhiing  (2)  hervorgehen,  es •  musfei :  «d^o  allgemein 
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fanf  1)     («n) 

sein;  iiiid  hieraus  erhält  man,  iodem  man  successive  för  n  die  . 

12  3  k 

Werthe  «,  n — s"'  '*'~'9'  •*""2  '  ••••* — 2"  ^i^^nimmt,  and  diese  ent- 

stehenden  Gleichungen  alle  mit  einander  multiplicirt : 

(«•+1)        Ak 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (2)  d;=0»  so  verschwindet  das 
Integral  und  es  wird 

(J.)  (-1)«+!  (-Ij^+iiTn. 

^a—i—  (2»)««  '^—    2.(2«)!     ' 
wird  dagegen  in  der  Gleichung  (3)  a:=0  angenommen,  so  kommt 

und  es  wird  also,  wenn  der  KGrze  wegen 
ist: 


>\  _  r(r— 1) (r--2) ... (r— A+l) 
k)^  1.2.3...)^ 


/•(a:)=2/*'(ar— /)««-Mog(28in7rOÄ+ir^"j  '^Äior' 

...(-1)»+»B„(^^~})(«+1) 

-  (2«)«»  iii       A«»     ' 

/(«) =2 /^'(a;— 0«»log(2sin  »^rf<+l . (y)^!«*^' 

0 

...{-l)«+i(„+l)(^2^j)ß^ 

(— l)iH-i2.(2«)!  f^am^knx 
"      (2»)«»+»       i^       *«•     • 


{*> 


(5) 


f^(na:)=.n^)+f(x+^^+f(s-t-l)+...^ 


SOI 


.1  fliemit  ist  nan  die  Untersuchung  über  die  Form  der  Funktion 
f()t)9  welche  der  Gleichung  (lO  §.3.  ein  benfige  leistet,  für  die 
dass  mf  reell  ist^  als  beendigt  «niuseheo. 


§.8. 

Es  bleibt  noch  übrig,  diejenigen  Funktionen  aufzusuchen,  welche 
nä  der  Ähibahme  (s.  §.3.)  in'=a'+6'V  — 1  hervorgehen.  Man  be- 
idchne  y — 1  mit  t,  und  —  m'  mit  ^,  so  sei 

wo.f  und  6  reelle  Werthe  haben.    Alsdann  wird 

T  *  • 

ft^sn't  cos(61og  n) -f  ^sin  (6  logn)  I , 
«-/«= w— « { cos  (b  log  n) — i  sin  (6  log  n)  ] , 
..^^.i__i cos  (6  log  71)      .sin  (6  log  n) 

•v        •!  cos  (6  log w)  .  .sin(6logn) 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  in  §.3.  gehen  alsdann  über  in 


=    ''':  im  :        < . 


. U  .  ^«sin(61ogÄ)       .,-       .n»  ^•®''"(^'®g*)  •  w>»      ) 
— t  J2i<i-2f    — "nr^  coa2A7tx+2Bi  2    — ^     sin2*wa?{ 

=       „.-1     '/(B^)  +  ^(« ^     J  f  >(«)': 

Die  Gleichung  (2)  §.  4.  wird  nunmehr 

'''flßH-l)isACxß^  cos  <*  log  :r) + »C*?^i  sin  (fr  legir) + f{si^\  (^\. 
Tkell  UU.  la 


i 
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Es  sei  nun 

was  angenommen  worden  darf;   so  hat  man  zur 

F(x)  und  P{x)  die  RekursioDsgleichungen  ,1 

F{x-\-\)=x^-^cos(b\o^x)C-YF{x),  (^    \ 

F-ix-\-\)=LX-~H\n{b\Q^x)C-\-F'{x).  (6)     I 

Diese  geben  als  «tnfache  Auflösung,  wenn  C=l  gesetzt  wird: 

F(:r)=I->cos(6logl)+-2'.-ico8(tlog2)  ^       ^^ 


■\-P0)    5 


+3«-'cofi(61og3)  +  ...(:r-l)-icoa(filog(:c-l)) 

P(x)  =  1-1  sin  (6  log  1)+  2-'  sin  {t,  1oe2)  4 

+  3''-isiD{61og3)  +  ...(;c-l)''-isin(Alog(:c-l))  +  F'(l).5 
Für  den  speziellen  Fall  a=l  erhält  man: 
— fl[l)+fCa:)  =  l+cos(ölog2)  +  coa(6log3)  +  ...cos(6Iog(ir— 1)),  (?) 

F(^)=8in(ölog*i)+sin(Alog3)  +  ...6in(Alog{:r-l))  +  f(l)-     (10)' 


J 


S.  i). 

Noch  einige  gemeinsame  Eigenschaften  der  Funktionen  f(x), 
wenn  dieselben  gewissen  Integrationen  nnterworfen  werden,  wollen 
wir  ableiten.     £»  ist  neralich,  wenn  wieder  x'^'inx  angenom- ' 


J      H'"f^f{x)caskx'dx=f^f{x)coshix'dx, 
I        n"Pf(x)ain  kx'dx  =/*/(a)sin  knx'dx ; 

wo  k  eine  ganze  positive  Zahl  ist;  m  wird,  je  nachdem  i 
spezielle  Verfügung  üherfix)  macbt,  positiv  oder  negativ  oder  auch 
imaginär  sein.     Werden  diese  beiden  Gleichungen  durch  t 
dividirt,  so  kommt 


f^f(x)  cos  kx'dx     /'■fix)  cos  knx'dx 


f*f{x)  sin  kx'dx     f^  f[x)  sin  knx'dze 
od  et 
f^fi^}f{<')c<iBkX'Biahta'dxdu=pPf{x)f{tt)Biaitx'iLoalau^d:edia, 


,pr«*)=A*)+/(^+^)+/{^+|)+.>(^+^)-  **" 

PPf{oe)f{u)t\uk{n(j^^st^)dmda^Q,  (2) 

o  o 

wo  ^er  Kurze  wegen  c^  =  27ra  gesetzt  wurde.  Wird  femer  die 
erste  Gleichung  in  (1)  mit  toBka! ,  die  zweite  mit  sinJSra^  multipli- 
lirt  und  alsdann  beide  addirt  odet  sübtrahirt,  so  kommt: 

n^\p'f{x)coskx'dxcoskof'3^J^f{x)e\iikx'AkkMiB\      •-.»..• 

O  0 

ssJ^fXa:)  cos  knx'  cos  ka'dx^iP^f^)  «ittAnar'sin  ka'dx 

0-.  o 

« 

ode» 

i^Pf(x)co8  k  (x'^a')dx=^pf(x)  coa  k(na^€Odx.     (3) 

j  o  o 

Ebenso 

n''^f{x}8inkix'±af)dx^^f{x)tsinH  (4>. 

wo  a*  einen  beliebigen  reellen  Wertb  hat,  die  Null  mitbegriffen. 


'i.-o  r 


f.  10. 
Es  sei  nunmehr  als  zweiter  Fall 

'     <t^x)^nx. 


■  ■  .*; 


m  hat  man  zur  Bestimmung  der.  Bedinguqgsgleichungen,  wenn  die 
Warans  hervorgehende  j^^unktion  mit  /'(a^), bezeichnet  wird, 

F{nx)=2q>(n)+'tlß(n)fXnx)+nx^'(n).        .  ,  ..    (1),...^ 

Werden  hier  auf  beiden  Seiten  nach  §.  2.  Gleichung  (1)  und 
(2)  die  Funktionen  in  Reihen  entwickett  und  aus  §.  5.  die  Glei- 
dioog  (4)  oder 

l       1  (  siniij;'  .  sin  2710:'  .  sinSTu:' .      sinA:7ta;'  .       /  . 


mWlh  gensiBRiieBy  scM  erhät;  man^  die  identische  Gteiohitlig 

1        u         -  ff  •    *     I 

Ai-22    {AimCosknx'+Bkn»mknx'\i±:Af(fOi'gK'fO'¥W(^y 


i\ 
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fforaas,  wenn  die  Coeffizienten  von  cosibi^r'und  sinÄ:n:r'  links  and 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  einander  gleich  gesetzt  werden,  < 

.<     n 

Jh,=^^(n)Ak,  ,(3)   , 


^  - 


erhalten  wird/.^a 

Az=:Pf(a:)dx, 

Bk=:pr(a:)  Sin  kx'dx. 


Cm  hieraus  ^(n),  if^Cn),  ^'(^0  zu  herechnen,  verfahre  man  mit 
der  Gleichung  (3)  wie  mit  Gleichung  (2)  §.  3. ;  so  wird^ 

also  >         (6) 

Dieses  in  die  Gleichung  (4)  substiluirt,  gibt»  wenn  der  KGrze 
wegen 

gesetzt  wird, 

jDm  die  Gleichung  (or)  aufzulösen,  bringe  man  sie  unter  die  Fom 

knn^Bkn-kBk=B'n',  ^. 

alsdann  setze  man  in  dieser  Gleichung  für  k  successive  die  Werthd 
As  An,  kn^i  •».  kn^-^^  mulHplizire  die  so  entstebendeD  GtefehooK 
gen  resp.  mit  1,  n«-^,  n*("«-i),  n'C"«-^), .  • .  n(«'-i)(«»-^)  ,an4  addiro 
alle  zusammen,  so  erhält  man  lt. 

odei 


.  t* 


ii#t«)=A^)  +/(*+ J)  +/( ^+*)+   •a(*+^)- 


*»~'Äte"-'-AÄ*=Ä'. 


„«•'(«•-i)_l 
n"»-i— 1 


SeM  man  ferner  in  der  Gleichunf  (a)  n"*'  fCr  n,  so  erhält  man 


V  • 


Ans  der  Verglelchang  dieser  beiden  Glelchnngen  unter  einander 
folgt  aber 


(ß) 


woians  endlich 


i?',=ru(it«-t^l) 


folgt,  imd  nüthin  ist 


^'(n)=s-.2w 


o 


wo  6  eine 'Konstante  vorstellt,  die  der  Aufgabe  gemSss  bestimiiif 
werden  muss*  Zur  Bestimmung  von  Bk  hat  man  nunmehr  di# 
Gieiebung  v 

.-,         kBk       n«-*— 1 


n« 


n"» 


Seist  man  hier  £=1.  so  Icommt,  wenn  hernach  n  in  £  umgetauscht 
wfad: 


\   .  t 


BiSic 


+^-ii- 


(70 


B'n"^'  0 

Fflr  die  Annahme  m=:l  erhält  ~gr'  aus  (ß)  die  Form  irw 

Differenzirtmän  daher  Zähler  und  Nenner  dieses  Ausdrucics  nach 
«md  setzt  hernach  m=l,  so  erhält  man  Bj^^sitnfBu»  woraus 
^sclogfi  und  also 


'.'.:•  .i.J 


,-^'(11)=— 2  w 


logn 


(ß> 


gMeUoMwn  wird,  and  alsdaDD  wird  anch 

clogÄ     Äj 


(80 


Ffilirt  man  diese  Bestfanniiingen  ffir  ^^(n)  nnd  ^(n)   In  dt« 
GUdnng  (^  ein,  ao  kommt 


and 


/  I  ■  M'  Ktnkeltnf  'StUermclumt  über  dte  Formel 
9'(»)=  ^UC»»— 1)+ «c(n»-»- 1) }  fÖr  m^  1        K9) 


§.11. 


; .      :  -i  . '    •  ■  S    •"       "^    « ■  •      '  ».'  ii 


Fasst  man  Alles  in  §.1(K  Gefundene  zusammen «  so  hat  man 
also  für  den  Fall ,  dasl^  m  0 1  list,  ' 


')    '. »  '• ' 


A-)+r(-+^)-ifr(^+|)+../'(-+\-^)         ^^^ 

welche  Gleichung  för  allej^ne  W^rthe  Tbn  x^  welche  sich  inner- 

^^^:der,.GJ^I^^^^^  Q  :va4  -  l)i^find)^n,,Be9tan4.l<at.  .,^  jst  ^m- 

Bii»hr*tiitsere  Aui^he^  «lioj^igeii  Funktionen  zu  'findeuf  welcketten 
selben  ein  Genüge  thun.  Macht  man  die  Annahme,  daM  di«>'ii 
findende  Funktion  di^  Eigenschaft  |i.9t,  die  Gleichung  (1)  wenig« 
stens  für  alle  positiven  ^a;hlenwertbe  vtin  x^  zu  erfüllen ,  so  setze 

ip^j^^^n  deis^ll^eE^  ^-t—  Oiir^eip  und  zi|ehe  diesQ  so.^^ntsteh^^fi« 
Gleichung  von  (1)  ab»  so  kommt,  wenn,  um  abzukürzen,  C=-\-2nc  Mt 


\  • 


Nimmt  man  hier  x=z\  an,  tauscht  alsdann  h  in  x  um  udd 
bed^kt,  dass  die  Funkttp»  f{x\  ihre  Form  für  variable  Werthe 
nicht  ändern  wird,  so  erhäit  mäh  (iir  alte  Werthe  von  ;r  die  Re- 
kursion .   . 

/"(a;+l)-/'(ad=,C'a^»— C.  (2) 


wo 


tat.  'r'  i;!'^'»  '•''.  .nie*  (1;)  j^niubi'ji 


-  1      «/T«^)=A^)+/'(^+^)+/(^+J)+-/(^+'^ 

-).     - 

H^     Ruft  man  die  AuHüsung  der  RekarMsn  (2)  §.  4.  zu 

Bulle,  so 

(3) 

^Hricfaes  Resultat  vorauszuseheD  n-ar:  denn  inte^rit  mao 
^fclig  (2)  S.  4.  und  Gleichung  (<l)  g.  3.,  so  erball   nian 
^Kichangeii  (J)  und  ('i).     Es  ist  diess  also  keine  neue 

die  Glei- 
resp.,  die 
Fnnktion. 

^B   Eine  solche  wurde  aber  erbulten  bei  der  Annahme  m 
^^äann  hat  man 

=  1;  denn 

(4) 

1        Verflüirt  mao  mit  dieser  Gleicimnq  ganz  gleich  trie 
lehilig  (1).  so  kemml 

mit  Glei-' 

1                    A»+l)-A^)=/'(»«  +  l)-rt"*)-CIogn, 

^kHaoa  nie  oben 

H                        ,  /•(»+l)-rt»)=C  +  CloB«' 

(5) 

ItitUeD  wira  für  alle  Werthe  ron  z.    Dieses  gibt  also 

^_ 

Ai+l)  =  Clogr(j;+l)  +  C'i +  /■(!), 
•detalu 

a 

»)          H 

19  3      i  i"-' 

erthe  von                 H 

V°f  i(i+I)(i+2)...(i+i-lj  "'•  '"''°'"'  '"'  """^  " 
I ia  die  Funktion  1.2.3...(i— 1)  übergebt. 

Nimmt  man 

j 

i^                 C  =  l,/'(1)=0,  C'=/'(2)-/-'(l)  =  0-0=0, 

^1 

j^   welches  keine  WiderspTücbe  darbietet,  an,  so  erhält  ml 

fW=iogrw, 

■ 

■>     ni  alsdann  geht  au»  Gleichung  (4) 

iogr(i)+iogr(^*+~)+  ...iogr(;.+^) 

■■                    =logr(na:)4(4— >u:)log«+4(«~l)i.i.« 
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hervor,  no  nur  noch  A  zu  bestimmen  ist.     Es  ist  nna  nach  der 
Theorie  der  Fiiiktion  J\x)\ 

Oller  wegen  Gleichung  (4)  §.  5. 


2^  =  rog-2n.  A  —  \\o%l7s.  Ak=^ 
folgt   Bk  nird  durch  die  Gleichung 

B»=/'logr(2:),iD24«»<!i  =  j^jClogSii-c) 
bestiaimt.    Diesem  zuroI<re  wird 

log  r(:i:)  +  rog  r(a^+ i)  +  ...log  r(i+— ) 

=logr(»i)  +  (l  — »a-)logn  +  '!^log'>i. 


wo  c  =  — 0.5772156041)...  die  Konstante  des  ktesrailogarithiBU» 
Torslellt.  Die  Gleichung  (8)  fand  Kummer;  Crelle'e  Journal 
Band  35. 


Wir  lassen  noch  einen   neuen  elementaren  Beweis  der  Glei- 
chung (7)  des  vorhergehenden  Paragraphen  folgen. 

Es  ist  nerolich  aus  Gleichung  (5)  §.  5. 

6innw:t— 2*-"sinjM-sin?t(.«+-J  sin  raf  a;+-J ...einref  a;+— —  1 . 

wo  X  irgend  eine  reelle  Zahl  vorstellt.    Berücksichtigt  man  nun 
dl« FuDdam«ntal^eiohnng  der  Fuaktioo  r{x): 


i#t»w) =m + r('+^) +/(*+!)+ •  /('+ V) 


r;   ' 


;g 


II 

4 


I 
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hervorgehen«  wo  jetzt  f\x,n)  als  Funktion  von  x  und  n  zu  bestim- 
men ist.  Geht  in  der  letzten  Gleichung  äp  in  — x  über,  so  erhält 
man  durch  Vergleichung  mit  der  ersten 

I 

woraus 

folgt 

*  •     • 

Um  nun  f{d^n)  selbst  zu  finden,   setze  man  in  der  ersten 

1 

jener  zwei  simultan  bestehenden  Gleichungen  x-^  —  ^t  x  iwd  be- 
denke die  Gleichung  (b),  so  kommt 

r{nx)=zr{x) r(a;+^)  ...I^(^+^)(2^)"^/'(^+~>  »} 
welche,  mit  der  ursprünglichen  verglichen,  die  Rekursion 

f\^x^r-yn^^nf{x,n) 
darbietet,  aus  i^pekber  leicht  -  ^ — 

gewonnen  wirdi^w»  k  irgend  eine  "positive  ofe  negativa  ganze 
Zahl  ist;  hierin  k^=^'-n  gesetzt  gibtT; 

/•(a:,n)=n"/[a?^l,n),        ^ 

woraus  endlich  \mt^r  der  Voraussetahmg ,  dass.  o^rteine  ganasi  Zahl 
sei,  die  Gleichung  *"  t--  \^^y 

und  sonaclr  ;\.  I  ^ 

folgt. 

Die  Gleichung  /"(ar^n)  =««*-*  gilt  sonach  fär  alleWerthe  von 

k 
X  von  der  Form  x'  i-—»  wo  x'  und  k  beliebige  ganze  Zahlen  vor- 

stellen.    Unter  dieser  Voraussetznng  ist  also 
r(nxyf:zr(x)r(x+l^  ^^+|)..r(:r+^)(2»)^n»'-*. 


Mt 
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1 
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trorana,  wenn  man  die  Bedeutung  von  q  als  ganze  positiva  ZiU' 

bedenkt,  folgende  Beslitnmungsgleichung  für  f\x^ .»} 

ten  nird: 

woians,  wenn  man  hierin  succeselve  für  x  die  Werihe  x,x- 


Werden  diese  beiden  Gleicbungen  durch  einander  dividirt,  M 
kommt  endlich  "        , y 


,(..j,„)=„-(.^- 


,(;.+£.  »)=»"f-'n 


in  welcher  Form  nun  alle  reellen  Werthe   von  a:  enthalten   sind. 
Die  Formel /"(j,n)=n"-l  gilt  daher  allgemein  für  jedes  reelle  x. 


§.  13. 
Integrirt  man  die  Gleichung  (2)  §.  11.,   welche  von  der  Form 

r(^+j)-rw=  ci"-i+  c  (1) 

ist,  einmal  nach  x,  so  wird 

rCa:+l)-r(3:)  =  Ci»  +  C'a^+C,  (!') 

wenn  allgemein  /"l^K^;)  das   Ate  Integral  von  fix)  nach  x  bedeu- 
ten soll.    Integiirt  man  zugleich  Gteicbung  (1)  j.  11.,  nemlich 


nF(n^}^r(x)  +  r(^x+  i^  +/^:r+ 1)  + ...  f(^+~y 


Die  Funbtionen,  «eiche  aus  der  Gleichung  (1')  eDts|>rJii^en, 
wftrden  also  auch  der  Gleichung  (2')  ein  Genüge  leisten.  Aber 
auch  aus  der  Gleichung  (5)  §.  II.  entspringt  durch  Integration  noch 
I  eioe  Funktion,  welche  die  Gleichung  (2')  errüllt.  iiemlich 


n^+1)  -  /■'{*)  =  C(a!oga:)+  C'x  +  C"ia:). 


(!') 


[dcfie  Gleichung  Aaa  ßogr{a:)d.i:  enthält;  nnd  noch  eine  andere 
nktion  wird  erhalten  durch  ziveiniuliges  Integriren  von  log'2sinn.z, 
BD  man  die  Integrations- Konstanten  nillkiihrlich  bleiben  l^sst. 

Und  so  wenlen  allgemein  diejenigen  Funktionen,  welche  aun 
.  Gleichung 

^/l*%+l)-/"W(i)  =  Cj:"-'+Ca:*->+C".r*-H...CI*-').r+0»^)    (1") 

pringen,  die  identische  Gleichung 

1.  Es  ist  auch  leicht  zu  zeigen,  ilass  es  wirklich  keine  an- 
len  Funktionen  gibt,  als  die  aus  der  Integration  von  fix)  und 
b)  entspringen.     Denn  es  sei  F^lx)  das  Zeichen  für  diese  Funk- 

Jii(»-H)-*'*(«)=CÄ"->  +  C:r*-'  +  C"a:'-a+...C»-i)jr+Cl*)(l"')' 

=  ^jnCwj)+Ba:*  +  a'a:*-i  +  ...a(*-')a;+o(*l.         (2'") 

Ans  der  Gleichung  (2'")  können  nun  nur  algebraische  Funktionen 
bnrofgehen,  spezielle  Fälle  atisgenommen.  Diese  werden  vom 
nten  Grad  sein.  Gesetzt  nun,  es  gfibe  noch  andere  algebraische 
Fanlitionen,  welche  die  Gleichung  (2'")  erfüllen,  welche  vom  pten 
Grad  sein  seilen,  so  setze  man  diese  Funktion  in  die  Gleichung 
(2'")  ein,  »ergleiche  links  und  rechte  vom  Gl  eich  b  ei  tez  eichen  die 
CoefEzienten  der  gleichen  Poteozen  von  ai,  so  werden  die  Coeffl- 


au 
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sienten  der  Funktion  alle  bestimmt  irerden,  deren  Anzahl  p-fl 
indem  die  Anzahl  der  sn  entstehenden  Gleichungen  B.\iehp\i 
Es  gibt  al.io,  da  diese  Gleichungen  lineür  sind,  nur  eine 
braische  Fiinklion,  nelclie  der  tileichung  (2'")  genügt,  uod 
ist  es  die  Funktion,  ndcbe  aus  der  Gleichung  (I'")  bervof 
Was  nun  die  Iranscendenten  Funktionen  hetriffl,  welche  die 
chung  (2"')  erl'ullen,  so  niid  man  dieselben  kiaaX  hinter  eist 
^iflferenziren  kiinnen,  ohne  dass  sie  verschwinden.  Alsdann 
die  Gleichung  (2'")  zu 


d-rk        '  J«.fc  +""  #J-^  -m— t         .;■>« 


4.,    \telcher  die  Funk| 


Dieses  ist  aber  die  Gleichung  (1)  ^ 
nen  f{x)  entsprechen.    Es  niuss  also 

oder 

Fk(x)  =p')f{x)dx' 
sein. 

Die  Gleichung  (?'")  korrespondirt  aber  mit  der  Gleichung 
g.  2.,  wenn  ^(1)=-^  gesetzt  wird.     Die  daselbst  angekOndigl 
Untersuchung  ist  hiemit  als  geschlossen  anzusehen. 

§.14. 

Es  ergeben  sich  aus  einer  der  Gleichung  (5)  §.  2.  anaf« 
Gleichung,  in  welcher  jene  als  spezieller  Fall  enthalten  ist,  R 
eine  Anzahl  von  Funktionen,  nelche  analoge  Lehrsätze  hei 
rufen,  nemiich  aus  der  Gleichung 


(1) 


wo  iC(n),  ^'(n),  T/j"(n),,.,  ^W(m)  im  Altgemeinen  von  einander  ver- 
schiedene Funktionen  vorstellen,  welche  unter  sich  einen  gewissen 
Zusammen  hnne  haben.  Um  aber  zu  untersuchen,  was  TürFiniktio- 
Tien  dieser  Gleichung  geniigen,  so  hat  man  vorerst  folgende  dr«i 
Gleichungen  zur  Entwickelung  von  ;r,  x''-f^^,  x^p,  welche  nach  deni 
in. j.2.  t(leiciuiiig.,@>.au%efitellteii.F.ocneln-lei^.iu;|9ltoq.^     '   ^ 


R-l\    915 


1  0     ^bsoo  1   ft=aD 


r.^i     0»>-l)(2p--8)l  ,.^.,(2SP^1X2P  -2)...2  1    , 

'*— i*~"         (2«)«         A4+--1— 'J*^        (2»)*P-«        U^*\ 

"'~ifc         (2«)«     Ä»  +  — ^    ^''^        (2»)'»P-«       A«»-»      ' 
ier  Käme  wegen  gesetast  irurde«  und 


(2) 


1   •       1 


(3) 


'*+^=5pW^2^+**'-^'^^2^*2^''»^«*^' 


«0 


s      ^y      2p(2p-lJ  1    ,       ,     1^.  ■.  2p(2p-l)..,.3  1 


I  ■  • '  _  ■»    I 


und  endlicb  noch 

1  l  ^«  1 

m  fi^iAllx<)|ffiil^ii'>B  wegen  a!=-'inx  ist    Alsdann  bat  man  <Ue 
idmtiscbe  Gleichung: 

=4  +  2   J?  ^fa.cosibur'-f2    ^   Bk»sinknx' 

•f  .'  •  .  '        •;'••■:■■    •.-^fr— I  ifesJl  :»      ■..•.••'■•    • 

m  }*'.y\]    :\u'        .   '     '•   ■ -  r •■       "    if 

UMB^yf^h'^U  ity  miA^  innerinlb  4er  GreueB  Q.  pud.^; 
Igen.    Es  miiss  also  sein:  :>  <: 
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At»ifi)-\)V^  ^^^■i^r,)=a  ,  (5) 

=^ltW+(ij^'i'r*M(n)«;r.  (6) 


Bfc=»lt<»)-jj  ^tl"(«)*V 


P) 


Diese  drei  Gleichungen    nun  sind  ee  allein,    ivelebn  zur  Be- 
stimmung der  f(-|^2  Funklionen  von  n,  neinlich i^Cn),  'tfi'Cn) ■^^K^)* 

9)(n)  dienen,  Es  i^t  aXna  klar,  dass  eine  Auzahl  ft — 1  derselliea 
beliebit;  angenommen  werden  kann.  Die  Wiilkfihrlichkeit  dies« 
(t  —  l  Funktionen  ist  es  nun,  ivelche  eine  unendliche  Menge  Fo^ 
nien  für  f{a:)  zulässt.     Die  VetlTlgun^  über  ■^{n),  nemlicb 


^{n)'- 


l 


®". 


nom  irgend  eine  positive  oder  negativeZahl  vorstellt,  liefert  einige 
interessante  Entwir.kelungen,  deren  Ausführung  der  Zweck  der 
folgenden  Paragraphen  ist. 


Setzt  man  zur  Abkürzung 

und  betrachtet    den  Fall,    wo  fc^S  ist, 
Gleichungen  (6),  (6),  (7)  g.  14.: 


>  hat  man  zufolge  der 


a*w-^ 


=  ßw  (2) 


Setzt  man  ferner  27i^Ai^=At'  und  I^Bk^Bi' ,  so  gehen  dl« 
beiden  letzten  Gleichungen  in  (2)  über  in; 

Ä'>^h.'-ÄMt'i/<(n)=<(n)  und  Äfft,'— Aif.C«)  =  -?''fii),  (3) 
welche  nun  aufznliiRen  sind.  Setzt  man  in  der  ersten  derselben 
für  k  euccessive  die  Werthe  k,  kn,  An*,.... An"'-',  raultiplizirtüa 
alsdann  resp.  mit  ««"'-«tCn}«'-!,  n""'-*f  (n)"'-«  «'^-«^(ti)'«'-*^! 
und  addirt  sie  sSramllicbi   so  wird:      .,;.,„  ,,.«„  .„ 
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=  y («)  ( 1  +  nX») + n«t(»)'  +  ••••  n*»'-Vf»)'"'-*  I 

-  '''  ("^     „2,^(„)_i-  ' 
oder 

Et  ist  aber  auch 


JPJ't,'"'  -**«f(n'»')  /<'*=^"(n«'). 


Seilt  man  daher 


(4) 


SO  weiden  die  ersten  Glieder  dieser  beiden  Gleichungen  einander 
gleich,   und  es  wird  dann: 


(«) 


oder 


n« 


n 


am" 


woraus 


*"(»«)  „a-«._i  =  «!'"(»"•')  ü(a^m)»?^ri 


^'{n)  =  —  rt  — -ä oder  i/;"(n)  =  a  - 


n" 


n™ 


(8) 


falgt    Behandelt  man  ebenso  die  zweite  der  Gleichungen  (3)»  so 
kommt 


^W)    |»m'(l-m)-]  _ 


(ft 


woraus 


9'(«)  =  h 


(«) 


So  lange  m  von  1  oder  2  verschieden  ist,   wird  man  auf  die- 
item  Wege  auf  keine  neuen  Funktionen  stossen. 

Fi3r  nis=2  dagegen  erhält  man  aus  Gleichung  (o),  welche  in 
ebt: 

^w-a  =<(«'*)  Odern  VW  == ^— V. 
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und  hieraas: 


a 


'*"W  =  ^l^g**- 


w 


(7> 


Alsdano  wird  auch  (6)  zu 


^'M=f^^—2r' 


also 


71' 


Es  wird  also 


,.  ^      bn — 6— alogn        ,  ,       1 
t'(w)= ^2     ^    .    ^in)=:^. 

,  .      alo«n  +  62<w2-36w— (64— 36) 
(p(n)=  —^ gj^5 


A^)+A^+^  +  ....A^  +  V''^ 


(8) 


=  -■ /(««:)+ j?(6n  — 6— alog^)  +  a^anlog»^+ng!)(n),      (9) ,; 


n 


welche  Gleichung  identisch  ist  für  alle  Werthe  Von  x,  welche  ift* 

nerbalb  der  Grenzen  0  und  -   liegen.     Nehmen   wir   an,    sie  be*| 

stehe  für  alle  Werthe  von  x,  sofern  f(x)  dies  im  Allgemeinen  i 

lässt«  so  darf  man  in  derselben  x-{-  -   für  x   substituiren.     Thoti 

man  das  und  subtrahirt  die  Gleichung  (9)  von  der  so  entstehenden« 
so  kommt: 

/(^+l)-/lf^)=JtAw^+l)--/l«^)l+l(*w--6--alog«) 

+ ^^  +  -logn. 

Nimmt  man  hier  0:=]  an  und  setzt  zur  Abkürzung  /'(2) — /(I)s=€^ 
so  wird 

wc=/*(n+l) — /*(n)  +  6w  —  6-h2anlogn 

oder 9   wenn  man  n  in  o:  umsetzt,  so  wird  diese  Gleichung  offen*] 
bar  auch  für  variable  Werthe  von  x  gelten,  und  es  ist 


f{x  +  J) =f{x)  +  b  +a:(c— 6)— 2aÄ  iogar. 


m\ 


woraus  für  ganze  Werthe  von  x  die  Funktion  /'(J?+1)==:/(1)4'^( 
+  (c-6)(l+2+3  +  ....a:)-2a(llogl  +  21og2  +  31og3  +  ....arlog# 
sich  ergibt.  1 -f- 2 -f  3 -f  .... o;  ist  aber  die  Bernoulli'scfae  Fmii^ 
tioD  J?'(x-fl)>   wenn  x  einen  variablen  Werth  hat. 


iiD  femet: 


P//    :J-:' 


log  'Aj:  + 1)  =  I  log  1  +  2  log  2  +  3Iog  3  +  ....a:  logar,       (A) 

troför 

log  'r(x  + 1) = a:  log  JT  +  log  'r(a:)  (B) 

st,  und  also 

log'r(l)=0.    Iog'r(2)=0;  (C) 

;o  ergibt  sich  schliesslich  für  gebrochene  Wertfae  von  x  die  Funktion: 

f(x)=:(f(i)-'b)-\-bx  +  (c-'b)B'(x)—2a\og'rix).       (II) 

m=0  '*. 

Dm  endlich  noch  die  Reihenentwickelung  von  f(x)  und  somit 
lucb  Ton  log  'r(x)  zu  finden ,  so  ist  aus  den  Gleichungen  (2),  wenn 
Dan  a  =  l  aui^iramt»  was  erlaubt  ist: 

1.1   logn  1  j,    n — 1  . 

oraus,  wenn  A:=  1  gesetzt  und  dann  »  ip  ifc  umgesetzt  wird: 

"^*-A'*+2S'^ir^     ^*"-l^+2)fc;r~2«  ^^^^ 

Ffir  »tnl  erhält  man  auf  ähnliche  Art: 

1        ../v         1 — n       ,,  ,     6 logn 

t|;(n)  =  -,  t(;"(n)=a-^.  q>'{n)=—^\ 

alsotf;'(«>  =  — -^— ^~ — '  f    <!*) 

und  9(w)=  g— ^la— (62I  -f  0)72 +6^n^  — SAnlogn). 

ies  gibt  also  die  Funktion 

/l(ar  +  l)  =  /(ar)  +  (c— 2a)-f  2fla;— 6logar, 
oraus 

f{x)  =/(l)  +  (c  -2o)  (a:— 1)  +  a^(ar— 1) — b  log  ftar)        (l4) 

ervorgeht.  Da  die  Eigenschallten  dieser  Funktion  schon  bekannt 
104,  IUI Ji^leibeo  wir  nicht  dabei  stehen,  aondem  geheo  zun  folgen* 
len  Fall  über. 

'\  §.  16. 

Es  84  als  zweite  Spezialisiruiig  f»s3>«  soefimHiman  die  drei 
Gleichungen : 

15* 
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Setzt  man  zur  Abkürzung 

i/;'(n)  +  t^"(n)  +  <(n)=9'(«),   2t/;»+3tf;"'(n)  =  <(n);    (! 
60  kommt 

Die  erste  der  GleichuDgen  (3)  aufgelöst  gibt,  wenn  i(a(w)=  — j 
genommen  wird,  nach  §.  15.: 

V"(«)  =  6  ^-liS—  (5 

Setzt  man  in  der  zweiten  Gleiebnng  in  (3)  der  Kürze  weg 
<p'(>i)(2jr)«=^(n),  6<(w)  =  g>"Yw),  (27t)^Bk  =  B'i,  so  wird  s 
bige  zu 

k^B'kn-k^B'k^in)  +  ^23j(w)  =  (p"'(w). 

Hiemaeb^  auch  noch  für  k  die  Werthe  k,  kn,  kn^, ....  knP*'—^  { 
setzte  dann  die  entstehenden  Gleichungen  resp.  mit  n'("»'-i)t/;(n)"»'' 
n*("»'--^t^(n)»"'-*,  ....l  multiplicirt  und  sämmtlich  addirt,  gibt  zulet: 

^  ^  ^  n't^C«)  —  1 

Es  ist  aber  auch 

k^Bkn'^'-k^'tl>(n^')B'k+  k^%(n"^)  =  g)"'(w»»'). 
Setzt  msD  DUD  5  um  diese  beiden  Gleichungen  identisch  zu  mache 


1  j%m'{l—m) 1        \ 

«|m'(8— m) 1 

y(«-0=  ir-»(«'-»)  y«(n)  2-5-;^ ; 


(6 


n-U    »1 


00  folgt  daraus 

Trodorcfa  nun  i^'(n)  und  tf;"(9t)  ebenfalls  bestimmt  sind.  Diese 
Bestimmungen  geben  aber,  vreno  m  nicht  gleich  1,  2  oder  3  ist, 
bine  neuen  Resultate;  auch  für  m=l  kommt  man  auf  die  Funktion 
ogr(a:),  für  in =2  auf  logT^).  Es  sei  also  m=3,  so  wird  ganz 
malog  dem  früher  angegebenen  Verfahren: 

«n)  =  -5,  9,'(w)  =  «— 3-,  g>-(n)=:6— -,  <(n)=:^^;   (8) 


,,      I  ,,  ,      «'*'-2^-(«-2>     clogn 


voraus 

:  (8') 

^,  .      \bn—b     clogn         ^,  .      clos^n 

Nun  aber  kommt  auf  gleiche  Weise,   wie  im  vorhergehenden 
aragrapheo,  wenn  /'(2)  —  f(\)z=  —  d  gesetzt  wird: 

/(a:  +  l)=:/*(a:)  +  a  +  6a:  — (rf+a  +  6)Är«  — car^logar,         (9) 

)raii8 

/'(a:+l)=/];ar)  +  fla:  +  6B'(a:+l)-(c/+a  +  6)B"(a:+l) 

-clog"r(x+l);  (10) 

0  mit  "r(a;+l)    die  Funktion  1»'2«*3»'— a:**  oder  log"r(a:+l) 
:l>loglH-2^1og24-3'log3-f....a;'loga;  bezeichnet  wurde. 

§.  17. 

Allgemein  erhält  man,  wenn  fi  als  gerade  oder  ungerade  Zahl 
Ifi'  oder  2fi'-(-l  betrachtet  wird: 
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•        '        IV 


+    +    I 


? 


=.    1 


'VS^ 


I 


.i^  Qi 


•I^T: 


fcO 


+   -1 


II 


1 


+ 
+ 


10 

•fc 


+ 
I 


l>0 


<xä^ 


I  + 


^ 


II 

IT 
-^ 


+ 

1 

4 

'S 

-3 

^ 

Ol 

a 

W    >«' 

^ 

—^ 

^ 

—      fe» 

^ 

'S 

das  83rmbol 

,,=....3....,  ..a  Q^"-«:;;-*"" 

Setzt  man  nun  allgemeiD  der  Kürze  wegen 

lehen  An»  und  i9jbn  über  in: 

-  •••• (2^51)2/? y'^K«). 

=-B*t{»)-(2^)9'(«)+(2j/t)i9''"(")-(2;^^^ 

(^  l).u'+l  (2u')  f 

den  diese  beiden  Gleichungen    nach   der  im  vorhergehenden 
igraphen  angewandten  Methode  aufgelöst,  so  ergibt  sich: 


«) 


■  \ 


fl)'"(w)=a3 zi — ,....m^'=afc r ••••    1 

^    ^   '         a        um  -r^^j  *         ntn  f 

m=:2fi'-f  1  ^>rd  nun 

;t  man  nun  überall  iif^^f^'^^)(n)=:0,    so  erhält  man  ganz  eben 
lie  Gleichungen  (4)  und  für  m=:2ft'  wird  dann  auch: 

ist  also  allgemein  für  ein  beliebiges  fi: 
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Ferner  wird,  wenn  Alles  gehörig  reducirt  wird  und  angenom-  \4 
men,  fix)  solle  der  Gleichung  (1)  §•  14.  für  jedes  reelle  x  genfin 
gen,  60  fern  es  möglich  ist,  auf  gleiche  Weise  wie  früher  erbaitwi: 

f(x^\)--f{x)=n^l>{n)\f(nx-{'\)-f{nx)\  ** 

+  nq>'(n)  +  n^x<p"(n)  +  n^x^(p"%n)^....  nf^xf^^<p(f^)(n) ,  i 

und  somit  5  wenn  man  hierin  den  Werth  von  q>^)(n)  aus  (4)  sab- 
stituirt  und  der  Kürze  wegen  f{2) — /"(Ijrr  — 0^4.1  annimmt:         •" 


f(x  +  1)  =  fix)  —  xf^-HofA^i  +  öl  +  «2  +  «8  +  — •  «^^-0      . 

[(<0 


woraus  kommt:  '"^ 

f{xi-l)=zf(l)  —  (lli  +ff2+«3  +  —flAc-l+«Ai+l)  ^ju-l(a?+l) 

+  a^-1  -ß^-2  (ät  + 1)  + ....  üix — fta/i  log 
worin 


& 

9 


log  0«-i)r(^  + 1)  —  1^"^  log  1  +  2^^-^  log2  +  3i"-i  log3  + .. .  a:M-Mog;r 

und  ßk(x  +  l)  der  Bern oulli' sehen  Funktion  Bix-l-l)  aus  f^lßf 
gleich  gesetzt  ist,  wenn  fiir  m=k  angenommen  wird. 


I 

> 
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In  dem  folgenden^  manche  interessante  Dinge  enthaftenden 
Werke : 

Pauli!  Frisii  Operum  Tomus  primus,  Algebram  et 
Geometriam  analyticam  continens.  Mediolani.  1782.  4^ 
p.  255. 

wird  die  Geschichte  der  Erfindung  der  Auflösungen  der  cubischen 
und  hiquadratischen  Gleichungen   auf  folgende  Art  erzählt: 


ECum  ad  eestum  deoimum  usque  Eaeculuin,  qui  AlKebram 
iColuerant  Matbeniatici,  et  Lucas  Ipse  Paclolus,  qui  aliorum 
reota  colle^erat  In  Arithmeticae  siimnia  Venelüs  edtfa  anno  149'!, 
ra  aeqaalinnea  secundi  <!radus  minime  progressi  essent,  priinuti 
mium  Scipio  Ferreus  Bonoiiiensis  aequalioaem  tertii  gradus 
:pit  resolvcre,  etnicthodum  rtsolulionis  Florida  Veneto  Auditori, 
aniico  Bun  comnianifavit.  Is  antem  occasione  quarumdam 
iputationum  idcm  problema  aequationis  cubicae  resolvendae  Nicoiao 
rtaleae  Brixiensi  jiroposuit.  Tartalea  ad  eosdeiu  Scipiniiis  Ferrei 
iclasioaes  pervetiit,  et  celatn  pro^ressu ,  ac  serie  caiculi,  regulas 
nes  aperuit  Uieroninio  Cardario  Mediolanen^i,  qui  se  arcaDum 
e  pollicifu«,  cum  diuturno  titiidio  evolutis  cubicjs  aequationibu* 
Euls.rum  omainm  rationem  inveorsset,  pubiici  juris  oiunia  esse 
liiit.  Quo  qaideni  ipse  datam  Tarluleae  fidem  fefellit,  et  promn- 
idae  Al^elirae,  et  votls  AlgebrtKtarum  oplime  consuliiit.  In  sua 
im  Magna  Arte  Alijebrae,  et  in  liliro  de  Regula  Aiiza,  qui 
no  1545  iu  lucem  prodiit,  aequatiuiies  cubicas  pro  casibus  Sin- 
tis efotulas  exbibuit  Cardanus ,  et  casum  etiarn  illum  altigit, 
ein  vocant  irreductibilem,  et  In  quo  reales  acquatiouiü  cubica* 
liccs  prodeuDt  sub  fornia  iniagiiiaria.  Uisce  omnibas  de  causia 
^ebristae  aequationum  huiusinnili  rcHolvendarum  foriDiilam  Car- 
nicam  appellarc  coDäueverunt.  MethoHum  eamdem  resoluüoai 
quationuiu  quarti  gradus  aplavit  Liidovicus  de  Ferrariis.  aequa- 
inthus  quadralico-quadraticis  in  cub'tcas  resolutis,  ut  in  Comll.  111, 
lobl.  IL.  i'aiu  dictum  vei.  Po^t  illud  tempus  celebriores  Alge-, 
i'islae  (ere  oiuoes  in  banc  Algebrae  partem  studia  sua  conluierunt.. 
lingnlare  est  autein  diiorum  saeculorum  studiis  vix  quidpiam  ani- 
flus  Matbematicos  obtiuutsse  quam  antea  ecripserat  Cardanus, 
lomo  qui  summi  ingenii  mnnunientuni  apud  Matbematicos  ipsos 
«liqDit,  cum  aliis  editorum  operum  volumiuibus  tot  ineptias,  tot 
inmnis  et  deliria  pramiscuerit,  ut  in  üs  ne  pnidens  quidein,  et 
»Dsideratus  aatbor  dignosci  possil. " 


li  den  ,. As tronomischei 
pProfessor  d'Arrest  in  L< 
erkaufen  Aber  das  Floren 


ner   I 


obl 


:en  Nr.  875."  theilt, 
de  sebr  inleiessaate 
em  mit: 


^Scit  Viviani  und  .lac.  Rernoulli  kennt  man  die  einfacbste 
1  Florentiner  Problems,    der  zufolge   zwei  ortbo- 
B  Cylinder,  errichtet  auf  dem  Aequator  BCD  und  auf  krei»- 
1  Grundflächen,  deren  nurchmesser  dem  Kugelradius  gleich 


.Wsceltfn. 


•ind,  die  Halbkugel  ABCD  {A  der  Pol)  in  zwei  OFalen  Oeffnun- 
fta  doTcbbohren,  so  dass  der  Rest  der  hemisphärischen  Flüche 
durch  das  Quadrat  des  Kitgeldurchmesser:«  ansgedrückt  wirf, 
Dass  die  gewühnliche  Lemniscale  an  die  Stelle  jener  zwd 
Kreise  treten  kann,  ist  unter  den  zahlreichen  Entdeckungen,  lu 
denen  diese  Aufgabe  späterhin  Veranlassung  gegeben  hat,  wie  ich 
glaube,  nicht erwShnt  ivorden ;  siatt  jene  Kreise  orthographisch 
auf  die  Kugel  zu  prujiciren,  muss  man,  um  den  unquadrirbareo 
Theil  aus  derHemisphltre  ausxuseheiden,  die  Lemniseate  steren- 
eraphisch  auf  die  Kugel  uerren.  Man  Iiunn  sich  hiervon  auj 
nnz  elementare  Weise  fiberzeugen.  Die  Polargleichung  der  m 
Aequator  liegenden  Lemniscate,  deren  Halbaxe  dem  KugelradinM 
gleich  und  Eins  geaet/t  wird,  «ei  r*=cos-2oi.     Dann  ist  nach  der! 

Natur  der  stereographischen  Projection  Ig^CJS"  — 2)— cos'Jß,  Heoii, 
man  die  Declination  des  entsprechenden  Punktes  mit  S  bezeichnet 
Dafür  die  gleichbedeutenden  Ausdrücke 


1+* 


ing_l— fggci 
in<S-l +  tg«a 


gesetzt ,   giebt 


-tg%. 


(1) 


tvelches  für  den  Anfangspunkt  B  der  a  und  für  die  Grundebemi 
SCD  die  Gleichung  an  die  sphärische  Linie  ist.  Nehmen  wir* 
dagegen  jetzt  den  grössten  Kreis  AC  als  Grundebene,  tn  der  dis 
a  gezählt  werden,  legen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  naeh 
A,  und  bezeichnen  in  diesem  Sjsfeme  die  zusammengehörigi 
winkligen  sphärischen  Coordinaten  mitct'  und  S' ,  so  siebt  mi 


=cosä'eoB«' 

=  co(gö'sintt 


I,  dassll 
(2) 


Eliminirt  man  nun  a  und  6  aus  (I),  (2),  (3),  so  kommt  a'=. 
und  dies  ist,  wie  bekannt,  die  Gleichung  der  gesuchten  CorTe,, 
welche  das  Viviani'sche  Rälhsel  llist.  Aus  Gleichung  (1)  ist 
sogleich  klar,  dass  die  sphärischen  Tangenten  im  Knotenpunkte 
sich  unter  rechten  Winkeln,  wie  bei  der  ebenen  Lemniscate» 
schneiden;  auch  lassen  sich  einige  andere  EigenschalYen  dieser 
Linie  nun  direct  auf  die  sphärische  Scfalpifenlinie  des  Viviaot 
fibertragen." 


In  seinem  Jour 
folgende  Anfitisnng  f 
N  unbekannten  Grüsi 


at  T.  XL  p.  46ß.  hat  Herr  Liouville  di» 
n  H  Gleichungen  des  ersten  Grades  i 
n  von  der  Form : 


JKiseeUen. 


aä7 


*      +   #T[+7^  +  ...  =  l. 


A-a •   A-b^A-e 


^     .    y     .  ^     ,     _, 

JJIZ^a  +  C— 6  ■*"  C-C+ *' 

n.    8.    Vf. 

m,   nüt  der  Beaierkang^    dass  schon  Herr  Binet  dieselbe 
iflSsoDg  in  T.  II.  p.  248.  des  nSmIicben  Journals  gegeben  babe, 
dieser  Anf  losnog  aber  aaf  weniger  eiofacbem  Wege  gelangt  sei. 

Man  kann  die  n  Grossen  A,  B,  C,....  als  die  n  Wurzeln  der 
ichnng 


X 


y 


ü—a  ^  17-6  ^  ü-c 


1    ••••  — •  *» 


reiche  in  Bezug  auf  U  als  unbekannte  Grosse  offenbar  vom  itten 
kde  ist,  betraditen.    Setzen  wir  nun 

wird  ▼erstehende  Gleichung: 


r 

I 


1+^+— ^ 


r+TTr:ä  +  F+7^+"=^' 


Mie  Ctleidrang  des  nten  Grades  in  Bezug  auf  V  als  unbekannte 
[flKtese,  deren  Worzeln 

fifid.  Schaffen  wir  nun  in  dieser  Gleichung  die  Bruche  weg,  um 
m  anf  die  Form  F"-|-....  =  0  zu  bringen ,  so  ist  das  von  V  un* 
•Uiän^ge  Glied  offenbar: 


lad  da  nun 


x{h — •a)(c  — «)(rf — fi)..... 


{a-^Ä)  (a-^B)  (a-C).... 


das  Product  aller  Wurzeln  dieser  Gleichung  des  nten  Grades  ist, 
•0  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Gleichungen : 


(-l)ii(o-J)(a— Ä)(a— C)....=a:(6-a)(e-fl)(rf-o) 


also 
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oder,   wie  sogleich  erhellet: 

^-r     |x.    (a~^)(a-^)(a~C).:.. 
also  ^ 

"~        (g — b)(a — c)(g— ^).... 

Gaoz  auf  ähnliche  Art  findet  man  y,  z,....,  und  erhält  also: 

__  (g  —  A) (a—  B)  (a  —  C).-.. 
(g — 6)(g  — c)(g — d)....    ' 

(6--^)(6-g)(6— C).... 
^""         (6-g)(6-c)(6-d)....    ' 

(c-J)(c-^)(c  — C).... 
(c — a){c — b)(c — d)..„ 

u.    s.    w. 

Herr  Liouville  bemerkt  noch,  dass  auch  Herr  Cbelin 
Rom  auf  deniselbeii  Wege  ^u  diesen  Ausdrücken  gelaugt  sei 


Bezeichnet  man  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei( 
durch  a,  seine  beiden  Katheten,  durch  6,  e,  seinen  Flächenin 
durch  ;^»  so  ist  i^=i6c.  Bezeichnet  nun  ferner  p  den  ha 
Umfang  dieses  Dreiecks,  ist  also  a'{-b'{-c=2p,  so  ist  b'{-c=^p 
also  (6+c)2  =  (2p  — fO^,  folglich  26c  =  (2/?  —  g)«  —  (6«  H 
^(ßp  -  g)2—  g2  =  (2p  -  a  +  a)  (2;i  — g— g>=  4p(p  —  g),  z/= 
^p(p^o).  Also  ist  der  Flächeninhalt  eines  rec 
winkligeti  Dreiecks  gleich  seinem  halben,  Umfange  i 
seinem  halben  Umfange  weniger  der  Hypotenuse. 


Es  ist 

a;2n  —  2ar«^«cos27ia  +  y^=i  {Ax""  --Bif^)  {Bx^  —  Ay^) 
für 

'  »  •  .  ,  *  ■  . . .     • 

2l=cos«a  +  sin«aV" — \, 
B=cosna — sin  na  V  — 1. 

(Leonhardi  Enlel*!  Opuscula  analytica.  T.  1.  Petrop.  I*! 

p.  363.) 
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Durch  ,den  ^Ar^fang  eines  rechtwinkligen  Coordinatensysteros 
)i  xyz  sei  eine  Ebene  gelegt,  deren  Gleichung 

in  mag.  Die  Gleichungen  der  Durchschnittslinien  dieser  Ebene 
it  den  Ebenen  der  xz  und  yz  sind  respective 

Ax+Cz=0   und    %+Cz  =  0. 

ezeichnen  wir  nun  den  in  gewöhnlicher  Weise  genommenen 
/inkel,  welchen  die  Durchschnittslinie  mit  der  Ebene  der  xz  mit 
nu  positiven  Theile  der  Axe  der  x  einschliesst,  durch  t;  .den 
i  gewöhnlicher  Weise  genommenen  Winkel,  welchen  die  Du^ch- 
ehoittslinie  mit  der  Ebene  der  yz'  mit  dem  positiven  Theile  der 
ae  der  y  einschliesst,  durch  t| ;  so  ist  nach  den  Lehren  der 
Dalytischen  Geometrie: 

tangi^p  —  Q  9    tangii  =—  ^. 

t lehnet    nun    ferner    J  den   Neigungswinkel  der    durch    den 
Dg  der  Coordinaten  gelegten  Ebene  gegen  die  Ebene  der  xy^ 
ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich: 


L 


cos  J2  =  3ä:p]gäqpca  *) ' 


sm  t/*  = 


A^+W+C^' 


■d  folglich 


0 

^,  mit  dem  Obigen  verglichen,  giebt  die  Relation: 

taogJ^  =  tangi*  -f  tang  d*. 


Die  Gleichung  des  sechsten  Grades: 
pion  anf  folgende  Art  geschrieben  werden : 


*)  M.  «.    «ieine    Elemente    der    analytischen    GeomtotVie. 
t^l  L   Lei^sig.  4838.    S.  218.  6« 


1 
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also  auf  lolgende  Art: 

ta;(>— 3)1«  + a{:r(a:«— 3)1+6  =  0. 
Setzt  man  nun 

so  Yvird  uDsere  Gleichung: 

2^2  +  113^+6  =  0, 

welche  Gleichung  vom  zweiten  Grade  ist.    Bestimmt  man  nun  J 

mittelst  dieser  Gleichung,   so  wird  x  mittelst  der  Gleichung  d^ 

dritten  Grades  *J 

■/i 

a:(a72  — 3)  =  y   oder   a:^  — 3a:— y=:0,  m 

in  welcher  das  zweite  Glied  fehlt,  bestimmt.  Daher  kann  nUM 
die  gegebene  Gleichung  des  sechsten  Grawes  immer  mittelst  ein«q 
Gleichung  des  zweiten  und  einer  Gleichung  des  dritten  Grad(|| 
auflösen.  .  j 

*    (Nouveltes  Annales  de  Math^raatiques.  T.  XI.  1853.  p.48£) 


i 


-.1 

I 

Auflösung  der  Gleicbong  or^  +  iy^sz*  in   positiven  ^an* 

zen    Zahlen.  « 

(M.  8.  Nouvelles  Annalet  de  Mathdnistiqaes.  T.  XI.  1852.  p.SlJ 

Man  setze 

a;  =  M+r,    ^=tt  +  w,     2  =  t«  +  t>  +  w; 

führt  man  diese  Werthe  von  x,  y,  z  m  die  Gleichung  - 

Ä«+ya_-2« 
ein,  so  wird  dieselbe: 

2t«a+2t«(t>  +  w)  +  ©«+€©2=1««+ 2tt(r  +  w)  +  2t>fo+©«+ to«. 

u^  =  2üw. 

,^f^  das  Quadrat  einer  ungeraden  Zahl,  wie  sich. leicht  le^ 
gen  Iässt#  immer  auch  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  biandit'maiiiBI 
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« nnr  •  beUebige  gerade  Zahlen  zu  setzen,  und  u^^  was  wieder 
gerade  ist,  in  zwei  Factoren  zu  zerlegen,  von  denen  der  eine 
immer  gerade  sein  wird,  da  das  Product  zweier  ungeraden  Zah- 
len immer  wieder  eine  ungerade  Zahl  ist.  Üie  Hälfte  dieses  gera- 
den Factors  und  der  andere  Factor  sind  respective  die  Werthe 
Ton  f)  und  to;  und  da  man  auch  u  kennt,  so  kennt  man  auch 
X,  y,  X,    indem  nach  dem  Obigen 


ist. 


Man  setze  z.  B.  t<  =  14,  so  ist  t£^=196;  und  weil  nun 

196  =  4,49 


ist,  so  ist 


r=:2,    ti?  =  49; 


^=t«  +  r  =  J6, 

s  =t«-|-r+w=65. 

In  der  Tbat  ist 

16«  +  63a=652, 

wie  verlangt  wurde. 

Setzt  man  ti  =  6,    so  ist 

i«a=:36  =  2.18  =  4.9; 
also  kann  man 

r  =  l,    w  =  18  oder  r  =  2,    w 

setzen.    Im  ersten  Falle   ist 


=  9 


und  vijrklicb 


hn  zweiten  Falle  ist 


=7, 

24, 
w=25; 

72  +  24«  = 

25» 

5f=u-fto=15, 
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and  wirklich 

8» +  15*  =17«. 

Setzt  man  m  =  2«   8o  ist 

««  =  4  =  2. 2, 

also  v  =  1,  t£7=:2;    folglich 

iy  =tiHhw=^4, 

z  =:«-f  v-ffo=5; 
und  wirklich 

3« +  4«=  5« 


Beweis  der  Formeln  ffir  sin(a-|.fc)  und  cos(a4:fc). 

Von  Herrn  Dr.  KoRters   in  Aachen. 

Man    drücke   den  Inhalt   des   Dreiecks  ahc  (Taf.  III.  Fi§ 
verschieden  aus.  Es  ist,  wenn  6c? Xac  und  ce-La6  und  agxbc 

1)  ac.bd:=zab.ec'=.ae»ec-{'be,eCi    also 

bd ae   ec       be    ec 

bc        ac'  bc       bc '  ac* 

oder 

.    sin  (a  +  6)  =  sin  a  cos  b  +  cos  a  sin  6. 

2)  ac,  bd  =  (6^ — gc) .  a^  =  ag,bg — üg.gc , 

ftrf ag-bg     ^g*gc 

ab       ac.ab      ab.ac* 

oder 

sin  (c — ft)  =  sin  c  cos  6 — cos  c  sin  ft. 

3)  €C«  =  ae .  e6  —  ca,cd,    folglich 

cd ae.eb       ec.ec 

cb       ca.cb       cb.ca* 

oder 

cos  (a  -f  6)  =  cos  o  cos  6  -^sina  sin  6. 


k  4)     btP  =  be.ba—dc.da, 


be bd.bd       de.  da 

bc       ab.bc         ab.bc 


Zur   Lehre   von    der   Wurfbewegniig. 


Da  bei  der  WurfbeHegung  im  leeren  Räume  die  Aulgabe: 
Den  Winkel  xu  finden,   unter  welchem  der  schw. 

bukt  geworfen  werden  muss,  wenn  ein  gegebe 
nkt  getroffen  werden  soll; 


hiebt  immer  mit  der  nüthigen  Bestiir 
Ivird,  so  will  ich  für  diese  Aufgabe 
Ibaadlung  ThI.  XXI.  Nr.  XXXI.,  in  tl 


ntheit  und  Strenge  j 
lier,  als  Anhang  zu 
r  Kürze  die  Auflüsun 


jfgelöet 
]er  Ab- 
•  geben. 


Wenn  der  Anfangspunkt  der  Bewegung  als  Anfang  der  Coor- 
I  dinaten  angenommen    wird    und    die   Coordinatcn    des    gegebenen 
^tes    durch    x,    y    bezeichnet    werden,     so    hal>en    wir    Dach 
LXXf.  S.44l}.5)in  den  dortigenZeichendie  folgenden  Gleichungen:  j 

=  Ff  cos  i. 


1) 


\' 


:.(F«in 


-G{)t: 


bei  denen  man  zu  bemerken  hat,  dass  der  positive  Theit  der  Aie 
fcf  y  der  constanten  Richtung  der  Kraft  2 G  parallel,  aber  entge- 
gengesetzt ist,  und  der  Winkel  i  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin  von 
(I  bis  360»  gezählt  wird.  Aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichun- 
gen ist  nun  der  Winkel  i  zu  bestimmen,  nämlich  so,  dass  der- 
wlbe  diesen  beiden  Gleichungen  zugleich  genügt 

Eliminirt  man  aas  ansern  beiden  Gleichungen  t,  so  erbSlt  man 
I  Gleichung 

,        ■  Ca:' 


-^a  +  fngi«). 


991  MUceUm 

\ 

folglich  .'    i  '  >!     •  '  -  \: 

Löst  man    diese  Gleichung  in  Bezug   auf  tang  t    als   unbekat 
Grösse  auf,  so  erhält  man:      ■     '    .         ,.  . 


2)    tang,  = 2Gi ' 

WO   nun  die  folgenden  ,  Fälle  zu  unterscheiden    sind,    indem 
was  offenbar,   ohne  der  Allg'eraeinheit  zu  schaden,  'verstattet 
X  als  positiv  annehmen. 

Wenn  \    ,      •  '      ■      ■  ..'.-■.'.. 

ist  ^1  s«^' {».t'^ie  Aufgabe  unmuglich.  -    •     i-     *    >  * 

Wenn 

i»t,-  ISO'  lÄt 

{,,,    ....   -yr"-        ■   '.  ■\-       ■•;  •  .    |/2      '■    •  •■'    '  '■' 

,  t  •  •  • 

niid  folglich  tang  i  eintB  positivef  Crosse.  Daher  giebt  es.' fär  i  z 
Werthe,  den  einen  zwischen  0  und  9(fi,  den  änderen  zwischen  1 
n«r270»i'  Wollte  maii  abet  i  zwischen  180^  und  21(P  hehn 
so  wäre  cosz  negativ,  also  die  erste  der  beiden  zu  erfüllen 
Gleichungen  1),  nämlich  die  Gleichung 

a:  =  Vt  cos  t, 

ojQ^oa^ai;  nicht' erfüllt,  weil  a;  positiv  *usL  Dahec  n^us^inaa  t^wisc 
Q,,Hn();;90^;  "j^b^ii^p^,  und.  es.  «giebt  aUo, In, diesem  Falle*iiiiite 
^^^.fl^.,:Aus4riick€|i  ■■/..  .  -. ,  ;  .,.,r  ..::oi.  .;         ....  .<    V  J 

';   '*    .  3)    iang»=57^,.  0<i<90" 

enthaltene  Auflöisung  unserer  Aufgabe. 

•"t-'*Weiin>  -^^  .^  "  ^  • :  ■'•  •'-  •  -••■•  ■- 

F*  —  4G(6?a;2+F23^)>0 
ist,  so  hat  man  zuvorderst  zu , bemerken ,  däss  das  Product 

tFa  +  VF4-4G(G.r2+F2^)HFa- VF4~4G(Gar2+F2^ 

,.  ..=^4G(G^a'+F^y)   . 
ist. 


MütBUenn 

Ist  noD  zaerst  Gx^  +  F^  <0,  so  haben  die  beiden  WefftküC: 
feJcbe  die  Formel  .  ^ 

..„._  r«  db  V  F^  -■  4G  (Gx^  +  Vhj) 

{S^"'?f'"^      :  2GX  .  ~-        .^    '    ^..:t   o- 

.  ■*  *  •  ■ 

ir  tang  i  liefert,  entgegengesetzte  Vorzeichen ;  und  da  nun  aas 
t)ere  Zeichen  offenbar  einen  positiven  Werth  fieifert/  so 'liefert 
\A  untere  Zeichen  einen  negativen  Werth.    Setzen  wir  also 

,,,,^._  y"  +  ^rv^-^G(Gx'^^r  f%) 

)  bat  i  zwei  Werthe,    den   einen  zwischen  0  und  90*^,    den  an- 
»renzwi^heb  180^<ind  270»;  wollt«  man  aber  delr  It'lttteHen' fiebM-- 
len,  so  wäre  cosi  negativ,  da  doch  cos  t  wegen   der  ersten  der 
feichmigen  1)  poisitiV  sein' innss.    Man  miis^^lÖo       *     ''        ^^'^ 

)tzen.    Setzen  wir  ferner  , 

..      F^~VF^~46?(Ga:«+FV 
tangt— 2äS  ' 

►  bat  %  wieder  zwei  Werthe,   den  einen  zwischen  90*^  oöd  180^,' 
»)  anderen  zwischen  270^  und  360^;  wollte  man  aber  den^etste- 
n  nehmen,  so  wäre  cos/  negativ,  da  doch  cos t  wegen  der  ersten 
r  Gleichungen  1)  positiv  sein  niuss.    Man  muss  also 

*o      •       F^^VF^-4G(G^HF^.y)     o7ao^-^-^fiao 
tang  t  = — p ; — -sy=^ -— — *^ ,    270^  <  i  <  ooCF 

zen.     Daher  lässt  im  vorliegenden   Falle  unsere  Aufgabe  zwei 
•d^n  AnsdrScken:  y     • 

)thalten,e  Auflösungen  zu. 
Ist  ferner 

^  ist  nach  dem  Obigen 


tang  I  =  -jr-  oder  tang  t  =  0- 


.:■    XJ-^V 
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Seilt  man 

80  bat  i  zwei  Werthe,    den  einen  zwischen  0  und  90^,    den  ; 
deren  zwischen  180^  und  270^;  da  aber  für  den  letzteren  cost 
gativ  ist,   so  muss  man 

tangi=^,   0<t<«)o 

setzen.    Setzt  man 

tangi=0, 

so   ist  entweder  t=  j  oaqo  ^^  k=180^;  da  aber  fiir  denleta 

ren  Werth  cost  negativ  ist,   so  muss  man  i=s=,  j  q^»qo»  ^*  ^  ^• 

setzen,  was  mit  {=360^  auf  Dasselbe  hinaus  kommt.    Also  lä 
im  vorliegendep  Falle  unsere  Aufgabe  zwei  in  den  Ausdrücken 

|72 


5)    Stang£  =  ^^,   0<K90O; 


entbaltene  AuflvsuDgen  zu. 
Ist  endlich 

so  haben  die  beiden  Werthe,  weiche  die  Formel 

,       .      ps  +  V  F4-4G(Ga;«+  V^) 
tang,  =  —^ ^^- äL 

für  tangt  liefert»  nach  dem  Obigen  gleiche  Vorzeichen ,  und  s 
also»  da  das  obere  Zeichen  augenscheinlich  einen  positiven  Wc 
liefert  5  beide  positiv.    Setzt  man  also 

tangi  =  — -^^ ^, 

so  hat  i  zwei  Werthe,  den  einen  zwischen  0  und  90^,  den  ande 
zwischen  180^  und  270^;  wollte  man  aber  den  letzteren  nehm 
so  wäre  cos  i  negativ ,  da  doch  cos  t  wegen  der  ersten  der  ti 
chungen  1)  positiv  sein  muss.    Man  muss  also 

setzen. 


MUiceiUm.  9S7 

In  fibersiehtHcher  DarstelliiDg  haben  wir  daher  die  folgende 
AoflSeong  unserer  Aufgabe: 

I.     F*-4G(G:p«+F^)<0. 

Die  Aii%abe  iSast  gar  keine  Anflcieung  an.- 

n.    F*-4G(Ga:»+  FV)=0. 

Die  Aufgabe  Usst  eine  in  den  Auedrücken 

tangt=2g^,  0<t<90o 
•Bthaltene  AnflOanng*  zu. 

la     F*— 4G(6fa^+  Vhf)  >  0. 

1.  6fa:«+F^<0. 
Die  Aufgabe  iSast  zwei  in  den  Ausdrficicen 

tangts 2Sx '  "■^»■sW'» 

X-     ,      F»  —  V  r*—4G(Gx*+  V*«)     ^^     .     ^^ 

eottaltene  AuflSsnogen  zu. 

2.  G«»+F^=0. 
Die  Aufgabe  iSMt  zwei  io  den  Ansdrfickeo 

tangt  =  ^,  0<»<90»; 
t  =  0 
nduütene  AnflSsangen  za. 

3.  Gx*+r^>0. 
Die  Aufgabe  lässt  zwei  in  den  AosdrQcken 

Mlaltene  Anflusangen  zu. 

Die  Bedingong 

< 

> 

boD  nuta  andi  anf  folgende  Art  ansdrflcken: 


SM  MHCeiitm 


t    •».  ' 


F*  +  4G^'  =  4(??(a;?iif,y«),+  IGyy, 

«  />^  •»  . 

F*  -4<SF^+4<5fVrT4G2(*»  +  »«), 


•  F«  :  V<      ' 


Ist  nun 


i     •  k     ■ 


«o  wird  obige  Bedingung: 

•     <    t-   .  ,. 

also 


I$t  ferner 


|?a  </■•  .  '  •    /*    ■■■.■ 

-.TT    .^  ' 

*  r 


60  wird  vorstehende  Bedingung: 

p2  < 

also  :  -:. 


t    . .     I 


^=^y-V««+ya, 


r 


<  t 


f.i:\l 


^(ii 


M... 


.  I 


•  '  >  I  ^ 


wobei  man  aber  zu  beachten  bat,    dass,    wenn  nur  x  nicht  ver 
schwindettt  j,— 1ra;*-J^* '  immer  negativ  iät;  also 'nur 

F« 


26? 

sein  kann. 


■>y—\x^+y 


•  !n/       •M»'»f|--;:  » 


•  •  ■  .1*1 


Weitere  Betrachtimgien  hierüber   fc&nnen '  füglich  dem  Leser 
überlassen  werden.  i 

•    "J'.ivi  M    iij«;   ;r.n:..    n«.(  ;    «.tn- 


Mt9ceUetk 


9)9 


AtfflOs'Uiig   <fer  Oleichbtigen 


.' ' '  1   -''*■« 


.1!  '*A.\\\\\  .•' 


-     ! 


»       .l  U    »  •»    >    •  f    I     < 


in    rationalen    Zählen.    (N^oüvefles  Annales  de   üilath.^; 
matiques  par  Terqaem    et    Gerono.     T.  IX.  p.  116.) 


Subtrahirt  man  die  zweite :6imc;Jipiig  von  der  ersten, 
hält  man  die  Gleichung 

\     • 

Setzt  man  nun  ^=/>9,  so  wird 

Man  kann  also 

setzen.    Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man 


so  er- 


.  ^ 


_  2jpg  -f  9^         _2pg-~y^ 


2 


*    .t?  = 


2 


Fuhren  wir  nun  die  Werthe  von  ?/,*'««>'»  in  die  erste  der  beiden 
anCnilosenden  Gleichungen  einr,'  so  '-.i^in)  dieselbe : 

.;.;./.:,    '    .V.:'  „•    :..-    •/•  ./2i)a  +  o«\'»-    •  •  ■■:  •' 

wora!wt,,fd(?h.: .-....,. 

"■— 1 


a:2  = 


ergiebt.    Damit  nun  x^  ein  vollkommenes  Quadrat  oder  x  rational 
werde,  muss  4p*  =  2 .  ^^ .  2  =  \q^y  also .  ^ = p*  sein ,  woraus  man 


OC' 


ako 


_  y8 +4^4-4      /£l+2V 

-       4      -V  2   y ' 


erhält;    and  mittelst  des  Vorhergehenden  erhält  man  nun  leicht 
fiberhaaptiJKur  Bestimmung  von  x^  y,  u,  tj  die  folgenden  Formeln: 


_i^e!  ...- 


p*    ._ 


^=;l+%5;3f=p',    M=p2-i.^,    »=pa_«^. 


c  • 


Jeder  rationale  Werth  von  p  liefert  rationale  Werthe  von  Xy  y, 
«)  0.   Wollte  inan  för  diese  unbekannten  Grossen  ganze  rationale 
e^  Werthe  haben,  so  müsste  man  für /9  nur  gerade  Zahlen  setzen. 
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Von  Herrn  Professor  Fr.  Hof  mann   zn  Bayreuth. 

Es  ist  mir  unbekannt^  ob  folgende  Art  der  Kabikwurzel-Ai 
Ziehung,  za  der  ich  durch  die  Lecture  yon  Francoeur,  con 
complet  de  mathömatlques  pures  veranlasst  wurde»  vv 
verbreitet  ist? 

Es  sei  ax=:a-f  6, 

=a»  +  (3a»  +  3a6  +  6«)6 

=ci'  +  i6  wenn  «=3a*  +  3a6  +  6* 

Eben  so  ist 

a5j'=  «i*  +  *i6i  wenn  Si = 3ai'  -f  Za^bi  +  *!*• 

Es  ist  aber 

3a,«=3a«  +  6«6  +  36« 

=  (3a«  +  3ci6  +  6«)  +3a6  +  6«  +  6« 
=  i+3aÄ  +  6«+62 
=3a6  + 62-1-1  4-6« 

Daher  kann  das  zur  Berechnung  des  zweiten  Theils  erforderlic 
3ax2  jedesmal  durch  einfache  Addition  der  vier  nach  folgendi 
Schema  schon  unter  einander  stehenden  Grössen  gefunden  werdet 

5/677299009990=8782 
öa=512 

165299 
Sb  =  146503 


18796009 
«,d,=   18333152 


M«  = 


462857990 
462635768 


3«»   : 
Zab 
b^    : 

8 
b^    : 

3«i*  : 
^iby 

3a,^, 
«s 


=  192 
=  168 
= 49 

=20929 
=,_49 

=  22707 
=  2088 
= 64 

=  2291644 
= 64 

=2312652 
=    5268 

= 4 

r=  281317884 


addirft 


addirt 
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Einige  geometrische  Constructionen  zu  der  Lehre  von 

den  elliptischen  Functionen. 

Vun 

Herrn  Essen^ 

Lehrer  am   Gyronasiam  zu   Stargard. 


1)  Verhalst  hat  vorgeschlagen,  die  elliptischen  Functionen 
nrch  Sectoren  zu  versinn liehen ,  und  diese  Idee  ist  wohl  un  All- 
emeioen  eine  gifickliche  zu  nennen.  Jedoch  scheint  es  mir  zweck- 
iSssIger,  statt  der  von  ihm  gewählten  Form 


Q^  = 


»her  die  folgende  za  nehmen: 

1 


Q^ 


Y  I-c^sin^ 


reiche  leicht  zu  construiren  ist.  Man  schlage  um  C  einen  Kreis 
Dit  dem  Radius  Eins,  ziehe  einen  beliebigen  Durchmesser  AB 
Taf.  IV.  Fig.  L)  und  nehme  dann  zwischen  B  und  C  den  Punkt  H 
M),  dass»  wenn  die  Entfernung  CH  durch  a  bezeichnet  wird, 
Bttn  habe : 

*iliTend  e<1  vorgestellt  wird.    Hieraus  folgt 
ThellXXII.  IT 
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indem  der  Kurze  wegen  b  für  Vi— c*  gesetzt  ist.  Zieht  man 
Dan  durch  /f  eine  beliebige  Sehne  DE  ubd  bezeichnet  den  Bogen 
AD  durch  v,  so  ist 


jöZ)«=l+o«  +  2a.cosi?,    HD=il  +  a)\  1— c«sin^. 

Nun  aber  hat  man 

HDxHE=zAHxJBH:=z(l+a)(l'-'a)\ 

folglich,  wenn  man  HE=iX  setzt. 


:t 


xz=: 


\[ 


c^  sin  -rt" 


so  dass  man  erhält: 


^  — l-a—   26 


Sieht  man  also  die  in  Rede  stehende  Gleichung  als  PolargM^ 
chung  einer  Cnrve ,  C  als  den  Pol  an ;  so  zeigt  die  vorsteh^ndt 
Gleichung,  wie  diese  Curve  mittelst  einer  Parabel  construirt  w^[ 
den  kann.    Setzt  man  tj=:.-4/>=:2g),  so  hat  man 


k 


^9 

8ector(^z))=  p       *^!  .  =ä  =  F(y) ; 

*/  0     VI  —  c^smg)^ 

während  die  Bedeutung  der  Bezeichnung  sector(^D)  nicht  zwei« 

felhaft  sein  kann.    Der  Winkel  ^r  =  97,  welcher  dem  Winkel  Z^jßi 

gleich  Ut,  heisst  die  Amplitude. 

2)  Die  Chordale   oder  Potenzenlinie    zweier   Kreise   hat  be- 
kanntlich  die  Eigenschaft,  dass«  wenn  man  von  einem  Punkte  der- 
selben zuerst  eine  Tangente  an  den  einen  Kreis  und  eine  zweiCt» 
an  den  andern  Kreis  zieht,   diese  beiden  Tangenten,  vom  gegen* < 
seitigen  Durchschnittspunkt  bis  zum  Berührungspunkt  gerechnet», 
gleiche    Länge    haben.    Sohncke   bat   in   einer  !Note  zu»  s^ea 
Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  gezeigt,  wie  an  die  Be»  1 
trachtung  dieser  Chordale  die  Theorie  der  elliptischen  Functionett 
angeschlossen  werden  kann,   und  es  seil  versucht  werden,   dies^ 


Sir  der  tekre  van  den  eütpüseken  FuncHönen.  14S 

tee  weiter  zu  verfolgen,  m  der  HoCiiurtg,  zur  VeraBechauDcbiing 
aicher  Punkte  Etwas  bdzatragen. 

Es  sei  um  C  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser 
ins  besehrieben,  darauf  in  der  VerlSngerung  von  AB  der  Punkt 
r  80  genommen ,  dass  man  habe : 

0 

idem  Z>  die  Entfernung  CN  bedeutet.  Soli  ein  zweiter  Kreis 
onstruirt  werden^  der  eine  Secanfe  des  gegebenen  Kreises  JPQ 
iDgirt  und  dabei  die  durch  N  senkrecht  auf  AN  gezogene  Lini^ 
M  mit  dem  gegebenen  Kreise  zur  Chordaie  hat:  so  darf  man 
ir  vom  Durchschnittspunkt  ß  der  ins  Unbestimmte  verlängerten 
^Q  mit  hM  die  Tangente  RF  an  den  gegebenen  Kreis  ziehen 
id  darauf  ^F  von  R  aus  nach  beiden  Seiten  auf^ie  Gerade  PQ 
s  H  und  W  auftragen.  Errichtet  man  sodann  in  H  und  JSP 
othe,  so  sind  die  Durchschnittspunkte  J  und  J'  mit  der  Biübr 
ng  ATS  Mittelpunkte  von  Kreisen,  welche  der  Aufgalpe  genä^ 
m.  Man  sieht,  dass  es  zwei  solche  Kreise  giebt,  von  denen 
sr  eine  innerhalb >  der  andere  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises 
»gt.  Bezeichnet  man  die  Entfeniungen  CJ  und  C/'  bezüglich 
ireh  €fi  und  a^y  die  Radien  HJ  und  H'J'  durch  r|  und  r^^  die 
äDgen  JVJ  und  ISJ'  durch  d^  und  J2»  ^^  ^^^  ii^^n  wegen  der 
leichheit  der  von  2V  an  aNe  drei  Kreise  gezogenen  Tangenten : 

abei  ist  di=^D — «i,  ilfi= — (D — a^),   folglich  wird 

l  +  a^^^n^     l+ajt^r^% 

roraus  man  sieht,  dass  die  Ausdrücke 

(l+fli)»-r,'5  -  (1  +  aj)«-r,» 

linen  unveränderlichen  Werth  =c^  behalten,  wie  mait  aueh  die* 
Secante  PQ  ziehen  mag:  nur  darf  dieselbe  nicht  mit  LM  parai- 
id  sein. 

^  Bs  seien  C  und  C  (l^f.  IV.  Flg.  3.)  die  Mittelpunkte  zweier 
Sxeise,  die  Radien  dieser  Kreise  bezuglich  =Eins  und  =r,  und 
«war  l-|-r<CC    Ferner  sei  die  Linie  EM,  wekhe  die  Centrale 

IT* 
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CC  in  iV^  schneidet y    die  Chordale  heider  Kreise,    und    end 
finde   noch ,    wenn  die  Entfernung  CN  durch  Z>,  die  Centrale 
durch  a  bezeichnet  wird,  d|e  folgende  Gleichung  Statt: 

Werden  nun  zwei  Tangenten  an  den  Kreis  um  C  gezo| 
die  zugleich  Secanten  des  Kreises  um  C  sind,  so  hat  man,  w 
F  den  Durchschnittspunkt  beider  Tangenten,  Aq,  Ah  A^,  A^ 
Durchschnitte  derselben  mit  der  Kreislinie  um  C  bezeichnen,  we 
der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  FA2A^  und  FAqAi  die  nachstehe 
Proportion : 

A^A^  _  FA^ 

AoAi        J^Aq 

Geht  man  nun*  zur  Grenze  liber,  indem  man  sich  die  Tange 
FAq  mehr  und  mehr  der  FAi  nähern  lässt,  so  hat  man,  wof 
man  den  Bogen  AqAi,  um  ihn  von  der  Sehne  zu  unterscheid 
durcii  (^o-^i)  bezeichnet: 

folglich  auch 

woraus  man  schliessen  kann: 

,,         AqAi       .,         (if(vJ|)  dq>i 

Umes-:rA  =  limes  .  '    * :  =  —  -f-^  - 
A%A^  {A^A^  dq>€^ 

Zu  dem.  letzten  Ausdruck  gelangt  man,  indem  man  (^ili)  \ 
(AA^)  bezüglich  =29)x  und  =2^2  setzt.  Bezeichnet  man  da 
G  den  Berührungspunkt  der  Tangente  FAi ,  so  nähert  sich  aus 
scheinlich  das  Verhältniss 

vfx  immer  mehr  der  Grosse   ttt- 
tA^  GA2 

Nun  aber  ist 


GA^^^C'Ai^-^GC'^ 


=CC'«+-4iC«+2CC'.-4iC.cos29i-GC'«=l+a«— r»+2ocos5 


Cr^«  =  l  +  a^-*^  +  2a  co829a; 


•v  äer  Lehre  van  den  eiHpiitcken  FunciHmen.  S45 

bIgBdi  «rhUt  man 

d^  _      VI  — c^sinyi*  ^yi <^y» 

^■"      Vi— c«  sin  9a«'     Vi— c«sin9,«""       Vi— c«sing^^' 

Dies  lässt  sich  auf  folgende  Weise  in  Worte  fassen:    Die  un- 
oQdJich  kleinen  Sectoren  der  durch  die  Polargleichu(ig 


0".= 


vT 


1  — c«sin  ^^ 


gegebenen  Cnnre>  weiche  zu  den  Bogen  AqAx  uud:  A^A^  gehSren, 
baben  gleichen  Flächeninhalt. 

Denkt  man  sich  nun  die  Linien  FAq  und  FAi  nicht  mehr  un- 
endlich nahe  an  einander«  sondern  in  beliebige  endliche  Entfer- 
anog  von  einander  gerückt,  so  behaupte  ich  dennoch»  dass  man 
iiuner  haben  Verde: 

• 

sect(ilo'^i)  ^=  &^^i{A^A^). 

Denn  man  darf  nur  den  Bogen  AqAi  in  eine  unendliche  Anzahl 
gleicher  Theile  getheilt  denken  und  von  allen  Theilpunkten  Tan- 
genten an  den  Kreis  um  C  ziehen.  Dann  wird  der  Bogen  A^A^ 
hl  eben  so  viele  unendlich  kleine  Stücke  zerschnitten ,  und  es  ge- 
hurt zu  jedem  Bogenelement  in  dem  einen  und  zu  dem  entspre- 
chenden in  dem  andern  System  ein  gleicher  Sector.    Nun  aber  ist 

sector  {A^A^)  =  sector  {AA^)  —  sector  {AA^ ; 

folglich»  wenn  man  Aq  mit  A  zusammenfallen  lässt, 

Dass  sieb  dasselbe  durch  Integration  der  obigen  Differentialglei- 
drang  nachweisen  lässt,  darf  wohl  nicht  bemerkt  werden.  Lässt 
San  die  beiden  Punkte  Ai  und  A^  in  einem  einzigen  A'  zusam- 
menfallen, 60  wird  A'F  die  gemeinsame  Tangente  beider  Kreise; 
dann  ist 

sect  {AoA')  =  sect  {A'Aj^) , 

[  Mgtich 

sector  (AqA^)  =  2  sector  (AqA')  , 

«od  f3r  tpQ^Oi 

F(93)  =  2F(g,'). 
Somit  ist  also  das  Problem  der  Halbirung  der  elliptischen  Func- 
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tionen  der  ersten  Art  gelöst»  da  man  immer,  ymwä  dift  Ampi 
78  gegeben  ist»   leicht  den   Hilfskreis  um  C  constniiren  1 
Ist  ausser  ^  noch  die  kleinere  Amplitude  q>^  gegeben ,'  so 
mim  «(ogleicfa  die  Amplitude  q>i   finden  klkinen,    welche  der 
chung 

Genüge  leistet.    Cebrigens  entnimmt  mau  leicht  aus  der  Figi 
nachstehenden  Relationen: 

a\  ^2  ^^^  ^1  ^ ""~  ^jCr , 

man  ableitet: 

sin<%-*9i) ""  V(i+a)«— r^' 


«Ebenso  ist  dann 


sin  <i^  — ^)  "^  V(i  +  a)s_t« 


IMgiieh  fvlrd,  wenn  man  tpo^=^9  setzt: 

sin(gpj— g)i)~^   singtg 
Fütner  bat  marn,  wenn  CH  ein  Loth  auf  GAi  ist, 

abo 

sin(9i  +  9a)"^  'VA(l-|-i,)«~r«' 
«ni  #alier  auch 

und    für    yo  =  0: 

sin  (yi  +  ya)         sin  yj 
Endlich   ist 

C'G-CH^CC'.cob(C'CH), 
d.  h. 

rat  oiMB<y^~yi)^«  eo8(ya^^)» 


•  \ 


M  4er  Ukre  vom  dem  eU^Uieckem  FumeHemem.  U7 

«A  ebemo 

r=cos(4ps— 9o)+«co«(gji  +  9o)* 
80  das«  man,    indem  man  ipo^=0  setzt,    erhält: 

co89>3  zr:cosq>i  co»9a ^T-j.sin^i  singig. 

Nim  aber  ist  fär  9^=0:. 

1  +  ^y^  2a  l^Jq>^ 


sing),    ""V(l  +  «)«-.r«'      «ö%         V(l  +  «)«-y»' 
also 

a-1 

aod  so  kommt  schliesslich: 

cos  g)^  =  cos  q>i  cos  g)^  ~  ^^^  9^1  ^^^  9>^9z' 

4)  Sind  die  Amplitaden  <pi  und  9^  gegeben,  nnd  soll  man  daza 
9^  finden,  so  dass 

F(<)^8)=F(()t>i)  +  F(9j 

wird,  so  muss  man  die  Sehne  AA^  ziehen  und  nach  $.  2.  denje- 
Digen  Kreis  construiren,  der  diese  Sehne  tangirt  und  innerhalb 
des  Kreises  um  C  liegt.  Ich  will  mich  nicht  weiter  bei  diesem 
Pankte  aufhalten  und  verweise  darüber  auf  Sohncke.    Nur  den- 

jenigen  Fall  will  ich  hier  nSher  in's  Auge  fassen,  wo  9>2=5-#^Iso 

«^=2^2=^  wird,  wo  dann  die  Sehne  AA^  mit  dem  Durchmes- 
ser AB  zusammenfällt.  Dann  föllt  auch  (Taf.  I V.  Fig.  2.)  JJmit  J 
zusammen  und  es  wird,  wenn  CH^=a  gesetzt  wird: 

Dabei  hat  man,  wenn  man  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  noch  die  Sehne  IVE' 
»eht,  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  DHiy  und  EHE' : 

Diy       HD 


1* 


EE  —  HE 

woraus  man,  indem  man  Bogen  ^/>  =  29>  und  Bogen  ADE=:2q>' 
aotzt»  leicht  folgert: 

%  =  %'  sect(^Z>)  =  sect(Ä£). 


nq>')=:FQ^  +  F(fp).  ' 
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n 
Setzt  man  Bogen  ÄJ5=2if;,    also  tf;  =  9'— 2  *  ®®  '^'^^  ^"^  ^ 

Differentialgleichung: 

dtp d^ , 

Vi  — c^ sing)»""  Vi— c^cosi/;«' 

folglich,  wenn  man  integrirt  und  bedenkt«   dass  q>  und  ^  zug 
der  Null  gleich  werden: 

y^9  d(p /*^  dijf 

0    Vl--cVing>«"Vo      Vl-c«cosi|;* 

Dabei  ist,  wie  leicht  erhellt: 

tansii; 
tangg)= — g — 

Denn  zieht  man  die  LiDien  AE  und  BE,  so  ist  zuerst  Im  1 
eck  AEH: 

AH :  EH  =:  Bin  E:  610  H:^8in(p:6inilf, 

sodann  im  Dreieck  BEH: 

£/f :  ££r  ==  sin  A :  sin  £7  ==  cos  9 :  cos  if; ; 
folglich 

AHiBH  oder  (l  +  a):(l — a)  =  tangg>:tang'^. 

Schneidet  man  nun  von  B  aus  nach  derjenigen  Seite  hin, 
welcher  D  liegt,  den  Bogen  JBF=£JS  ab,  so  hat  man,  wei 
durch  die  Gleichung 

I 


^2  = 


\  l-c«sin^ 


gegebene  Curve   in  Bezug  auf  die  Axe  AB  yollkommen  sy 
trisch  ist,   offenbar 

sector  {BF) = sector  {BE)  =  sector  {AD) ; 

folglich,  wenn  man  Bogen  ^F=:2^  setzt: 


F(f)=F(^)  +  F((p), 


da  ja  sector(ÄF)  =  F^0-F(^)   ist.     Die    beiden   Func 

F(<&)  und  F(9))  heissen  alsdann  bekanntlich  Complemente  vo 
ander.    Wird   DE  rechtwinklig  auf  AB ,    so  fallen  F  und 
sammen  und  man  erhfilt: 


•v  der  Lehre  vom  den  eiüpUecken  Functionen.  949 


F(9)=iF(j). 


Wird  c,  also  auch  a,  =0,  so  '»*  fT^  J  =  ^  und  F(g))  =  j,  und 

man  bat  alsdann  die  bekannte  Construetion  >  nach  welcher  die 
Kreislinie  durch  zwei  auf  einander  senkrechte  Durchmesser  in  vier 
gleiche  Theile  getheilt  wird. 

I 

Soll   F(g))=:iF(g-J  werden^   so  muss  man  haben: 

F(^)=2F(9),    F(<p)=F(^)~F(ip), 
also  bekanntlich 

cos  qp  =  cos  «d* .  cos  9 -f  sin'9' .  sin  9 .  z/g). 

Nim  aber  ist,  wie  auch  leicht  aus  der  Figur  erhellt: 

.    ^  _  cos  y , 

folglich  erhält  man,  wenn  man  obige  Gleichung  durch  Jgf  dividirt, 

sin  ^=  cos'9'.  sin*^ -4- sin^.sin^, 
d.h. 

sin^-f  cos^  =  1. 

Zieht  man  die  Sehnen  AD  und  BE,  so  Ist 

AD        ^  BE        . 

-^  =  sin9,    --^=:sintJ;  =  C08'^; 

also  wird 

AD  +  BE  =  % 

CMänge  es  daher,  die  Dreiecke  ADH  und  BEB  so  zu  construi- 
reo»  dass  dieser  Gleichung  Genüge  geleistet  wird,    so  würde  das 

Problem  der  Trisection  der  Grosse  F(ä)  durch  Construction  ge- 
lost sein.  Doch  nur  in  dem  einen  Falle  ist  dies  leicht  auszufüh- 
ren, wenn  a  =  0  sein  sollte.  Alsdann  bestimmt  nämlich  ein  über 
AC  errichtetes  gleichseitiges  Dreieck  die  Amplitude  g),  wie  dies 
hmreichend  aus  der  Eiemeutargeometrie  bekannt  ist. 

5)  Zieht  man  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  CS  und  CS'  bezüglich  mit  BD 
ühI  02)'  parallel ,  so  hat  man,  da  im  Dreiecke  BDD^. 

DD' HD' 

em(DBD')  *~  sm(D'DB) 


8B0  Essen:   SMffe  pemnetriscAe  CMstrwfdtmem 

ist,   und  da  der  Bogeo,  W4ilfd]er  den  Winkel  DHD'  misst,    c 
Bogen  SS'  gleich  ist/  auch 

DD'  HD' 


sin  (ÄÄO  ~*  sin  (D'Dff)' 

Geht  man  zur  Grenze  über»  so  erhalt  man,  -indem  man  Bo| 
AD:=::2q>,  Bogen  AS=z(i  setzt,  leicht 

"™^®fiin(ÄÄ')  ~  """^^  sin(ÄÄO  -^  sin(dft)  ""  dft ' 

ÄD'  wird  gleiph  HD=(l  +  a)\  l-^r~-^sinqfi;    der    Winl 

D'DH  aber  wird  demjenigen  Winkel  gleich,  welchen  die  T^ 
gente  an  D  mit  DH  bildet,  der  wiederum  gleich  \DCE  ist.  D 
Ton  C  SLuf  DH  gefällte  Loth   CG   ist  =CH.8UkGHC^a. sin 

also  sin  JDCE  =:  DG  =  V^5P^^^^^ÜP^=  V  1 — a» sin fi«  Son 
wird 

dii      ^  "«■   ^       Vi— a^sinf*« 

Integrirt  man  diese  Gleichung,    indem  man  bedenkt,    dass 
und  fi  gleichzeitig  gleich  Mull  werden,  so  kommt 

0    Vi— a^sinu^  ^rfäJo     aPZ  4^       ;      I* 

/ 
Dabei  ist  C6r=a.siDft,  andererseits  aber  auch  =C/>.cos(/)C4 
s:Ci>.sin(/>CiS)=sin(29 — fi),  woraus  man  folgert: 

sin  (Sqo — fi) = ä .  sin  fi. 

üebrigens  sieht  man  auf  der  Stelle,   dass,  wenn  DE  »et 

recht  auf  AB,    also  V(g>)=^i^ (nj  wird,    der  Bogen  AS  < 

st 
Quadrant  ist.    Ist  aber  q>=z^   oder ,  mit  andern  Worten ,  (äljit  ( 

Punkt  D  mit  B  zusammen,  so  wird  ii=^7t, 

6)  Betrachtet  man  Taf.IV.  Fig.  3«,  so  sieht  maa  sogleich,  d; 
man  habe: 


SM  der  lUhre  rm  den  ^IfpttscMen  FwwMinum^  9ttl 

foliB^lich 

FAQXÄoAi.siu{AiAQF)--FA^xA^Ä^.sm{A^Ä^AQ) 
:=zAiA^'XA^^.ts\j^{A^A^F)  +  A^A^  X  ^o^:l|.siD(^|^o^s)* 

Geht  man  nach  Division  darch  AqAi  wie  in  §•  3.  zui;  Grenze  aber, 
Bo  erhält  man  unter  Benutzung  früher  gewonnener  Resultate: 

^9id9>i  +  Jvtdq,^  =  ^^^^^^_^  • 
Nach  Integration  dieser  Gleichung  kann  man  setzen : 

y'*9t  Z^SPi  /*f>i  /*9. 

Aipaq>  +  I       Aq>d^>  =  /       A<pdq>  —  /       Atpdq> 

__  2  (cos  (ya  -  yi)  —  cos  (yg— ^0»   ,  ^ 

wobei  (pi  and  y^  als  veränderlich»  «yo  und  yj  als  constant  ange- 
sehen werden.  Die  unbestimmte  Gonstante  C  erweist  sich  sogleich 
üb  Nidiy  indcan  man  erwl^t»  dass,  wenn  y^  in  y,  übergeht» 
fi=y^  wird.  Macht  man  yo^O  und  bezeichnet,  wie  gewöhn- 
lich»  /       ^yily  durch  E(yi)»    so  kommt 

Non  aber  ist  nach  §.  3.: 

V(I+a)«— r«"^  8«ng>s    ' 
teroer  bekanntlich: 

€0s(y2 — yi)^=eosy2eosyi  -f-slny^sinyi 
lad  wiederum  nach.  §.  3. : 

cosya  r=  cosy^  cosyi  —  6iny2Si^9>i^9'ä  > 
MgVch  wüd 

E(^)-Ety,)-E(y^  =-<*-^^>^^^+  -^^>  su.y..8iny, ' 

SS—* ^siny).fiiny<|.s<ny|. 
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D^monstrations  de  quelques  th^oremea  de  G^omeü' 


Nicolas  Süss. 
Fr^ientä  Ic  i.  Juillet  11 


Voreri 


:rung  von  dem  Heraus; 


Als  ich  neulich  einige  Bände  der  Schriften  der  Petersbn^ 
Akademie  der  Wissentichaften ,  die  bekanntlich  eine  wahre  Fund- 
grube wichtiger  mathematischer  Entdeckungen  sind ,  und  nach 
denen  ich  immer  zu  greifen  jiflege,  wenn  ich  mich  wieder  einmil 
Dach  wahrer  mathematischer  Eleganz  sehne,  durchblätterte,  stien 
ich  ganz  zul^llig  im  14.  Theile  der  Nova  Acta.  p.  139.  auf  die 
den  obigen  Titel  tragende  Abhandlung  von  Nicolaus  Fuss, 
einem  der  trefflicbKten  Mathematilier  des  vorigen  Jahrhunderte, 
dessen  sämmtliche  Arbeiten  sich  bekanntlich  durch  ganz  beson- 
dere Eleganz  und  Zierlichkeit  auszeichnen.  Zu  meiner  üeber 
raschung  fand  ich  in  dieser  Abhandlung,  nas  der  ziemlich  allge- 
mein gehaltene  Titel:  Ddmonstrations  de  quelques  th^a- 
remes  de  Geometrie,  keineswegs  vermutheo  Hess,  gleich  lu 
Anfang  den  Hauptsatz  der  Lehre  von  den  Transversalen;  feroei 
fand  ich  den  auf  diesen  Satz  gegründeten  höchst  einfachen  Beweit 
des  Satzes,  daas  die  Durcbschuittspuukte  der,  drei  Kreise  von 
Aussen  berührenden  Geraden  jederzeit  In  einer  geraden  Liaie 
liegen,  welchen  man  jetzt  meistens  in  den  geometrischen  Leh^ 
bCichern  findet,  und  der  gewöhnlich  Carnot  zugeschrieben  wird, 
welcher  ihn  In  der  Thot  auch  in  seiner  Geometrie  de  Posi- 
tion (Deutsche  üebersetzung  von  Schumacher.  ThI.  H. 
S.  344.)  giebt,  ohne  Fuss's  mit  einem  Worte  zu  gedenken;  unii 
wenn  Carnot  au  dieser  Stalle  sagt,  „dasii  Monge  den  Satz  aus 
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MS  geomelrtscfieii  BelrBchdingen,  die  sieb  auf  die  Geometrie 
eier  Dimensiorieu  be^tiehcn,  getiinden  habe"i  so  musseTi  wir 
(zt  ilarauT  entge|;nen,  Anss  unser  trefflii-ber  Nicotaus  Fuas 
lü  Salz  auch  schon  ans  Betrachtungen  der  Geometrie  dreier  Di< 
eosionen  abgeleitet  hat*).  Sagt  aber  Carnot  in  der  angefubr- 
n  Stelle  noch,  dass  Monge  den  in  Rede  steheadeu  Satz  ans 
etrachtuiigen  der  Geometrie  dreier  Dimensionen  „gel'unden" 
ibe,  iTasKnhrscbeirilicIi  auch  die  V erani ose une  gegeben  bat,  dass 
ie  Erlindung  des  Satzes  gegenivtirtig  wohl  allgemein  Monge  bei- 
elegt  "ird:  so  sas;!  dagecen  Fuss  in  der  seiner  Abfaaiidtung  vor- 
ne ges  chic  kten  kurzen  Einleitung  ausdrßcklicb,  dass  in  Frankreich 
Ie  Eründung  des  Satzes  d'Aienibert  beigelegt  werde.  Die 
.bhaiidlung  von  iNicolsus  Fuss  enthült  ferner  auch  noch  den, 
em  so  eben  besprocbencu  Satze  entsprechen  den  Satz  von  den 
rei  Kugeln  und  ausserdem  noch  mehrerb  audere  bemerbenswertba 
iätze,  überhaupt  also  schon  Vieles  von  dem,  was  jetzt  unter  dem 
Ismen  der  „neueren  Geometrie"  zu  begreifen  gewöhnlich  gewor- 
en  ist,  wenigstens  Vieles  von  dem,  was  zu  der  neueren  Behand- 
ing  der  Geometrie  die  nächste  Veranlassung  gegeben  hat.  Dass 
licnlaus  Fuss  unter  den  Uearbeitern  der  sogenannten  neuerflit 
leometrie  schon  ansdrOcklich  und  in  liesouders  hervorragender 
Veise  genannt  worden  sei,  ist  mir  nicht  bekannt,  wenigstens 
ann  ich  mich  jetzt  der  Nennung  seines  Namens  nicht  erinnern**); 
ass  er  aber  in  hohem  Grade  verdient,  genannt  zu  werden,  be- 
'eisen  die  so  eben  besprochene  Abhandlung  und  noch  manche 
ödere  Arbeilen  von  ihm,  auf  die  ich  vielleicht  später  zuriickkom- 
len  werde,  auf  das  Deullichstc.  Unter  allen  Bedingungen  hat 
lir  die  den  obigen  Titel  tragende  Abhandlung  von  Fuss  so  in- 
»ressant  geschienen,  dass  ich  mich  entschlossen  habe,  sie  den 
rBsern  des  Archivs  im  Folgenden  vollständtg  mitzutheilen.  was 
:li  mit  der  Versicherung  tliue,  dass  es  mir  7.u  besonderer  Freude 
ereichen  und  besondere  Genugthuung  gewähren  «ird,  wenn  ich 
adurch  bewirke,  dass  Nicolaus  Fuss,  Leonhard  Euler's 
efflicber  Schüler,  künftig  wenigstens  i'ifter  und  in  hervorragen- 
«rer  Weise,  als  dies  bis  jetzt  geschehen  zu  sein  scheint,  unter 
U  Bearbeitern  und  namentlich  unter  den  ersten  Begründern  der 
Htannten  neueren  Geometrie  genannt  wird,  ^ 

^P)  H.  1.  die  f»leei»le  Atihundliing.  Tlieorpuic  2.  Scbolie  3,    in- 

l?lEh  auf  diit  lelzlen  Worte  dieserSrhnlie  vi.rziißlirhHufnierksam  mache. 

*■)  Die   Geacbichte   der  Geometrie  von  Chaslci   ond  einige 

uriere  hierher  gehörende  Schriften  alehen  mir  gerade  jetzt  nicht  gleich 

^  
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II  y  a  döjä  plusiears  annees  qu'un  jeune  Ftau^ois,  employ*  j 
alors  au  Corps  Imperial  des  Cadels  de  Terre,  me  parla  d'ua 
TheoT^me  de  G^oinätrie  qui,  dana  le  tems  qu'il  etiiit  eDCore  i 
Paris  ä  l'Elcol«  Noyale  militaire,  avoil  eu  quelqiie  celebrite  et  qu'ei 
avoit  pretendu  tenir  de  feu  Mr.  d'Alenibert.  Je  lui  ea  dounü 
Bfte  d^moDslration,  dont  j'ai  relrouvu  df>|)iiiä  peu  ie  brouilloa  eu 
ftluillant  nies  papiers.  En  relisuiit  cette  ijeinoiistration  J'ai  vu  qua 
I9  belle  {iropriete  qui  en  faJt  le  sujet,  peut  conduire  ä  d'autrei 
Dan  moiiig  remarquables.  En  rassembln  nt  ines  idees  sur  cetit 
mauere  il  en  est  result^  le  petit  Alemoire  <|iie  j'ai  l'hoiinear  tt« 
pr^enter  ici  ä  l'Acadeniie  pour  la  collectinn  des  Memoires  tra- 
4sA\a  en  Russe,  quelle  ne  propose  de  publier,  ou  bien  pour  )m 
Actes  niämes,  fi  eile  le  jugedii;ne  de  cet  hunaeur.  II  y  fera  sau 
doote  plaisir  ä  plus  d'un  aiiiateur  de  la  Geometrie,  et  peutetre 
n£nie  ä  quelque  Geometre  de  profession. 

L  e  m  m  e     I. 

Lea  troie  cdtes  d'an  triangle  ABC  (Taf.  V.  Fig.]^ 
itant  prolong^s  jnsqu'en  D,  E,  F,  de  mani^re  qia 
AD.BE.CF  =  AF.BD.CE.  les  trois  poinls  D,  E,  f 
aerout  dans   une  lic;ne  droite. 

Demonstration. 
Tirons  les  lignes  FF,  et  DF.  et  quelque  soit  l'angle  qu'elles 
eomprennent,  si  uous  nommons  l'angle  AFD=:«  et  l'angle  AFE=P. 
Dons  savons  que 

sinß  ■.s\dD=AD:AF, 
Hin  D:smE=BE:BD, 
sin£:8ini3  ==CF:CE. 
d'oii  l'oD  tire  eu  cumposant 

s\aa:B\Dß  =  AD.BE.CF:  AF.BD.CE. 
Slala  il  y  a  en  vertu  du  Lemme 

AD. BE.CF=  AF.BD.CE 

d'oii    il  suit  que  siiiß=sintt,    donc  j3=180<'-a   et  partant  ßfl 
nne  ligne  droite. 

Thäoräme    I. 

Si  des  trois  angles  A,  B,  C  (Taf.  V.  Fig.  2.)  d'un  tt^ 
angle  pour  centre  on  d^crit,  av«c  des  rayoos  diff^rtt 


thior^mes  de  GHfnUtrie. 


ois  cerclesy  en  les  enfermanty  deux-ä-deuz,  entre 
lurs  taogeDtes,  les  pointa'd'intersectioD  JE,  />,  F  Ae 
B8  trois  faires  de  tangentes  seront  situ^s  daos  une 
^me  ligoe  droite. 

C*est  le  Thöor^me  dont  j'ai  parle  daos  rintrodaction. 


Demonstration. 

Soyent  a,  6,  c  les  rayons  des  troia  eercles  ayant  leurs  cen- 
es  en  2I,  0,  C,  et  il  est  clair  que 

ADiBDzuaib, 
BE:CE=:b:c, 
CF:AF=zc:a, 

'oü  Tod  tire  en  composant 

AD.BE.CF:ßD.CE.AF=:l:l 


'est-ä-dire  que 

AD.BE.CFzjzAF.BD.CE 

I  par  cons^quent,  en  vertu  du  Lemme,  les  points  D,  E^Fsttont 
lans  une  m^me  ligne  droite. 

T  h  e  o  r  e  m  e    2. 

Eo  conceVant  trois  sphdres,  dont  les  centres  sont 
lans  les  trois  angles  A,  B\  C  (Taf. V. Fig. 3.)  d^un  trtangle, 
infermees,  deux  ä  deux,  entre  la  surface  d'un  cone  qui 
es  touche,  les  sommets  de  ces  trois  cones  seront  si- 
uös  daua  une  meme  ligne  droite. 

Demonstration. 

Un  plan  passant  par  les  trois  centres  A,  B,  C  des  sph^res 
onn^es  passera  pacles  axes  et  partant  aussi  par  les  sommets 
!ii  D,  F  des  cones  circonscrits.  Un  plan  touchant  les  trois  sphe- 
18  A,  B,  C9  en  a,  b,  C9  touchera  aussi  les  surfaces  des  troi$ 
3oes  circonscrits  et  passera,  par  consöquent^  par  leurs  sommets 
',  JDf  F.  Ainsi  les  sommets  £,  D,  F,  se  trouvant  tant  dans 
plan  passant  par  les  centres  des  spheres  que  dans  le  plan  qui 
B  touete^  se  trouveront  necessairement  dans  l'intersection  de  ces 
nz  plaftBv  par  cans^^ient  dans  une  mime  ligne  droite. 
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II  est  evident  que  la  in^me  verite   [leut  ausfi   etre    dämonlr^  ' 

.   an  moyen  du  Lemnie.      Car    si  par  les  'centres    A  et  B,    par  A  [ 

et  C  et  par  ß  et  C  an  con^oit  des  plans  perpeiiiiiculaires  au  plao  1 

ABC,  et  qu'on  tire  daoe  ce«  trois  plans  les  tan£;eiites  abß,  acF,  [ 

'    ebE,    et  des  centres  snr  ces  tangentes  les  perperidieulaires  Aa,  | 

"1;    Aa,  Cc\    Bh.  Cc,    on  aura 

AD:BD  =  Aa:Bb. 
BE-.CE  ^  Bb:Cü, 
CF  :  AF  ^  Cc  :  Aa 
d'oü  t'on  tire  en  composant 

AD.BE.CF:AF.BD.CE  =  \:\ 
par  consequent 

AD.BE.CF=AF.BD.CE 
donc  E,  D,  F  dans  une  mime  ligue  drolte. 

8  c  h  o  I  i  e    2. 

La  mäme  prnpritit^  Buit  auesi  immediateinent  duTh^or^ 
Car  supposone  (jue  chaque  paire  de    cercles  se  toanhe, 
tBDgeates,    autniir  de  la  ligne  tiree  par  les    centres,    les  < 
engendreroot  des   sph^res  et  les  tangentes  le  cooe  qui   lea  j 
r  Jenne.    L'iotersectian   qui  en  derient   Ic  sommet  reste  iinmuf 
ä  sa  place.     Donc  les  soinmets   des   Irois  cones  seront  dans  D 
inäme  ligne  droite. 

S  c  li  o  I  >  e    ä. 

Räciproquemcnt  le  preniler  Tlienr^me  auroit  pn  itre  äÜ 
Bans  le  secours  du  Lemme,  coninie  corollaire,  du  secnnd  Thtf 
limei  oü  il  est  evideminent  contenu.  Car  la  section  des  I 
Spheres,  faitea  par  le  plan  passant  par  leurs  centres,  donov  II 
trois  cercles  du  Theoreme  1,  et  la  section  des  trois  cones  c 
scrits,  falte  par  le  rngme  plan,  donne  les  trois  palres  de  tangl 
tes  du  Tb^orenie  I.  Aussi  est-il  tr^s  probable  que  la  proprU 
^noncäe  dans  ce  Tfa^or^me  a  ^te  d^converte  par  la  vnye  de  c 
considöration  steröom^trique. 

Thöoreme     3. 
Quatre    cercles    A,  B,    C,  D  (Taf.  V.  Fig.  4.).    dont  les 
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ntres  Cfont  dans  le  nieme  plan,  et  les  rayons  de  gran- 
ur  diff^rente,  ^tant  enfermäs  deuz-a-denz  entre  leurs 
ngentes»  il  en  räsultera  9iz  points  d'intersection» 
11  seroDt  situäs  dans  quatre  lignes  droites,  savoir 
ois-ä-trois  daos  la  m^me. 


Demonstration. 

Combinaot  les  quatre  cercles  ABCD  trois-ä-trois,  il  en  r^sulte 
latre  combinaisons  ABC^  ABD^  ACD,  BCD.  La  prämiere 
BC  admet  derechef  trois  combinaisons  de  deuz-ä-deuz»  saToir 
B^  AC»  BC.  En  enfermant  ces  trois  paires  de  cercles  entre 
urs  tangentes,  il  en  r^sulte  trois  intersections  qua  nous  marque- 
ms  chacnne  par  les  deuz  lettres  grecques  correspondantes  anz 
euz  lettres  latines  indiquant  les  cercles  auzquels  l'intersection 
ppartient.  Ces  trois  intersections  seroot  aß,  ay,^  ßy,  toutes  les 
ois,  en  verta  du  Theoreme  1.,  dans  la  m^me  ligne  droite.  La 
tconde  combinaison  h  trois,  ABD,  founiit  trois  combinaisons  ä 
enz  AB,  AD,  BD;  les  intersections  des  tangentes,  renfermant 
es  trois  paires  de  cercles,  savoir  aß^  aö,  ßd,  seront,  en  vertu 
a  Theoreme  1.,  dans  une  meme  ligne  droite.  La  troisi^me  com- 
inaison  ACD  admet  les  combinaisons  AC,,AD,  CD,  qui  don« 
lent  les  intersections  ay,  ad,  yd,  situ^es  dans  une  m^me  ligne 
boite.  Enfin  la  combinaison  BCD  engendre  les  combinaisons 
BC,  BD^  CD,  et  les, intersections  ßy,  ßd,  yd,  placees  dans  une 
Dtoe  Ggne  droite. 

Tbeoreme4. 

Qnatre  spheres  dont  lescentres  sunt  dansunm^me 
plan  et  les  rayons  diff^rens,  etant  enfermees,  denz*ä- 
denz,  entre  la  surface  d'un  meme  ^one,  il  en  resultera 
six  dont  les  sommets  seront  situ^s  dans  quatre  lignes 
droites^  savoir  trois-ä-trois  dans  la  meme. 

On  voit  bien  que  ce  Theoreme  se  demontre  de  la  meme  ma- 
niere  que  le  pr^c^dent. 

Theoreme    5. 

Ayant  n  cercles«  ou  n  spheres  A,  B,  C,  D,  E,  etc.  qui 
intie.ttrs  centres  dans  le  m4me  plan,  si  on  les  enferme, 
[eiiz-ärdeuz>  les  cercles  entre  deuz  tangentes»  jftu  les 
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sphöres  enlre  un 
tions  de  taagentes 

....  "("-'H..-a) 


fiemonslrnliim»  de  queliives 


:one,  tl  en  r^snlt 


1.2.3 

-frc 


la 


' 


ioterse 
netH  de  cone,  plac< 
difförentes,    satö 

et  en  desi^Dant  cbl 
u  le  sommet  de  chi 
cques  correspoodai 
idiquent  la  pa'ire  d 
appartieDt,  les  troi 
eilt  les  trois  möm« 
t  sur  la  m^nie  ligt 


ibinaisons  que  lorsquen  lettn 
:  m  ä  r/1 ,    le  nombre  des  cm 


que  intersec t ioii  des  taugen 
que  cDiie,  par  les  dem  lettr 
tes  aux  deux  lettres  latinett 
cercles  ou  de  epliires  ä  laqu 
intersections  ou  anminets  qi 
lettTes,  chacoiie  deux  fois, 
droite. 

Demonst 

On  sail  par  la  Theorie  des  cor 
A,  B,  C,  D....N  sollt  combiuöe. 
binaisons  qui  auront  lieu  sera 

w(«-l)(«-2)(n-3)....(»-ff.  +  l) 
1.2.3.4.... m 

Le  Dombre  des  iateTsectloiis   des  tangentes  ou  des  somioets  i 
cone    est    rigal   au   nombre  des    combinaisons    de  n  lettres  prise 

deox-ä-deux;  a'insi  ä  cause  de  m^2,  il  sera  =— .-^— .  Lenam 
bre  des  lignes   droites,    i 
plac^s  trois-ä-trois,    est  egal  au 
lettres  prises  trois-ä-trois;    aiasi 

sera  ^ — ■    «   ;>  ^> •     Cbaque 

cercles,  ou  d'autant  de  eph^res, 
trois  lettres,    cha>juiie  deux  fois. 
Theoreme  1.  et  2.,    a  ses  intersections 
ligne  droite.     Ainsl   les  iutersections 
les  mämes  truis  lettres,  cfaacune  deu 
ligoe  droite. 


interSectio  EIS  ou  sommets  serori 
L  nombre  des  combinaisons  de  i 
i,    ä  cause  de  >fi  =  3,    ce  nombti 

issemblage  ou  grouppe  de  froii 

combiNt^s  deux-ä-deux,  donw 
Cbaque  grouppe,  en  vertu  di 
Ott  sommets  sur  la  m^nii 
somniets  qui  renfermeo 
)is ,  seront  dans  la  B 


la  n^ 


S  c  h  o  1  i  e. 

On  sera  Trappö  un  nioment  de  voir  que  d^s  que  w>5  le  noo 
bre  des  ügnea  surpasse  celui  des  interseclions  on  Bonimets.  Mai' 
ea  regardant  la  i'  ligure,  ou  cbaque  tntersection  se  (rouve  mi 
deüx  lignea   ä  la    fois ,  on  comprendra  ais^ment   que  phis  qne  t< 
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lombre  n  est  grand«  plus  il  y  aura  de  lignes  oü  la  meine  inter- 
;ection  se  tronvera  plac^  a  la  fois,  et  plas  le  nombre  des  lignes 
doit  sarpasser  celui  des  intersections.  Car  il  est  fiacile  ä  voir 
qvie  fe  Bombre  de  fignes,  oü  ta  m^e  intersection  de  tangentes 
on  le  möine  sommet  de  cone  se  trouve  a  la  fois«  sera  \t  quotient 
qai  vient  en  divisant  Je  nombre  total  des  lignes  oü  les  sommets 
se  trouTPnt  placös  trois-ä-trois  par  le  tiers  dn  nombre  des  inter- 
sections oa  sommets.    11  sera  donc  =n  —  2. 


L  e  m  m  e    II. 

Les  trois  c6täs  d'un  triaogie  sph^riqae  j40C  (Ta£  V. 
Fig.  5.)  ^tant  prolonges  jusqn'en  />,  E,  F,  de  maniöre 
qoe  sin2lZ>.sinjB£.finCF=:sin^F.sini&/>.sinCjEJ,  les  trois 
points  Di  F,  E  seront  dans  un  arc  de  grand  cercle. 

Döraonstration. 

Joignons  les  points  D  et  F,  de  nieroe  que  F  et  E,  par  les 
arcs  de  grand  cercle  DF  et  FE,  et  soit  Tangle  J)FA=a  et 
Tängle  EFA  =  ß;    et  Ton  s^ait  par  la  Trigonometrie  sph^rique  que 

sin  a  :  sin  /)==  sin  AD  :  sin  AF, 
sin/)  :sin£?  =  sin BE :  sin  B D , 
sin  E  :  sin  ß  =  sin  CF :  sin  CE , 

d'ML  l'tm  üre  en  coroposant 

810  a:  sin  j3  f?  sin  AD .  sin  BE .  sin  CF :  sin  AF .  sin  BD  .  sin  CE. 

Or  il  y  a  en  Tertu  du  Lerome 

sin  AD.sm  BE .  sin  CF  =  sin  AF.  BD .  sin  CE 

<l<mc  sin  a=:  sin  1^9   et  partant  j9  =  180^ — a,    d'oü  il  suit  que  les 
,  arcs  DF  et  FE  ne  sont  qu  un  meme  arc  de  grand  cercle. 

L  e  m  m  e    III. 

En  enfermant  deux  petits  cercles  tracessur  la  sur- 
face  d'une  spbere  des  points  A  et  B  (Taf.  V.  Fig.  6.)  pour 
centres,  entre  deux  arcs  de  grand  cercle  qui  les  tou- 
chent  en  a  et  by  cl  et  ß  et  qui  se  coupent  dans  le  point 
0  da  granä  cercle  passant  par  les  deux  centres  AetB, 
Mi  anra 

sin  Aa  :  HinBb  sz  Ein  AO:  «in BO. 

18* 
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Demonstration. 

Corome  les  triangles  sphäriques  ilOa  et  BOb  sont  rectal 
il  est  ävident  que 

sin  Aa  =2  s'mAOa.slnAOi 
smBb  z=:  sin  B  Ob  ,BmBO 

et  qne  par  consäquent 

sin  Aa :  sin  Bb = sm  AOa. sin  AO:  sin  B  Ob .  sin  BO. 

Mais  sin^Oa=:sinJ906,    partant 

sin  Aa:  sin  Bb  =  sin  ^ O :  sin  BO. 

*■ 

Theoreme    6. 

Si  l'on  enferme  trois  cercles  däcrJts  snr  la  sur 
d'une  Sphäre,  deux-ä-deux,  entre  deux  arcs  de  gi 
cercle  qai  les  touohent,  les  intersections  de  ces  < 
paires  de  grands  cercles  Seront  situ^s  dans  an  m 
arc  de  grand  cercle. 

Demonstration. 

Soyent  les  trois  angles  A,  B,  C  (Taf.  V.  Fig.  5.)  du   trij 
sph^rique   ABC  les    centres    des  cercles,    soyent  a,  b,  c 
rayons  (arcs  de  grand  cercle)  et  les  intersections  des  tange 
savoir  D  pour  les  cercles  A  et  B,  F  pour  A  et  C,    E  pol 
et  C,  et  nous  aurons  en  vertu  du  Lemme  pr^cödent 

sin  ^/>  :  sin  J9Z)  =  sin  a :  sin  6^ 

sin  BE :  sin  CE  =  sin  6 :  sin  c , 

sin  CF  :  sin  ^  F  =  sin  c :  sin  a 

d'oü  Ton  tire  en  coroposant 

sin^/>.sinJ5JE,sinCF:sinÄZ).sinC£;.sin^F=l:l 

•  I 

et  de  Ik  il  suit  que 

sin^l>.sinÄ.E:sinCF=sin^Z>.sinCF.sinJ[F 

donc^  en  vertu  du  Lemme  IL,    les  intersections  D,  F,  E  s< 
dans  un  möme  arc  de  grand  cercle. 
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Th^or^me    7. 

Ayant  n  cercles  A,  jB^,  C,  //,  etc.  «ur  la  snrface  de 
m^me  sphdre,    si  on  ies  enferme  deux-ä  deux  entre 
denx  tangentes^    arcs  de  grand   cercle,    H  en  r^snltera 

— p-^ —  \pojnts  d'intersection  de  tangentes^  situ^es  sur 

«(n  — l)(n— 2)  - 

1  ^  o arcs   de  grand    cercle    ditterens,    savoir 

roiä-ä-trois  sar  chacun,  et  en  designant  chaque  inter- 
ection  par  Ies  denx  lettres  grecqneft  correspondantes 
,ux  deux  latines  qui  iudiquent  la  paire  de  cercles  ä 
aquelle  eile  appartient,  Ies  trois  iutersections  qui 
lorteot  Ies  trois  m^mes  lettres,  chacnne  deux  fois, 
eroiit  placi^es  sur  le  m^me  arc  de  grand  cercle. 

La  d^monstration  est  la  m^me  que  celle  du  Theordme  5. 


S  c  h  o  1  i  e. 

La  d^monstration  de  presque  tous  Ies  Th^or^mes  que  nons 
etions';de  dönner  est  fond^e  sur  Ies  Lemmes  L  etil.  (Taf.  V. 
'ig:  1.  et  5.)  La  relation  qui  fait  le  sujet  de  ces  deux  Lemmes, 
t  qui  a  servi  de  base  ä  nos  Theorenies,  n'est  pas  la  seule  re« 
larquable  qui  a  lieu  entre  Ies  lignes  et  Ies  arcs  de  ces  deux  figu- 
ra;  il  y  en  a  d'autres  qui  ne  sont  pas  -moins  interessantes  et 
ni,  quoique  börs  de  connexion  avec  Ies  Tböor^mes  que  nous 
vions  en  vu€,  m^ritent  d'^tre  rapport^es  et  d^montrees  ici.  Ce 
era  le  sujet  des  deux  Theoremes  suivans  et  de  lenrs  coroUaires. 


T  b  e  o  r  e  m  e    8. 

Si  entre  Ies  jambes  CA  et  CB  (Taf.  V.  Fig.  7.)  d'un 
•Dgle  qnelconque  ACB  on  tire  a  volonte  deux  lignes 
Iroites  AD  et  BE  qui  se  coupent  en  O,  il  y  aura  toujours 

h  AD.BO.CEz=:AC.DO.BE, 

IL  BE.AO.CD=zBC.EO.AD, 

IIL  BC.DO.AE  =  BD,AO.CEy 

IV.  CD.BO.AE^iBD.EO.AC. 
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DenioB»tratiOR. 

1)    Le  ^ÄCD  donnc  HinCxiXuD^iÄDiÄC, 
l^BDO      „      OnDiBmB  —  BO'.DO, 
^CBE      „      s\nB:sinC=CEiBE, 
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»> 


et  partant 


d'oü  Ton  tire  i:l  =  AD. BO,CE:AC. DO. BE,    , 


I.    AD,BO.CE=zAC.DO.BE. 


2)  Le  A CBE  dornte  sin C:s\nE=BEiB C, 
„  Ä^t>JE  „  8\oE:sm A=iAO:EO, 
„    A^CO      ,,  '    8inA:8inC=CD'.AD, 


9» 


deläontire  l:l=zBE.AO.CD:BC.EO.ADy    . 

ce  qui  donne 

II.    BE.AO.CD  =  BC.EO.AD.  ^ 

3)  Le  AC^^  donne  smE:sinB=:BC:CE, 
ABDQ     „      smÄ:sinO=/>0:BZ>, 
AAEO      ,»     siDQ;siD£;=:JJS;iiQ, 

den  ron  a  1:1  =:BC. DO. AEiBD.AO.CEy 

ce  qui  dous  fourbit 

in.    BC.DO.AE^BD.AO.CE. 

4)  Le  AACD  donne  sin J:sinl>  ==  CDiAC, 

„    ^BDO     „      sinl>:sin  0  =  ÄO:ÄlX, 
„    A-^^0      „      slnO:»!n^=ili;:£0, 


ainsi  on  a  l'.l  =  CD.BO.AE:BD.EO.AC, 

et  par  consäquent: 

IV.    CD.BO.AE  =  BD.EO.Aa 

Corollaire. 

Combinons  les  quatie  egalitäs  du  TMothme,  qne  nous  venons 
de  dömontrer,  deux-ä-denx  de  la  maniere  suivante:  Le  prodoit 
de  I.  et  IL,  divi^  pat  AD.BE,  dornte    . 

AO.BO.CD.CE:=xAC.ßC.DO.£0 

d'oü  Ton  d^duit  cette  pfopeftie» 
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AO.BO:DO.EO  =  AC.BC;CD.CE. 
Le  produit  de  IL  et  HI.,  divis^  par  BCAO,  donne 

BE.AE.CD.DO^BD.AD.EO.EC 
d  oü  l'on  tire  la  proportion 

DC.DO:EC.EO  =  AD.BD:AE.BE. 
Le  produit  de  lil.  et  1.,  divise  par  CE,DO,  donne 
AD.  AE.BC.BOz=  AC.AO.BD.be 
c»  qai  foiirDit  la  proportion 

BC.BO:AC.AO  =  BD.BE:AD.AE. 

Tböoreme    9. 

Si  entre  deux  arcs  de  graud  cerele  ^Cet  BC  (Taf.  V. 
Flg.  8.)  d'nn  angle  sph^rique  quelconque  ACB,  on  di^crit 
deux  arcs  de  grand  cercle  AD  et  BE,  qni  se  coupent 
en  O,  il  y  aara 

L  sioAD.BinBO.sinCE  =&  ain AC . sinDO .sin BE, 

n.  sin  BE.  sin^O.sin  CD=i  smBC.smEO.  sin  AD, 

lUv  sinJ9C.sioZ>0.sin^£  =  8in^l>.6in^0.8inC£, 

IV.  sin  CD .  siüBO . sin  AE  =:  sin£Z>  .sinUO . sin  AC. 

La  dämonstration  de  ce  Th^oröme  est  parfaiteroent  conforroe  a 
Celle  du  Th^or^me  pr^cädent.  On  voit  qu'on  n'a  qu'ä  ecrire  an 
Ben  des  c6täs  des  triangles  rectilignes  de  la  7"*«  fignre  les  sinus 
des  c6t^  des  triangles  spberiques  de  la  8*"^ 

C  o  r  o  1  I  a  i  r  e. 

Las  op(6rations  dn  corollaire  pr^cedeut  donnent 
sm^0.sini90:siuD0.sin£0=:6in^Csin£C:sinC/>.6inC£^ 
sinDC.shil>0:sin£;e.sin£0=:8ini4/>.sin£Z>:8in^£.8ini9JE;, 
AjkBC.müßOismAC.sinAO^sinBD.sinBEismAD.sinAE. 
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Theorie  der  abgeleiteten  Reihen. 

Von 

Herrn  Oskar  Werner, 

Lehrer  der  Mathematik  za    Dresden. 


Da  bis  jetzt  noch  keine   allgemeine  Sumraationsmetliod«  f 

Reihen  gefunden  ist,   d.  h.  eine  Methode,    nach  welcher  sich  a 

Reihen  ohne  Anänahme  summiren  lassen,  vielmehr  diese  Samn 

tion  nach  sehr  verschiedenen,    oft  überaus  künstlichen  Method 

geschieht,  so  nmss  man,  um  diesen  Mangel  an  wissenschafilicl 

Einheit  möglichst   zu  verhüten,    sein   Augenmerk  darauf  ri^t 

Reihen,    denen  gewisse  Eigenschaften  gemeinsam  sind,    in  ^ii 

'   einzigen  von  allgemeinerer  Form  zusammenzufassen,  deren  Sum 

angebbar  ist.    Was   nun    in   dieser  Beziehung  das  Theorem  i 

Maclaurin  für  Reihen  leistet,  die  nach  Potenzen  einer  und  d 

selben  Grösse  aufsteigen,  dasselbe  bewirkt  eine  Formel  der  Th 

rie  der  höheren  Differenzenreihen  für  solche  Reihen,  deren  G 

der  die  auf  einander  folgenden  BinomialcoefQcienten  irgend  eil 

positiven  ganzen  Exponenten  als  Factoren  in  sich  schliessen.   1 

nähere  Betrachtung  dieser  Differenzenreihen  und  deren  fruchtb 

Anwendung   zu    zeijgen,    bildet  den  Hauptgegenstand   dieser  i 

handlung.    Dabei  habe  ich  mir  nach  Möglichkeit  angelegen  s 

lassen,    diese  Theorie  von  allgemeineren  Gesichtspunkten   aus 

betrachten.    Hierher   gehören   namentlich   die    gleich  im  Anfai 

enthaltenen  Untersuchungen  über  die  höheren  abgeleiteten  Reit 

zu  deren  Aufsuchung  mich  das  Streben  geleitet  hat,  die  Form 

der  höheren  Differenzenreihen  aus  allgemeineren  Formeln  in  ä 

lieber  Weise  hervorgehen  zu  lassen,  wie  den  binomischen  L< 

satz  für  positive  ganze  Exponenten  aus  der  bekannten  Entwickel 
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»ines  Productes  binomischer  Factoren  in  eine  Reihe..  In  wie  weit 
mr  diess  gelungen ,  und  wa^  dabei  als  mein  Eigenthum  anzusehen 
ist,  überlasse  ich  dem  Crtheil  Sachverständiger.  Ich  enthalte 
mich  daher  aller  weiteren  Erwähnung  und  komme  nun  lieber  auf 
den  Gegenstand  selbst  zu  sprechen. 


Wenn  aus  der  Reihe  (Hauptreihe) 

^O»      ^l*      Ö2>  ••••  Om«»" 

eine  andere  auf  die  Weise  gebildet  wird,  dass  man  die  Glieder 
derselben  der  Ordnung  nach  mit  den  Zahlen  Iq,  li,  4,....  multi- 
plicirt  und  diese  Producte  vom  zweiten,  dritten,  vierten  Gliede, 
a. 8.  w.  subtrahirt,  so  möge  diese  die  abgeleitete  Reibe  jener 
genannt  und.  ihre  Glieder  durch  Aoq,  ^^i>  Aa^,„,.  bezeichnet 
werden.    Wir  haben  sonach  identisch: 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  man  sich  hüten  muss,  das  Zeichen 
A  für  einen  Factor  anzusehen.  Das  Verfahren  nun,  welches  bei 
der  Hauptreihe  gelegentlich  der  Bildung  einer  abgeleiteten  Reihe 
angewendet  worden  ist,  lässt  sich  weiter  verfolgen.  Offenbar  kann 
nltaiKch  aus  der  abgeleiteten  Reihe  heraus  wieder  eine  solche 
gebildet  werden,  aus  dieser  wieder  eine  andere,  u.  s.  f.  Dadurch 
eihält  man  eine  Anzahl  von  Reihen,  welche  die  höheren  abgie- 
leiteten  Reihen  der  Hauptreihe 

flo'     ^ '    ^>  ••••  ^»»* •••• 

heissen  mögen,  und  zwar  entwickelt  man  nach  der  Ordnung,  wie 
dieselben  auf  die  Hauptreihe  folgen ,  eine  erste,  zweite,  dritte, 
u.  s.  w.  nte  abgeleitete  Reihe.  Sowie  man  nun  die  Glieder 
der  ersten  abgeleiteten  Reihe  dadurch  bezeichnet,  dass  man  den 
Gliedern  der  Hauptreihe  das  Symbol  A  vorsetzt,  so  müsste  man 
der  Consequenz  in  der  Bezeichung  wegen  die  Glieder  der  zweiten 
abgeleiteten  Reihe  durch 

AAa^y    AAüi,    AAa^,-*' 
bezeichnen;    dalär  wollen  wir  aber  die  kürzere  Schreibart 

änfillnren.     Aus  gleichen  Gründen    würde   man   die  Glieder  der 
dritten  abgeleiteten  Reihe  durch 
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AAAot,,     AAAoi ,     AAAo^,..., 

I,    ivofilr  wir  uns  aber  der  kürzeren  Bezeichnung  j 

ji'ffn,     ^o.  ,     A?ao,.... 


bedienen  wollen.     Ueberhaupt  eotechei 
abgeleiteten  Reihe  lüir  die  Bezeichnung 


vir  uns  bei   der  i 
r  Glieder  durah 


nie    die   einzelnen    abgeleiteten  Reil 
eind,    Igsst  sich  jetzt  auch   dm 


\ 


Die  Art  und  Weise  nni 
anter  einander  verbundi 
f;eDde  Gleichung: 

I)     A-am-lm- 

ansdnlcben,   von  welcher  in   den   nachstehenden  Untersuchtini 
mehrfacher  Gebrauch  gemacht  werden  wird. 

Von  ganz  hesonderem  Interesse  ist  die  Spezialisirung 

In  diesem  Falle  wollen  wir  stets  das  Symbol  A  mit  d  vertausch 
Die  Formel  1)  geht  daher  über  in 

Hieraus  crglebt  sich,  dass  die  Glieder  irgend  einer  abgeieitei 
Reibe  dieser  Art  aus  denen  der  nächstvorhergebenden  abgelei 
ten  Reihe  erhalten  trerden ,  wenn  man  von  jedem  Gliede  dersell 
das  benachbarte  vorbergeheride  aubtrabirt.  Wegen  dieser  Eigi 
I  schart  ist  diesen  abgcleileteti  Reihen  der  Name  Differenze 
reiben   beigelegt  worden. 


Cm  nach  diesen  Erklärungen  zu  Untersuchungen  überzugeb« 
müssen  wir  uns  erst  mit  folgenden  Bezeichnungen  vertraut  macbi 

Der  Ausdruck  ^{o-fty,..-.)  bezeichnet  in  der  Folge  die  Sumi 
der  Combinationen  mter  Klasse  ohne  Wiederholungen  aus  d 
Elementen  c,  |3,  7,....,  wobei  jede  Combination   als  Product  gi 


So  oft  im  Folgenden  t 


i  der  Form  C(t(,(!,y,. 


vorkommt,  so  soll  darunter  immer  die  Summe  der  Combination 
mter  Klasse  mit  Wiederholungen  aus  den  Elementen  «,  ^,  f^ 
jede  Combination  als  Product  aufgefasst,    verstanden  werdei 
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Diess  rocansgesetzt,   froHen  wir  zanflcbBt 


«— «H- 1  II— m— 2 

^  =  C(li,  k, ....  Ä,-i)  ^f«+»ao  +  C(/i,  4, ....  In-i)  A'^^^oi  + .... 
setzen;  dann  haben  wir  mit  Rücksicht  auf  Gleichang  l)r 

n—m—2 

+  C(£b, /a , ....  ti_i). (-^■•aj— 4-^"*«!) +•— 

■     1 . 

o 
oder 

B    m  n— m  n — ^m— 1 

jB»=— C(4„.-.i;i-l)^'"ao+[C(i^„....4-i)— /oC'(4.—Ä»-i)].i*"ai, 

«— m— 1  n— fw— 2 

+  [C(li9""ltt-l)  —  li  C(J^,  ....Ä»-l)] .  -^«1  +  .... 

1  o 

+  [C(4-^-l»  ....  U-l)  T-  4-m-l  C(ln-^m9  ....  Äi-l)]  ul*"!!«-«-! 


+  t(la^, ....  4-l)  ^'» 


On-m' 


Die  eingeklammerten  Differenzen  lassen  sich  aber  nach  dem  he* 
kannten  Satze  der  Lehre  von  den  Combinationen : 

■m  jit— 1  m' 

C(a,  ß,  «..  ft,  v)  — V  C(a,  ß, ....  fi)  =  C(a,  /J, ....  ft) 

vereinigen.    Wir  erhalten  daher 

A-^n  n— in  n — m— 1 

£n  =—  C(^),....Ä»-i)^4«ao+6X/i,....Äi-i)^"'ao+C(/2,..../»-i)-/^»«i+.... 
oder  9  w^il  nach  9),  wenn  wir  m--l  für  m  setzen  ^ 

n^— Mi  Ä— in— •! 

Äfn — i  =      V (d  >  ••..  Ai— l)  Am(^o  +  v/ (^5  •...  fii— O-^mö^-l- •..• 

+  C![Äi-in,...Äi-l)-4"'  an-fii-l+C(4-«4-Xi.,.Äi-l)-<4'"öii-Tai^ 

&  Helation : 

j        i 

n — m 
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Setzen  wir  in  dieser  Relation  der  Reihe  nabk  Ij  2«'3,  «..^m  fu 
m,  so  entstehen  folgende  Gleichungen:         / 

Äl  =  —  C{Iq9  .•..  fn— l)  AOq  +  Rq , 

.,_-'■■  .... 

»-2 


,1 


n-3 

n.    s.    fv« 

Äm-1  =  —  C(jifi , ... .  /n_i)  ^''»-^ «0+  Am-« , 

Rm  =?—  C(/q,  ....  Äi^i)  A^ÜQ  +  Ä»^i ; 
aus  deren  Addition  die  Gleichung 

n—l  n— 5B  n— m+l 

+  C(/o,  ..V  Äi-l)  ^ flo]  +  *0 

entspringt.  Setzen  wir  jetzt  im  Ausdruck  3)  ?ii=0  und  beachteo, 
dass  die  Summe  der  Combinationen  ohne  Wiederholungen,  wenn 
die  Classenzahl  und  Elementenzahl  gleich  sind^  dem  Producte 
det  Elemente  selbst  gleich  ist^  so  erhalten  wir:      '' 

;■.;■;.         ■  ■      •  '  ■*  •  ■    V .  i;     '  '■ . .       "■.;■' 

Äo  =  ^1  4  ••  ••  Äi— 1  AUq  +  ^/s ....  ln-1  Aßi  +....+ Äi— 1  Aon—^-t-Aan-i 

:■■  '     •,  .   1  -       ,  ■•■■••.■       .  .         .     ' 

=  ^^..../n— i(ax — IqOo)  +  ij/s ....  Ai— 1  («2  —  h^i)  +  — • 

l  '     ' 

.  n 

32  Ott  -—  fo  fj  ....  ^ — 1  (Iq  ^2  a^i  — *  C  (/q >  . • ..  »n—l)  Oq « 

Wir  haken  also,  wie  hiera\is  leicht  erhalten  'wird, 

I 

♦•••  'T  (n-^iAün — 2   ■   Aßn — 1>  . 

und,  wenn  wir  den  Ausdruck  für  Rq  in  den  nächstvorhergehen* 
den  für  /2in  sobstitüiren, 

n  n—l  n—m  -f..; 

i2m=— [C(/ov..Ai-l)ao+C(/ov../n-i)-<4ff|)+....+  C(4),...Äi— l)-^"»ao]+^'*' 

oder  mit  Rücksicht  *\iiif  den  Ausdruck  3):- 
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n  «—1  "— »» 


Für  m=in  restiltirt  hieraus »  da  negative  Indices  nicht  vorkommen 

kuDoen, 

fi  n— 1  0 

Diese  Formel  enthält  die  Losung  der  Aufgabe:  irgend  ein  Glied 
der  HauptreiM  durch  die  Anfaogsglieder  der  höheren  abgeleiteten 
Reiben  auszudrficken. 

Weil  nach  Gleichung  4): 

% 

.■  t      ■ 

••••  -f"  *n— 1  ^On—2  ■  -^^ — 1  » 

M  erhalten  wir  aus  der  Vergleichung  dieses  Ausdruckes  mit  dem 

unter  6):  ' 

»—1  n— 2  O 

und  ebenso  natürlich: 

illl^..,.  In-lOo  +  44""Ä»— l^J  +— •  +  Äi-iafi-2  +  cin— 1 
«-1  n-2  0 

=  C(lo9  ...Äi-i)ao+^('o*  —Äi— i)^ao+'"+^X^ov..Äi-i).^""*flü- 

Um  ferner  auch  jedes  Anfangsglied  irgend  einer  höheren  ab- 
geleiteten Reihe  durch  die  Glieder  der  Hauptreihe  auszudrücken, 
setzen  wir  zunächst 

8)  5,»=^*-«"-»am+l-(?^(A),...An)^-'"-%m+l+a/o, ..Än)^-"«-»am+l 

w  w 

n— m— 2  n— ffi— 1 

Dieser  Ausdruck  formt  sich  vermöge  der  unter  I)  gedachten 
Formel  folgendermassen  um.: 
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w 

•    II— 1».-2  ,  ■      .         /  ■■   ■'\  ■' i  --..\ ^N)  '  ■•■" 

(— l)ii-m-2  C(/;„....4.)[-i*am  +  /;n.^flm] 
10 


w— nt— 1 

c 


oder 


+  [6(ii, 4.)-'i«C(A„....Ä»)]-d«-.^*«to 

t0  10 

n— in— 1  «— »«--S 

—  ....(— l)«-'"-^[C(/o*  •—An)— /m  <7(/o,....&»)]^öm 

10  10 

n-.-in  n— m— 1  H— m 

+  (-  l)"-'»[C(/o,....A»)-Äi.  a^,....Ä»)]  fl»  +  (— l)"-<»f  1  C(/l, Ä»)a» 

10  10  ^        •  10 

Die  in  Parenthesen  eingeschiosseneii  Diffenrenzen  lassen  Bidi  aber 
nach  dem  bekannten  Satze  der  Combinationslehre : 

m  »1—1  -  m . 

C(«, /?,....  fl,  v)  —  V C(a, ft ....  ft,v)  =:  C(ö,/J, ....fi) 

10  10  10 


vereinten;    dadurch  wird 


4 


S^=^~-"»/7m— C(^,,.. ..&,_!) -i«-"»-l«,„+  C(/o,....  Än-l)-^^'»-«-*^ 

10  10 

n— m-^l  n— m 

—  ....(— l)«-«-l  C(/o,..../in-l)-^flin+<— l)«-"'C(/o.  ....Än^l)«« 

19  10 

n — m 
+  (-l)«-'"+^C(/o,  ....  /,n)am. 

Weil  nach  8)  för  m — 1  anstatt  m 

Sm-l  =  -^"-^«m—  C(/o,....  /m-l)-^«-'"-lam+  C (/;),.... Ä,_i)^«-»-«fl« 

10  10 

«— II» 


—  •...  (—  l)«-»»  C(4, ....  Ä»-.i)am, 


10 


so  erhalten  ^  aas  den  beiden  letzten  Ausdrueken  fblgeade  fie- 
lation : 


n—m 


««  at  (- 1)»— 4*  C(^„ ....  Im)  ttm  4-  «»-1. 
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Aus  der  SabstitotioD  von  1,  2,  3,  ....m  für  m  gehen  aus  ^Aie* 
ser  Relation  folgende  GleichongeD  hervor: 

w  { 


«2  =  (-l)«-"c(i>,.^.'4)aa^-Äi, 

si = (- 1)— « ck , ....  /;,)as+S,. 

O.     8.     W. 

II— m 


ans  denen  wir  leicht  durch  Addition  die  Gleichung 

V  10  W 

t0 


ableiten.    Setzen  wir  jetzt ^   um  5o  zu  bestimmen,    im  Ausdrucke 

8)  m=0,   und  erinnern  uns  zugleich»    dass   C(a)  =  c^,    so  erhal- 
te 

teo  wir: 

+  (—1)«-*  /o*-*  «1  =  ( W""%  +  -^«o)  -^)(i;)^— %  +  ^-*«o) 

+  (— l)"-i /;,«-» (4  flo  +  ^ao)  =  ^«  flo +  (— 1 )"-' /o«  flo 
=  ^«,  +  (-l)"-»C(0«o- 

W 

I 

Bieraus  folgt: 
•9)    ^iio  +  (— l)«-i/o"Oo  =  -^-*öi-fe^"'«i  +  'o*-^-*Oi 

und,  wenn  wir  den  Ausdruck  für  Sq  in  den  nächstvorhergehenden 
ftt  ii^  sttbstittirreii. 
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a||K>  mt,  04t  Rücksicht  anf  Formel  8): 

n  fi— 1 

(- 1)»  ^  «0 = C(A,)  % — C(^„  A  )  a,  + .... 

IT  tP 

+  (-l)«C(/i,....Ä„)a«  +  (- !)«&., 
10)' 

Sm  =  ^«-»»-1  flr„+i  —  C{Iq,  ....  Äii)./^''-«-*  Cm+l 
'+  C(Iq,  ... .  Im) ^""^^Om+t  — ....  (—  l)»-w-l  C\4, ....  An) «»fl- 

Für  m=:n  gebt  diese  Formel  über  in: 
11)    (-l)»-^»ao  =  C(/;>)ao— c\/l„  li)a^  +^(lo>''l^a^ 

w  w  w 

o 

—  ....  ( 1)»  C(lo9  ....  Äl)  fl«> 

10 


:fi 


H 


eine  Formel,    welche  jedes  Anfangsglied  einer  höheren  abgeleite- 
ten Reihe  durch  die  Glieder  der  Hauptreihe  ausdruckt. 

§.3. 

•        • 

Um   nun  auch  ein   paar  Anwendungen  von   der  Theorie  der 

höheren  abgeleiteten  Reihen  zu  haben,    gehen  wir  zunächst  von 

folgender  Hauptreihe  aus: 

«ro=l,    (h  =  (a:  +  lo),    a2  =  (-^  +  ^j)(^  +  /i)»  «•  s.  w. 

Nach  Anleitung  der  Formel  1)  entwickeln  wir  hieraus  folgende  Reihen:  .i 

erste  abgeleitete  Reihe: 
uiao  =  a;,    ^«i  =a?(;r+/o),    .//ci2=a?(a?+/o)(a?  +  /|),  u.  s.  w« 

zweite  abgeleitete  Reihe: 
^aü=a?^,  ^2fli=a;*(.r+/o)5  ^^flr2=^*(a:+/i))(a?+4),  u.  s.  w. 

^  dritte  abgeleitete  Reihe:  ^ 

u4^ao=:x^,  ^^(ii^a:\a:+lo),  .x^%2=^'(^+A>)(^+^)»  u.  s.  w. 


rate  abgeleitete  Reihe: 
A^Qf^zzzx^,  -^«ai  =  a?"(a?  +  /o)j  ^"«2=^"(^  +  4)(«  +  4)>  a.s.  Wi  *' 

Indem  wir  diese  Ausdrücke  in  den  vorher  entwickelten  allge- 
meinen Formeln  einfuhren,  erhalten  wir  aus  Formel  4): 
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(a:+^>)(ar+t)-..(ar+Ä,_i)-/l,^  ...Äi-i  =  /i/2— Ä»-iä+4^.  ..ÄH.ia:(«+^)) 
+  4  '4--Ä1-1  ^(^+  W(^  +  4)  + ....  +  ar  (ar+  /i,)  (ar+^)...(a:+i.-2), 

oder,    wenn  wir  mit  /^4*"^-i  dividiren: 

■^  K(i+-)(f+o- fc+o-a=M(^') 

+5a+'Xf+'>-+i(i+')(f+>)-fe+o- 

Die  Formel  6)  geht  über  in  die  bekannte  EDtwickelong : 

«—2  o 

+  C'  (^) , ....  in-i)  4:*  +  ....  +  C{Iq  , ....  Ai— 1 )  a:". 

Ferner  erhalten  wir  aus  9): 

iC  +  (— l)"-%"=ar— Ma;+W  -  A,a:«-«(a:+/o)+/;,»ar«-»(x+<») 

-....(-I)"-%"-»(.r  +  A,). 
oder 

i  *^    '^*"^^?"— = ^"-'  I-  A>«"-» + 4»*a^-'  - .... (-1)— V-'. 

\md  endlich  ans  Formel  11): 

^  (-l)"a?»=  C(/o)-C(A>,/|)(a:+/o)+"cUsA 
llö)  ' 


.  D|ese  Formel  ist  vorzugsweise  geeignet,  einen  independenten 
Ausdruck  flhr  C(/o>  4>  -•  W  zu  liefern.  För  ar=:  — ^,,  — /, ,  — 4> 
7*4,....  ergehen  sich  nämlich  folgende  Gleichungen: 

T1i«il  X\1L  t9 
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k'  =  C{lo). 

4»  =  C(/;,)+cU,4)(4-W, 

w  w 

wo  V  tä 

f 

I  N 

fl->3 


+  c  (io,....k)(k-to)(ti-iinii-i^i 


W 


U.        S.        W. 


n  ti— 1  11— 2 

ID  10  t0 


n — in 
....  +  C(/o>  *i>  ••••  W  («W^  ^))  (An  —  n)  ••••  (Äw — ^m— ijl 


Aus  der  ersten  Gleichung  erhalten  wir: 


■^ 


w 


Die  zweite  giebt  mit  Zuziehung  dieses  Resultates: 

10  *o      *i       *i — ^ 

ebenso  die  dritte  mit  Berücksichtigung  der  beiden  «vorhergehenden 
Resultate : 

V 

liti^  dte  '«'ibite  «nt^  Beachtung  det  drei  letzten  Ausdrücke : 

n— 3  A»**        '  t* 

f  Ä).  A .  4  «s)  =  (/^_/^(/o-4)(/o--4)  "•■  (/i-^)(/i-4)(4-5) 


1  ■  •  .  j 


^  (Ji-W  (k-k)  (4-4)  ^(4-«  (4-/i)«i-^^ 

I  • 

...  ,    •  ■'■..•■•.  . 

Das  Gesetz,  nach  welchem  diese  Ausdrücke  fortschreiten» 
lässt  sich  jetzt  litlt  'ßei^imttitheit  erketitien.  Wir  eotmtimeD  Bbt^ 
aus  leicht  folgenden  allgemeinen  Ausdruck: 


th~m 
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l^n  ....... 

^ 

"•"  (4-4)(4-4)(«2-/8)....(Ab-Ä») 
+  ^3'- 

/  (4-W(4-AM4-W....(A-A") 


^ /m»   _:     ^^ 

(Im — Iq)  Um — /i) ....  (Im — /m-2)  (/iii— Än-l) 

Dm  zu  beweisen  y  dass  dieser  Ansdrack»  der  sich  für  ?n=0, 
,  2,  3  als  richtig  gezeigt  hat,  auch  in  der  Folge  richtig  bleibt, 
t  nur  zu  zeigen,  dass,  wenn  angenommen  wird,  er  sei  für  m 
zhiig,  er  auch  für.  m  +  l  gilt. .  Die  DurchliFrbrung  dieses  j^Musifeis 
ird  mir  der  LeiBer  gern  und  um  so  mehr  erlassen ,  da  durchaus  keine 
;hwierigkeifen^aiiiif  verbanden  sind.  Vertauschen  wir  noch  n  mit  in 
id  setzen  dami  f?t=7i-f  r»  sogelit  obiger  Ausdruck  in  folgenden  über: 

w  ('0 — n )  (A)  *~  *»)  (k) — 4)  ••  •  •  (*o — W 


.  >  ■ 


^  (ll-lo)(ll-l:t)(ll-k)--(ll-ln) 

'                    ^  ik-lo) ih-  h)  (/a-4)  "..  (4-« 
+     .     .-. 

4^Hhr 

"•"(Ä.-/«)  (In-h) Cln-ln-i){ln-ln-l)  '  ■ 

r 

Einen  ähnlichen  Ausdrude  für  C(/o> /i  >.•••£()  zu  finden,  ist 
lir  bis  jetzt  nicht  gelungen.  Vielleicht  fiwden  bcsaeie  KüSftft  io 
lieser  Bemerkung  Veranlassung,  sich  diesem  Gegenstande  zuza- 
pendeiü,  .  .        , 

§.  4. 


I  • 


Eine  isweite  bemerkenswerthe  Anwendung  von  der  Theorie 
4er  abgeleiteten  Reihe»  gestatt^t\dte  Betrachtung;  der  Hauptreihen 


- '  > 


/  .  .         sm^o  -*  sin  9^0  ^"i  9^1 

1  — ILL  -^  L  cos(r  +  yo)      ^        cos(r  +  yo  +  9i) 

IQ» 
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aus  welcnen  wir  für 

lo  =  cotg^Qy    ^i  =  cotgg)i,    l^z=zcotgq>29  u.  e.  w. 
folgende  eDtsprechende  abgeleitete  Reiben  entwickeln: 

erste  abgeleitete  Reihe: 
wicio=sin(r+ ö^) ,  w^ai= ZÜTZ »    -^«2  = 


sin  9)0 


7t 


Sin  9)0  Sin  9)| 


^aio=cos(r+2)>  -^«1= ^v;r::; >  Aa,^^=. 


sin  9)0  sing^o^i'^^i 

zweite  abgeleitete  Reihe: 


^  sin(r+2,j+g?o) 


n 


sin  (r +  2^+^0+91)      -'i 


Sin  9o  Sin  91 


TT 

cos(r  +  22 +9o) 


sin^o 


^flra  = 


ü»    s.     w. 


n 


cos(r  +  22 +9o+9i) 
sin  9^0  8*11^  9^1 


itte  abgeleitete  Reibe: 
^  sin(r  +  n2  +  9o) 


sing^o 


-^«a  = 


n 


% 


sin(r  +  n2 +9>o+9>i) 


sin  9o  sm  9i 


-^••flSo = cos  {^\n-^^  ^üx 


cos{r  + 11 2  +  9>o) 


sm^^ 


y^ffa  == 


n 


cos(r  +  nj+9o+g^) 
sin^o'^'i'^ 
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Nach  Fdripiel  ^  erhalten  wir  demnach,  wopn  Htir  r — s^  filr  r 

etzen   and    auf    beiden    Seiten    des    Gleichheitszeichens    durch 
iot 90 cot ijPi".,..  cot 9*1-1   dividiren: 

«^«^     cos (r+yo+yi -f »'»+yn-i) _ .   ^  ^!„,  .  f«^«   sin(r+yo) 
cos  9o  cos  9i . ...  cos  g)n-i  cos  9q 

^  ^         sin(r+yo+yi)  ,  sin(r-f  yp+yi  -f  ..».+yii-g) 

■     o^"    COS^qCOS^i  ©v»—      COS<PoCOS»9)i....C08g)j|-2 

sin(rH-<Po+<iP|+..>.+<iPn-i)_^^^  «^o*if„«.   cos(r-fyo) 
gm  j»  —  — — ::=tflropncosr + tgopi . 

CQS9oCOS9>i  ....COS^n-i  COS  cpo 

cos(r4-yo-f  yi) .      ,.  cosCr+yp+cpi  4-...+y,r-a) 

'  °^*    cos  9^0  cos  9)|   '      •  ^^        cos^Q  cos9>i....  cos^»^ 

Die  Gleicbqng  6)  göht  in  folgende  über: 

1 
I 

sin(rfigtio+yi+....-f<)o,»^i)       »  J. 

— y ^■;.  i.' .■ — r-^ =  C(cota)o»cot(pi,....cot<Dn-i)sinr 

•'  •      •■*   '  '     '     '    ■  tt-i  f    ^ 

+  C(cot9o»— cot<pn-i)8in(r+o) 


17) 


«-2  n 


^  +  C(cbl9^,...cotg>«-.i)sln(rH|22) 

I  '  .+ '.    .    .    .\    . 

+  CicoXtpQ, ...,  cot  q>n-~x)  sin  (r+n  ^  )> 

— ; -. ■> =  C  (cot  opa  >  •  ••  cot  (p»-i )  cos  r 

sin97oSin9i....6iD9;n-i  v      vo»  v»  i/ 

»-1  jr 

-f  C  (cot 9o 5  — •  cot  97»^i)  cos  (r-f  ^) ; 

+  C  (cot9o»"-cot<)f»n-i)cos(r+25-) 

+ 

\  ,  +C(cotg)o,....cot9J„-i)cos(r+^2)' 


t  •  I    < 


Ferner  ergiebt  sich  aus  Gleichung  9)  bei  nmgdcehrter  Anforde' 
DQDg  der  Reihe  und  Vertauscbcing  von  r^ip^  nnt  r  nach  Mchter 

Rechnung:* 
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■i  / 


19) 


=:siDr  -  tgg?osin(r  f  2-)  +  tgg)o*aia(r+^ 

Ur-  V)" ""  ^  *g  ^P«"""  ^  «OS  (r  —  g?o  +  »  2  ^  +  cos  (r — g)©)]  sio  90 

=  cosr— tg^o  cos(r  +  2)  +  *S9o*cos(r  + 


Irr. 


endlich  erhalten  wir  nach  Gleichung  11): 

(-l)»8in(r+My)=  C(cotg)o)8inr-c\cotg)o,cot«.)?^2^±S»^ 

V  Sin  ^0  sin  ^ 

-...■(-l)''^(cotyo,.-coty,).^!"^'-'-?'>-'--  +  "^i^, 
n        ^  ^  '  sing?oSincpi....sing)i,-i 

20)  < 

(^l)«cos(r  +  n.Ä)sCi^cot^o)cosr —  C  (cotg)©,  coitp^) . ; — -^ 

^      tp  w  sing>o 

+  C  (cot  ()Po, ....  cotg)^) .     3|„^^si„^^ 

+ (^l)«C(cot<^o cotyn).?"^^!:'^'''"""'^^'"^^'^ 

Andere  Anwendungen  von  der  Theorie  der  abgeleiteten  Refheo 
bäiäite  ich  einer  späteren  Abhandlung  vor»  da  die  Betrachtong 
der  Differenzen  reihen  das  Hauptthenoa  dieser  x\rbeit  sein  sollte. 


§.  5. 

Ehe  wir  die  Formeln  der  vorhergehenden  Paragraphen  auf 
die  Differenzenreihen  anwenden/ müssen  wir  folgende  Bemerkun- 
gem  yttm^msenAwu 

Dicfir  Zeichen  pn  sei  definirt  durch  die  Gleidnmg«» 
'*"-  1.2.3....n 
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37» 


und 


f*o  =  l. 


J}nk  aber  dem  Falle  eioer  möglichen  Verwechselung  gleich  vom 
Anfange  herein  vorzubeugen  >  bemerken  wir  hier,  da^s  dieae  9pe- 
eielle  Bedeutung  des  Index  n  von  der  allgemeinem  des  Index  von 
a  wohl  SU  unterscheiden  ist,  indem  die  in  gegenwärtiger  Abhand- 
hing vorkommenden  Symbole  Oq,  ai,  a^,..„an  ganz  allgemeine 
Grossen  bezeichnen. 

Fflr  /^=4=^=:....  =  £i=:l  ist,  wie  schon  früher  erwfthnt, 
das  Zeichen  A  mit  J  zu  vertauschen,  und  nach  bekannten  Com- 
bbiadonssStzen : 

m 

f^(fo9  h»  ••••  Ä»-l)  =(»  +  »» —  l)m 

w 

WO,  setzen. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Bemerkungen  gehen  die  Formeln  4), 
S)»  ^9  7)»  9)  ond  30)  unter  Anwendung  der  leicht  «u  verificiren- 
den  Relation  nm^=^nn—m  in  die  nachstehenden  über: 

21)     On  —Oo^^Oo  +  Jüi  +  Ja^  + ....  +  idOn^i » 


aB=:itoao+  «i-^ffo  +  «a^^*öo  +  ••••  +  «m  -^«o  +  *«»» 


23)    an=^noao  +  Wi-^a©  +  n^^floQ  + ....  +  rin^ao, 

24)    «0  +  «1  +  •—  +  fln-i=Wiao  +  %-^flo  +  ••••  +  nn^^'^^Oo, 

26)    <—  l)»-»zf"iio + «0 = «1  -  -^«1  +  ^«1  —....(—  l)"-*^-^ai , 

I(— l)«zf"ao=»«o''o— Wiß|  +«202— ••••(— !)*"»»»»«»»  + An» 
(— I)m+1Ä„=  («— l)mflm+l  — («-2)m^aiiM-l+  (»-3)s,z/«a«,f > 
•— ....  (—  l)«~i  mm^"--'"-'*am+i, 

27)    (— I)»  ^«0  =  ^000— »«1  Ol +»««•  — ••••(— l)"««««- 

Ferner  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  25)  und  27)  auf  ein- 
fädle Weise : 
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Ebenso  ist  natürlich  auch: 

Von  diesen  Formeln  können  ^ir  uns  noch  zu  andereh,  zäin 

!  ... 

Theil  allgemeineren  erheben  ^  die  jedenfalls  noch  nicht  bekannt  sein 
dürften. 

Eine, solche  Formel  erhalten  wir,  i^enn  wir  den  Ausdruck      > 
2i  42  6ä 

.   fln  —  «2 .  —  ^«n— 2  +  W4  •  —  J^ün--^ — »e .  —  ^'an-6+— 
H  f*2  f*3 

dergestalt  transformiren ,  dass  wir  auf  jedes  Glied  die  Formel  2^| 
bei  einfacher  Vertauschung  der  Indices  anwenden.  Dadurch  wan- 
delt sich  derselbe  in  diesen  um: 

Wolflo+  Mi-^ao  +  «2^«o+  ^^'«0  + } 


t 


f*3 


welcher  im  AHgemeinen  von  folgender  Form  ist: 
wenn  wir  nämlich  zur  Abkürzung 

C2=%— «2(«  —  2)i .  ^  +  «4(w  -4)o.  -- 5 

"^  ^2  Ö. 

C8  =  «3— W2.(« -2)2.^+W4.(n—4)i.--— ne.(n— 6)0.— , 

f*i  f*a  ^ 

u.    s.    w.,  r 

überhaupt  allgemein  • 

2i  42 

G»=z  Wo  Wj„ — Wa  (w  —  2),;,-i .  --  +  W4  (w — 4)^-2 .  -- 

ri  ra 

—  ....( — l)*"n2m.(» — 2m)o*^ — ^ 

setzen.    Die  vorstehende  (m-|- l)gliederige  Reihe^  ist  summirbar.  tfin 
diese  Stimmation  auszuführen^   gehen  wir  von  der.Hluit>treihe 


•C 
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•  •  •• 


«0=1.  'h^—;^ —  ««--i;; 

ms,   deren  Differenzenreihen  folgende  sind: 

erste  Differenzenreihe : 
.  (fi  +  m— n)i        .  (ft-fm— »)i    (it  — ?n)i 

zweite  Differenzenreihe: 

t 

■ 

u.    s.     w. 

I 

mte  Differenzenreihe: 

VVenden  wir  also  die  Formel  27)  Hlr  n  =  m  auf  diese  Differenzen- 
reihen an,  80  erhalten  wir: 

=»io-r-mi  — - —  +  m^  — — ....(— I)">iiim — , 

»der,    wenn  wir  mit  fim  multipliciren , 
.   {a-\-m — n)m  /        o\         ^i    »         /        a\         ^ 

—  ....(— l)»  «21»  (n—2m)o.^^ — — ; 
iaber  -  > 

_       (fi  +  m— yi)m 

nod  endlich,  wenn  wir  wieder  auf  den  Anfang  unserer  Entwlcke 
Urag  zurückgehen  und  das  letzte  Resultat  beachten: 

.      .     (u — «+l)i    .        .  (w — W+2)«  ^  ttn  ^ 

9  J.  ß 

fl«  —  n«.--  ^an-2  +  «4-~  ^an-4— «6-  n^ ^'flt^-ö  +  .... 

fh  f*2  f*8 

Diese  Formel  ist  wegen  Ihrer  Allgemeinheit  sehr  bemerkens- 
werth.    Wie    aus   ihrer   Entwickelung  hervorgeht,    bezeichioiet  f» 


s 
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irgend  vrelche  GrSsse.  Die  Formel  23)  erscheint  sofort  als  äoe 
Speilialisirung  der  vorhergehenHeii,  wenn  wir  die  Zahl  fi  Ober  jeie 
angebbare,  noch  so  grosse  Zahl  wachsen  Ihssph.  Für  fi=n  geht 
aus  29)  hervor; 


30)     an+/laoi-^at,  +  ..,.+J'ao 
In  — (»1  — l)i^«n-a+{n— 2)9^fl,_t  +  ... 


I 


Eine  andere  Spezialität  der  Gleichung  29)  erhalten  vrir,  wem 
f«^7j — 1  gesetzt  nird.  In  diesem  Falle  annulliren  sich  die  Glie- 
der der  rechten  Seite  mit  Ausnahme  des  ersten  und  letzten;  weil, 
vorausgesetzt,  dass  r  und  n  positive  ganze  Zahlen  sind,  rn  =0 
ffir  n>r.    Wir  haben  sonach 


31)     ffo  +  ^"''o  = 


'■(«-]), 


^a„- 


-,V^»«n-i 


'■("-Da' 

eine  Formel,  welche  sich  leicht  in  anderer  Form  darstellen  laut, 
sobald  wir  auf  die  Unterscheidung  von  geraden  und  angeradea  r 
eingehen.    Wir  haben  nämlich  nach  Formel  31): 

-....(-l)"(2»)*,.j 
Das  allgemeine  (r-|-l)ste  Glied  dieser  Reihe  ist: 


(2-). 


oder 

'-'«-"'"-(llrTr/'«--»' 

(-1)' 

2n(2»-l)....(2»-2r+l)        ■2r(2r-l)....(r+l) 

1.2....*               (2»-l)(2i.-2)....(2»-r)  ' 

^odeI 

(-1)' 

2i..(2n-r~l)(27i-r-2),...(n+l)7i(n  -  l)....(r+2)(r+l) 

1.3.3....  (2n-2r) 

daher  erhallen  wir,  ivenn  »ir  das  vordere  »  mit  dem  mittlem  n 
zu  n*  werbindeo  uod  die  vom  mittleren  n  ^Icichiveit  abstebeDilen 
Factoren  mit  Hülfe  der  Formel  (x-\-2/)(x  —  i/)=x^ — ^*  vereinigeDi 


,  (2r-), 

'"■(i^lV' 


^(-i^a 


■.■(li'-l«)(ii'-2')....(ii'- 


-trl!)^,^ 
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abo  naeb  dÄn  Obigen : 


-+— =^^===^^^^^5^- 


-  h«(««-l«)....(n«— «— 2«)   .  • 
-^- 1.2. 3. ...(2« -2) ^"--» 


n» 


•der,  wean  wir  diese  Reihe  in  umgekehrter  Ordnung  aufschrei- 

(—  1)* 
beo  und  dnräigängig  mit  — » —  mult^liciren : 

38)   ^^^y.:^.9±f2o 


•^ - ^^ *^ •  1.2.3  ....2«  *'*"• 


Setzen  wir  femer  in  Formel  31)  2n-f  l  an  die  Stelle  von  n,   so 
kaben  wir: 

^...(--l)„(2n41)2„.  ^  ^»aj. 
Di8  allgemeine  (r-|-l)8te  Glied  dieser  Reihe  ist: 


(-  \y  (2n + Dar .  ^  ^'  ««»-*+i 


«def 


,    .    Ci»-fl)2»....(2n-2r+2)       2r(2r-l)....(r-H)      . 

'"•^- ^       1.2....  2r  2n(2n-l)....(2n-r+I) ^' «*-*•+»' 

■ 

oder,  wie  man  durch  einfache  Rechnung  findet: 
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.8 
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Betrachten  'Wir  jetzt  die  Fdrmdn  '21)^ 'bis  28)  einlgernlkasiBen 
mit  Aoteerksaroknity  6o  werden  wir  bemerlceri,  dass  sich*  immer 
je  zwei  dieser  Formeln  entsprechen ,  nämlich  21)  und  25),  22)  und 
26),  23)  und  27),  24)  und  28).  Es  ist  daher  zu  vermuthen,  dass  es  auch 
Ihnliche,  den  Formeln  29)  bis  33)  entsprechende  Formeln  geben  wird. 
Diese  Formeln  zu  finden,  dahin  möge  jetzt  unser  Streben  gericht^tsein. 

:    Wir  gehen  zunächst  von  dem  Ausdrucke 

a  1*1  fla  f«8 

ans  und  unterwerfen  ihn  auf  ähnliche  Weise,  wie  bei  der  Herlei- 
tnng  det  Formel  29),  einer  derartigen  Transformation,  dass  wir 
aof  jedes  Glied  desselben  die  Formel  27)  anwenden.  Dadurch  geht 
ODser  Ausdruck  in  den  folgenden  über: 

n^[aQ  —  niai  ^n^a^--n^n^  + ) 

2i 

+  «Ä .  ~\  a,  —  (w  —  2)i  «2  +  («  — %  «3  —  •••• } 

■'"•-•        63 

•{•n^,—-{  03  ""  ••••  I 

f*3 


daher  haben  wir 


.  ?L  y/n-2fl.  ■  „:. .  fa  zf«-4fl«  A-n. .  ^  //»-< 


H  f*«  ^ 

wenn  iiämlicb  der  Kürze  wegen 

2, 
*i  =«oiii — %(«— 2)o  •  -r » 

f*i 

2i  4a 

Ä'a=iioW«— n^Cn— 2)i .  —  +  n4 .  (n— 4^ .  — , 

f*l  f*«  f*» 

u.    s.     w., 
fiberhaupt  allgemein  •  .! 

2i  .4« 

Ä»  =  no»» — w«  (n  —  2)m-i . -T  +  n4(n--4)»-». -- 

.  —....(— l)"»n«m.(n~2m)o.-—-^ 


iP8=«o»»3— »««(«— 2)a-'-  +»4(«  — 4)1-;; »«(w— 6)0.  —;» 
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gaseUt  wird.  Die  Summe  dieser  Rdhe  baben  ivir  aber,  bereits 
bei  Gelegenheit  der  EDtH^ickeluDg  der  Formel  29)  gefvmleD.  £• 
ist  nämlich: 

Am  —  v>w  —  ntn  •  J!  > 

folglich  erhalten  wir,  v^enn  wir  auf  das  Nächstvorhergehende  zu- 
rückblicken»   die  beraerkenswerthe,    für  jedes  ft  geltende  Formel: 


I     flo  — «!•  •* — ;: «1+W2/. «2— ....(— lr«ii.--a« 


För  |Lt=n  folgt  aus    ihr: 

35)    «0  —  «i  +  «a "^ '—  ("~ J)"ön 
=  (- 1)«  lz/«flo  +  (w— l)i  ^«-2«!  +  (n — 2)a^«-*flr,  + .... }. 

Wird  in  Formel  34)  fi=:n  —  1  gesetzt,  so  verschwinden  die 
Glieder  der  rechten  Seite,  ausgenommen  das  erste  und  letzte, 
w^eil  unter  der  Voraussetzung,  dass  r  und  71  positive  ganze  Zah- 
len bezeichnen,  rn=0  für  n>r,  ^und  es  bleibt  stehen,  wenn  wir 
noch  mit  ( — I)**  multipliciren : 

3f>)    (-  l)»f7o  +  <?«  =  ^"flo  +  W2 .  (^1)^^"-%  +  W4  Y^Zl)-^""*««+-. 

Diese  Formel  hat  dieselben  CoefBcienten,  wie  die  durch  31)  be- 
zeichnete. Nun  ergaben  sich  aber  aus  letzterer  die  Ferroeln  32) 
und  33),  indem  wir  gerade  und  ungerade  n  unterschieden,  die 
Coefficienten  in  anderer  Form  darstellten  und  endlich  noch  eine 
Umkehrung  der  Reihe  vornahmen.  .Auf  ganz  dieselbe -Weise  er- 
halten wir  aus  36)  die  folgenden  Formeln: 

Ol)    —  2 —  =  ««  +  i72^^"-i+   I  2.3.4  "^^»-a 
^  n^(ng^P)....(n^^^irra)  ^  - 

+  •" + ^      r2:3::r2;i        ^^ 

und  ; 

38)    j  +i(«+2)*i^^--J^^»ö„_a    .  ,         .. 


4.    -I.    *     .   n»(«»-n...(n«->i-P) 
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Ein  paar  andere,  der  Theorie  der  lidkerea  Differensenreiben 
aiilgeb5ren4e  Fornel«  erhalten  wir  durch  folgendes  Verfahreo. 

Ausgehend  von  der  Reibe 
Jo=.«o  +  '^flo*    Ji  =ai  +  ^-^(h,    A2  =  a^  +  ^'''-^a^,.... 

als  einer  Haoptreihe,  «ntwtdseln    wir  nachstehende  Oifcr^nzen» 
reiben:  "    ^ 

erste  Differenzenreihe: 

JJo^Joq  +  Af^ «0,  AAi  =Aai  +  J^-^Oi ,  ^2^2=^02+ //»"-»dav... 

zweite  Oifferenzenreihe : 

/^4o=-^^+^"*ao,  ^^i=^ai+^'^^»ai,  J^A^^A^a^+Ar-^a^,... 

u.    s.    w. 

«te  Differenxenreibe : 
A^Ao=^A^ao  +  Ar-«ao,  A^Ai^A^i+A^-^^Oi, 
^»^a  =  ^"«2 + A'^^-^a^ , . . .. 
Wdl  nun  nach  Gleichung  22) 

.    Ak=^kQAo+kiAAQ  +k2A^AQ  + ....  +  knA'^Ao 

so  erbalten  wir  durch  einfache  Substitution  der  vorhergebenden 
Ansdrficlce .  ia  4iese  Gleichung : 

at  +  Ar-l^Ok—  koitto  +  Arao)  +  k^iAa^^  +  Ar-'^Oo)  +  k^(A*ao  +  ^-«oö) 
+ ....  +  kniA^Oo  +  Ar-^oo)  f  (*—!)„  (z/»+iao  +  A^n-la^) 
i-  (Ä;-2)„(^»+iai+^-»-aai)+(A-3),(-<f'>+i«,+ Jfr-»-»a^ 

Für  i!;:=r=2n   entsteht   hieraus: 

a*.+a*,=(2n)o(flo+  //»»Oo)  +  (2«)i  (.^«o  +  ^/*»-»ao) 

+  (2«-l)«(^#»+»ao  +^-^00)  +  (2«  -  2),(^«+iai  +^-««1) 

IHcse  Gleichung  ist  noch  einer  ziemlichen  Vereinfachung  föhig. 
Nach  Formel  23)  ist  nämlich:  '   <'>  <>.'■'.  - 


288  0$kar  Werner:  Theorie  der  abgeleiteim  ä€ß€n. 

+  ....  + (i>n)2n-i^i/^-*flo  +  (^)«-^«^o; 


I  * 


also  erhalten  vf\T,  wenn  wir  in  dieser  Gleichung  das  erste  Glied 
mit  dem  letzten,  das  zweite  mit  dem  vorletzten,  u. s.  w.  verbinden 
und  dabei  die  Relation  rm  =  rr-^  zu  Hülfe  nehmen, 

ci2„  =  (cio+^2"ao)  +  (2w)i  (^cro+z/2«-iöo)  +  (2w)2(^^flo+-^~*Oo) 
+ ....  +  (2w)«-i  (^«-Vro+^«+iflo)  f  (2n)„^/«ao , 

und,  wenn  wir  endlich  diese  Gleichung  von  der  drittletzten  sub- 
trahifen. 


V   I    , 


fl2„  =  (2w)„z/"ao  +  (2w— 1)„  (z/»+iflo  +^"-^flo) 
39)  \         +  (2n-2)„  (z/«+iai  +  zi»-«^^)  +  (2n-3)n (^"+^fla  +  ^'^a^ 
+  ....  +  n„(z/«+ia„-i  +  fln-i). 

Noch    eine   Formel    erhalten  wir  durch  die    Betrachtung  der 
Hauptreihe 

aus  welcher  folgende  Reihen  entspringen : 
<»  K       .  erste  Differenzenreihe: 

_    ^  -«^^-42 = Aa^  +  (—  l)''-!  Aar-^ , .... , 

zweite  Differenzenreihe: 

2/2^0  =^<'0+(—l)'-^^«r-2.    A^Air=A^ai+(-l)r-^A^r-^^, 

A^A^=A^a2+i^\y-^A^ar-^, .... , 
u.    s.'    w. 

wte  Differenzenreihe:  .._        ,    , 

A^AQ=A^ao  +  (— l)''-«^«ar-fi,   A^Ai  =A^ai  +  (- 1)«-«  ^ör-n-i, 

Weil  nun  nach  Formel  26) 

(i-l)*>^o=>o^o--^i^i  +  ^2^a--....(--l)*A«A 

:     +(--l)«+it(A---l)„J„+i--(A-^2)«^J*+i+(*--«),u/«J^^ 

- ....  (-  l)*~i«„2f*-"-i^,^j}, 

so  sind  wir  berechtigt,  -    »m^h   •    .t'x;/ 
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V— l)*-^«a  +  (-  lM*iir~*=Äo(flo  +  (-iyar)^h,  (ai  +(-.l)ra^i) 
+  *a(«a  +  (-  l)'-ar-2)-....  (— l)»Ä:„(cr„+(— Iror-«) 
,    .  -K-l)«+M(*-l)«(«M-i  +  (~^Kar-i.- 1) 

.  +  (A-3)„  (^«„+1  +  (-  ly-^J^ar-n-^) 

;  _....  (— l)«-inn(^*-«-ia«+i+(— l)'^*+n+i  ^4-«-ia^_4) } 

ZD  setzen«   eioe  Gleichung,  welche  für  k=r=2n  in 

-«^■^o  +  -^^*^=Ci«)oK+«2«)— (2«)i  («1  +a2n-i)+(2w)a(a2+rt2«-a) 

-  ....(~l)"(2n)„(a«+a„)+(-l)«+i  { (2w-.l)«(a„+i+a„^i) 

—(2n-2)„(^/an+l-^/a«-2)+(2n-3)„(z/2fl„^l+^:f8a„«s) 
— ....(-.))«-i|i„(2f»-ia«+i  +  (— l)«-M'«-ico) } 

übergeht 

Da  nach  Formel  27) 

2^00 = 06 — (2w)i  tti  +  (2n)aCJa  ^  •  •  •  •  —  (2n)2n-i  a^n-j  +  (2n)2«a2«, 

so  haben  wir,  indem  wir  in  vorstehender  Reihe  das  erste  Glied 
mit  dem  letzten,  das  zweite  mit  dem  vorletzten,  u.  s.  w.  vereinigen 
and  die  Relation  rm^rr-^m  in  Anwendung  bringen, 

J^  Oq  =  (2«)o  («0  +  oan) — (2n)i  (oi  +  a^n-i)  +  (2n)3  («a + a2ii-a) 

—  ....(— J)«(2n)«a«, 

and  endlich,  wenn  wir  diese  Gleichung  von  der  drittletzten  sab« 
trabiren: 

!(-^l)nJ^4Jo=  (2»)fi  an — (2n  —  T)„  (a„  f  i  +  a„_i) 
+(2w-2)„(z/a„+i-^fl„_2)-C2w-3)„(z^cf„+i+2f«a„-3) 
+ ....  (—  1)«  un  (-^"-1  fl„+i  +  (— l)«-iz/»-iao). 

Wollen  wir  nun  Anwendungen  von  der  Theorie  der  Differen- 
z^enreihen  machen,  so  haben  wir  Hauptreihen  von  der  Beschaffen- 
beit  zu  wählen,  dass  die  Glieder  der  successiven  Differenzenreihen 
das  Gepräge  eines  einfachen  Ausdruckes  an  sich  tragen ,  und  dann 
die  Formeln  dieses  Paragraphen  auf  diese  Reihen  anzuwenden. 
Da  zwanzig  solcher  allgemeiner  Formeln  vorhanden  sind,  so  er- 
' halten  wir  mittels  einer  einzigen  Methode,  nämlich  der  Methode 
der  Diferenzenbildung«  aacb  eben  so  viele  speziellere. 

TheU  XXU.  20 
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:   r  • 


§.  6. 

Indem  wir  voraussetzen  wollen  ^  dass  or,  ßy  y,  q>  und  tf;  von  r 
anabhängige  Grossen  bedeuten  und  die  Function  f(r)  von  r  an  die 
Bedingungsgleichung 

gebunden  ist^  nehmen  wir  folgende  Hauptreihe  an: 

aQ:=c^f(r),  ai=cc^-^f(r  +  tp),  Oarz:««— 2y*/ltr  +  2i/;),  u.  s.  w. 

Die  successiven  Differenzeoreiben  dieser  Hauptreihe,  die  naturliel 
mit  steter  Berücksichtigung  der  Bedingungsgleichung,  unter  ^  er 
halten  werden ,  sind: 

erste  Differenzenreihe : 

Jao  —  ct^-^ß/Xr  +  tp),    //ai  =  a"-2^y/'(r  +  g>  +  T/;), 
Ja^  =  c^-'^ßy^f(r  +  9  +  2i/;) ,  u.  s.  w. 

zweite  Differenzenreihe: 
z/2aa  =  a«-*/5V/l»'+29>+2i/;),  u.  s.  w. 


mie  Differenzenreihe: 
überhaupt  ist: 

J^  a$  =  ctn—m-9  ßniyafff  ^  jjiq)  -f  s^). 

Durch  Anwendung   der  Formel  21)  erhalten  wir  hieraus  fol 
gende  Gleichung: 

y»/(r  +  ntf;) — ««/(r)  =  ci^'^ßf(r +q>)  +  ct^^ßyf(r  +  9) + '^) 


+  ....  +  /5y»-i/tr  +  g>+ii— 11/;), 


\    * 


oder«  wenn  wir  r  — 9  für  r  setzen  und  beiderseits  durch  ß  dhi 
diren: 

41) ^ =0"  */(r)  +  a«^/^>-4,^) 
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fflrner  «halten  wir  Tcrmittels  der  Formeln  23),  30)»  31)»  32),  3^ 
uBd  39)  nach  dem  Obigen  leicbt  folgende  Ergebnisse: 

42)    /•/(r  +  n't)==oV(r)  +  nio^i/3/l[r  +  9)+iiaÄ«^/3«/^^ 

* 

+  ....  + w«/3«/l(r  +  ng)), 

aV(r)  +  «"-^/"(r  +  g))  + ....  +  /3"/tr  +  ng?) 
HS)  {  =ff(r  +  n^)  —  (n — 1),  (aßyy-^fir + 9 + w — 2^) 

+  («— 2)j(«/S)V-*Ar+2q()  +^^^if')— „... 

1  2.  - 


145) 


(_,)..«!::m±öl±^==(„^,„^,+^, 


n« 


-  172  («/*)"- VA**  +  «  - 1 9)  +  2i>;) 
n«(it«— 1«) 


+    2   2.3.4  («/5)"-V/'('-+« - 29' + 4^) 

n«(n'-ia)(««-2')....(n'»~(«-l)«)  .. 
-  - (- ^)  • 1.2. 3. 4. ...2« y*-/i:r+2«t), 

(-  l)«.n. 2w  +  l =i'(m''Yf(r  +  nq>+tlf) 

-  ^  •  ^  {ciß)-'Yf{T  +  ,1^1  g,  +  31/;) 

+  ^  •  T^O"  («i^)"-^  V(r  +  ^"^=2  g>  +  öl/;) 


2n     ««(««— l«)..«(n«—w  - 1«) 


-  -  (- 1)"  •  2Mi  *     i.2;3.4..,.2n— y^^w+^^+^»)' 

f»f{T  +  2711/;)  =  (2w)„  {ctßYffy  +  719) 


+  (2n-l)„(a/3)«-i[^A'  +  »  +  l9)  +  «V(*-+«-M] 
^^  ^       +(2«-2)„(alS)«-2y[jS3/(^+MT(p  +  i/;)  +  aY(r+»i^ 

+ .... + w„y«-n/^"^*A»'+w  +  l9+«^i/')+a"+Y(r+«-li^)J. 

Nach  diesen  aÜgemeinerert  Betrachtungen  sehen  wir  ims  jetzt 
MM^  solchen  Functionen  nm,  welche  wirklich  die  unter  ^  namhaft 
S^'iMAte  Bbdhgung  etfullen.    Die  einfechste  Foncfion  dieser  Art 

20* 
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w 

ift  /(r)=:r.    Dass  diese  Function  in  der  That  der  BeditiguBg'^ 
genfigt,  fiberseben  wir  sofort  aus  der  leicht  zu  veriScirenden  GleicbiiDg  n 

«r +  /3[r  +  («  + /J)9]  =  (a  + /S)(r+/J9). 

Um  nun  das,  was  sich  fflr  die  allgemeinere  Function  /(r)  in 
dem  Vorhergehenden  ergeben  hat,  auf  die  speziellere  /(r)=r 
anwenden,  zu  können,  müssen  wir  also  y=-a-{-^,  9>=(a-f  |3)9  und 
ifi=ßQ  setzen.  Wir  erhalten  dann  vermöge  der  Formeln  41),  42),- 
44),  45),  46),  47)  durch  einfache  Substitution: 

ß 
=  ««-ir  +  of»-2  («  + /J)  (r  + /Sß) +  «»-»(«  + jS)«  (r  +  2W)f- 


+  ....  + («  +  jJ)«-i(r+«-lj3e), 
49)    («  +  /S)»  (r  +  nßg)  =  «"r  +  Wi  o!»-i|J[r  +  («  +  ß)Q] 

«"r  + /?»  [r  +  n  (a  + /?)p]  =  («  + /J)«  (r + n/Sp) 
450)   \  -'«i^J^l^^ß(<^■^ß)''-''[r  +  (<'-^ß)Q  +  ^n^WQ] 

+  «4-  ^;^(««''(»+^)"-'*[»'+2(«+/S)e+(«-4)|Sp]-..... 

,     ,,     a^r  +  ß^''[r  +  'in(a-\-ß)Q]      ,  „,  ,.  *    ^  , 

(-!)"• ^9  -  =  ("ßHr  +  «(«+/S)rf 


it« 


81) 


—  J72  («^)"-n«  +  |S)*  [»•+ (n-l)(«+|S)e  +  2/3rf 

+  "0:3:4  («/5)"-''^«+Mr+(«-2)(«f /J)e+4|S9] 


/ 


—••(-')" 1.2.3.4.-2« '(«+ß)Hr+2nßt,l 

«an+i  r-f  ^a"+ifr  +  (2«+!)  («  +  /?)»] 
^~*^  •"•  2n  +  l 

1=  j-(«/J)»  («  + 1?)  [r  +  « («  +  (3)9  + /Sp] 

62)^-^-^(ciß)«-Hcc  +  ß)'[r  +  (n-l)ia  +  ß)Q  +  'ißQ] 
,     n+2  «2(^n2— P) 

-....(r-D-.g^l-        1.2.3. 4....2n      '(«+/?)'"+Ht-H2»-fD<iA.' 


63) 
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(«+/J)*«(r + 2n/Jp)  =  (2n).(«/J)»[r +n(a+ /S)ri 
+(2n-l)»(«^)"-i[^[r+(n+l)(«+^)9]+«»[r+(n-l)(«+/J)^]] 
+(2n-2),(«^)«-2(a+iS)  [/3»[r+(«+l)(«+^)9  +  ßf] 

+«»[r  +  (n-2)(«+/S)9  +  ß^]] 
+....+n«(«+/S)»->[/S"+»[r+(n+l)(«+/J)9+(n-l)/J9] 

nnd  mitteU  der  Formel  43): 

«^  +  «•-»  /J  [r  +  («+/S)ri  +  ....  +  |S"  [r  •+  n(«+i5)e] 

=(«+/3)»('-4«/Je)-(n-l)iW(«+i?)»-*[r+(«+/J)(?+(n-2)P(?] 
+(ii-2)a(«^»(«+|S)»-*  [r  +  2{«+/S)p  +  («-4)(S9]  -  .... 

DieseFormel  ist  noch  einer  bedeutenden  Vereinfachung  fähig,  da 
die  Reibe  kuf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  summirhar 
Ist.    Diese  Summation   findet  folgendermaassen  ihre  Erledigung. 

Es  sei 

*=a^+«(*-ij5[r+(a+/J)p]+tt«-«j3«[r+2(tt+/S)9]+....4/J"[r+n(«+/S)p]; 


so  ist 


+  («+ /3)  pjS  [o"-i  +  «•-* /S + «»-8 /ja  ^ . ...  ^  iSn-i 


Fohren  wir  jetzt  in  Formel  48)  die  Substitutionen 

jS  =  a? — y,    arsy,    r  =  l   und  ^  =  0 
do  und  Tertansclien  gleiclizeitig  n — 1  mit  n,  so  erhalten  wir 

Ö4)     ^^'    =  ar«  +  Jü^-^y  +  a:»- V  +  ••••  +  ^' 

Dinrcb  Anwendung  dieser  Formel  Tereinfacht  sich  unser  Ausdruck 
flbr.  fi  MiBftehst  in  folgenden: 
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S  = 1^ — r 

-7^  +  ß-     „Jß     +^-     «-g 

und»  wenn  die  Formel  54)  noch  einmal  benutzt  wird,  in 

IS  = 2> T 


a — ß 


+:4|/>4='^^-<"-«^] 


li 


=— ^^L  (,+ _±£  ^^)  _(„+,)  _±P  ^,. 

Wir  haben  demnach  nach  dem  Obigen: 

zx(flr  +  ««-i/S[r  +  («  +  |3)p]+««-»|J>[r+2(a+/J)p] 
+  ....  +  /J«[r4-«(«+/3)9]; 

also  mit  Rficksicht  auf  die  Formel,    welche  onmittelbar  auf  die 
durch  53)  bezeichnete  folgt, 

«n+l  —  ßn+l,        a  +  B  a  +  ß 

56)  ,Jß      [r+^ßß9]-in+l)^^ß^^^9 


=  (a+ W+wi5^)-(w~l)i  (a/?)(a+/5)«-2[r+(a+w-li?)^] 


+  (n-2)a(a/3)«(«+/3)«-nr  +  (2«  +  w~2^)ri - .... 

Wird  in  Gleichung  49)  r=1   und  ^:::=0  gesetzt«   so   ergi^bt  ^iick 
die  allbekannte  Formel 

57)     (a  +  |3)«=a«+Wia»-iiS  +  «aa"~*l5*  +  ....+Wni3», 

welche  das  Binomialtheorem   für  positive  ganze  Exponenten   aus- 
spricht und  zugleich  den  Grund  enthält,  weswegen  die  Grossenfonn 

7i(n— l)(n-2)....(n4-Äf-f'i) 
der  kte  Binomialcoefficient  für  den  ExpiMieDtett  n  g^Mnl.iwifd.. 
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Für  a=/?=:l  erhalten  wir  hieraus  folgende  Eigenschaft  der 
binomischen  CoefBcienten : 

88)    2»=l  +  «,+nj  +  ....+n„ 

■nd'fär  a=l  und  ß=z — 1: 

59)    0=l-«i+na— ....(- l)»n„. 

Setzen  wir  ferner  in  deo  Formeln  50)  bis*  53)  and  in  der  For- 
■el66)  r=l  und  ^^0,  so  gewinnen  wir  nachstehende  Resultate: 

60)    ««»+/J»=(«+/S)"-«»^^^(a^  («+/?)-« 


+'"*•  JjT-lf^  («/S)«(«+|S)«-*- ..... 


M) 


+T^^(«ft-'(«+«* 


r 

(- 


02) 


n'(n»^l'^....(n''-«-l») 
— - ^- ^>" 1.2.ä.4....2« ("  +  ^   • 


_.._(_ .).  -J5:, . "'"'V-n  t^"'(.t«^-. 


'In+l 


i.2.3.4....2n 


63)    («  +  /3)^=(2w)„(a/?)»+(2n  - 1)„  («|3)»-H«*  +  /3>) 

mid 

+  (n-2)2(«iSF(«+/S)»-*~.... 

DItf  speziellere  ÄDDahme  a=rj3==:l  io  deo  Formeln  60)  his  64) 
Hefalt  iDEiSy  wenn  wir  zugleich  beracksichtigen,  dass  nach  Gleich.  fiA) : 

-*3 — srn-f  1   rfir  cr=3|3s=l> 

a— p 
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I 

die  Ei^ebuHaes  . 

66)    (_l)»=l_iL..2H^4^3^>.2* 


>••  9 


^~^'  '  1.2. 3.4.... 2n 


»7)    (-'J-JäH-I         3      1.2'^+     5       1.2.3.4 


_     .     ,^.     '^«    n«(n'-P)....(wa-i;=I'') 
"t     ^;    ^n+l  1.2.3.4.... 2«  * 

68)    2a»=:(2w)„  +  (2«  — l)„.2+(2n— 2)„.2a  +  ....  +  «,.2". 
69)    n  + 1=2«—  (n— I)i  2"-«+ («— 2)22»-*— .... 

Zwei  andere  Fanctionen,  wekbe  die  im  Eingange  dieses  P 
ragraphen  ausgesprochene  Bedingungsgteichung  unter  ^  befried 
gen,  sind  /(r)=sinr  und  /(r)  =  co8r;   denn  es  ist  einerseits 

sin  (jcp — if;)  sin  r + sin  i/;  sin  (r  +  9>)  =  (sin  cp  cos  i(;  —  cos  ip  sin  t^)  sinr 
-f- sin  1/;  (sin  r  cos  9-I-COS  r  sin  9) = sin  ^  (cos  1^  6Uir4-sin  ^  cos  r)^ 

also 

sin  {cp — of;)  sin  r  +  sin  i\>  sin  (r  +  ^)  =  sin  q»  sin  (r  +  if») , 

und  andererseits: 

sin  (g) — if;)  cos  r  +  sin  tf;  cos  (r  +  g))  =  (sin  q>  cos  if;  —  cos  g>  sin  i^)  cos 
+  sin^fi  (cos  r  cosy  —  sin  r  sin  cp)  =  sin  cp  (cos  i/;  cosr  —  sin  if;  sinr), 

also 

sin  (9 — if;)cosr+sintf;cos(r  +  g?)  =  sin9Cos(r+t(;). 

Um  ds^her  die  Gleichungen  41)  bis  47)  auf  die  Function 
/(r)=sinr  und /(r)::: cosr  anvvendbar  2u  machen»  müssen  wir,  i 
beide  Functionen  a=  sin  (9—1//),  /J  =  sinif;  und  y  =  sin9J  setze 
Wir  erhalten  alsdann  vermöge  der  Formeln  41),  42),  44),  45),  4i 
und  47): 
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d.  i. 

<^  [tf  sipr-f  jSsin  (r-ift)]-K-'^)*""^<^*[««'"  (r+n^Hjgsin  {r^n—l% 

9" 


a^[tfCO<r-t-/3co8(r— t(;)]-t-(— 1  )"-*fr  [aco8(r+ntf;)-f /3  cos(r4-yi— li( 

wir  haben  sonach«  wenn  wir  uns  an  die  Bedeutung  der  S; 
^>  Qy  9  erinnern  und  dann  ß  mit  ^ß  vertauschen,   die  F 

c<H-^sinr — cL^ßs\i\(r — ift)  —  gp^sin  (r+ntf;)  -f  j3*^^^sin(r^-y 

a2— 2a/Scost/;  +  j32 

^        =:a"-isinr  +  «*«-*/38in  (r  + 1/;)  +  a*-»/3«  sin  (i 

+  ....  +  ß*-^sin(r  +  w  —  Itf;), 

«*^^coer~- g»/?cos(r— 1(;)  —  cigj3*cos(r+wi^)  +  /?"+^cos(r-|-y 

«2— 2a/3€ost/;+j3* 

==  «»— ^  cosr  +  «""*  jS  €08  (r  + 1/;)  +  a*-'/3*  cos  (» 
+  ....  +  /5*-*cos(r +» — li/;). 

*    ■ 

Setzen  wir  ferner  in  den  Formeln  71)  auf  ähnliche  Wei 
\ä\  de^  Formeln  70): 

lOssrarctg — ;  ^  ■   — y     also  sin tf;  =  ^ ^--— -— ^ 

und 

^^     ^^      V^aa+2a/?cos9+/3« 
80  erhalten  wir  durch  einfache  Rechnung  die  bekannten  Fo! 


n 

3 


77) 


(a«  +  2«lSeo8  9)+^«)  '  sin  [r  +  «  arctg  ^:f|^- ) 

=:a»sinr  +  M|a«-*j5sin  (r-f-y)  +  WaO**"~*jS*sin  ( 
+ ....  +nnß^8in(r-t-n(p). 


n 
.2- 


(««  f2firi5co8<)P +132)^  cos  (r +11  arctg  ^-^|~J 

= «"cosr +n|  a"""^j3  cos  (r-fg))+7i2a»"-:^j5*  cos  ( 
+  ....  +iinj3«co8(r+ng)). 

Endlieh   wollen    wir  ^noch   in   Formel  43)   die  Substitu 
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2.  4« 


81)    cos  nif; 

=2»-icos^— iia.7-=*|T-2«i-»  cos  tf;»-« + »14.7— ^^*yr-2"-«cost/; 

(n — Dl  (n  —  i;2 

welche  Formel  den  Cosinus  eines  vielfachen  Bogens  in  den  Po- 
tenzen des  Cosinus  vom  einfachen  Bogen  ausdrückt. 


2) 


2^2  «*r»2— P) 

(—  l)»cos2ii^=  1—  y-^  cosif;«  +  2*.    ^  ^  3  4    «»stf;* 


)^     +2».^-.-^3-^cost/;*-.... 


J  2*«cosV'*»=(2n)»+ (2n  — 1)„. !i5cos2^+(2n-2)„2«cos ^cos3y; 
(       +(2ii— 3)«2'cosv*cos4y;+.... +nn.2»cosv^-icos(n  +  l)^. 

Was  endlich    die  Formel  78)   betrifft,    so  geht   dieselbe  iur 
p=2v'  in  folgende  über: 

^.     sin(n-|-l)V'      r.  ^        IX  r^  « 

86)    — \      '    =  2«  cos  v^»  —  (»  —  l),  2"-2  cos  v""® 
^  sinv  ^         V  /i  r 

+  (n— 2)a2«-*cosv/«-*— .... 

Lassen  wir  in  den  Formeln  nnter  80)  V'  in  yf-{-K  übergehen ,  so 
Mgen  wir  aus  ihnen  mit  Leichtigkeit: 


») 


JT, 


('^l)*2"sinv«sin[r  +  ?i(v+ö)]  =  sinr — jfisin(r+2v') 

+ Wa  sin  (r  +  4v)  — ....  (—  l)«7?iisin  (r  +  2nv), 


jr. 


(— l)"2«sin  v^coi8[r  +  w  (v  +  o)] =cos  r —  »^  cos  (r +2v) 

+«2COs(r  +  4v)— ....(— l)»niiCos(r  +  2«^). 


In  der  zweiten  der  durch  80)  bezeichneten  Gleichungen  wollen 
rfr  jetzt  r-f-nV'^O»  also  r=  —  nHf  setzen;   wir  erhalten  dann: 

nkeil  xm.  21 
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2"  cos  %i>^  =  cos  nxjf + «1  cos  (w  -^  2)  v  +  «2  cos  (n  '■^i)ip 

+  .•..  +  %-i  cos  {n  — i)tf> + n«  cos  nyf , 

und  hieraus,  wenn  wir  die  Cosinus  der  Gleicbvielfacben  des  ßo 
gens*^  vereinigen  und  die  ReJatlon  nm:=nn-^m  beachten,  f&r  eii 
gerades  n: 

87«)    2"""^cosv'»=coswv+Wi  eos(?i — 2)v+W2Cos(»--4)V+—«+4wji 

sowie  für  ein  ungerades  n: 

87*)    2»-*cosv'*=cos7iV+WiCOs(w— 2)v  +  W2COs(n-:— 4)v 

+  ....  + 71^(n-.l)  cos  V'. 

Wenn    wir   ferner    in    der   zweiten   der    durch  86)   bezeichoete 

Formeln  r+w(v  +  ö")=^>  ^'®o  *'=-"w(v  +  ff)  setzen,  so  erbalte 
wir  durch  ein  ähnliches  Verfahren  wie  vorher  für  ein  gerades  % 

88«)    (— l)»2"-^sinv"  =  cos?iv — ^i  cos(w— 2)<^  +  ?Z2Cos(n-^4) 

n 
—  ....( — 1)^47^1«, 

und  für  ein  ungerades  n: 

88*)    (—  l)l(«-i)  2«-i  sin  v" = sin  mp—rii  sin  (n  —  2)  \p  +  W2  sin  (n — 4)  • 

—  ....  ( —  l)ft(«— 1)  7i|(n— 1)  sin  V. 

Vermittels  der  vier  letzten  Formeln  kann  jede  Cosinus-  ode 
Sinus -Potenz  eines  positiven  ganzen  Exponenten  durch  die  Cosi 
nus  oder  Sinus  der  Vielfachen   des  Bogens  ausgedrückt  werden 

Es  Hesse  sich  leicht  noch  eine  grosse  Anzahl  von  Speziali 
täten  aus  den  allgemeinen  Formeln  70)  bis  78)  ableiten ,  von  denei 
jedoch  hier  nur  folgende  Platz  finden  mögen,  da  die  übrigen  die 
sßn  an  ]£leganz  der  Form  nachstehen,  , 

Die  Substitution  v  =  2g)  in  den  Formeln  70),  71),  72),  73),  74 
und  78)  führt  uns  in  dieser  Beziehung  nach  einfacher  Rechnunf 
sogleich  auf  die  Resultate: 


(^ l)n-isin (r -I-  'In  —  ly)  -f-  sin  (r  --  y)        .  .   ,     .  «  x 

_ ^^^ =  sinr-sin(r+2g)) 


89) 


+  8in(r  +  4y)  — ....(-^l)«-isin(r  +  2n^i29; 


(r-^l)*^^co8(r+2w— l(p)+cos(r-^<p)  ,    .  r.  x 
2^^— : =  cosr-cos(r+2g)) 


+  cos  (r  +  4y)  -«..^  (--  l)"T-*^*(r  4.  %n^it^ 
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und,  W9nn  wir  in  den  letiiten  zwei  Gleicbungeii  noch  r  =  9,setzeD|i 
die  bekannten  Formeln:  ~^ -^^  «^ 


98> 


sin  ntpz^tii  eos  v**^^  sin^ — «3Cosv"~'slny''+»5COsv"^^sinv^... 
cos  » V = cos  V«  ^^  «2  cö»>"-*  81^  v^  +  n4Coav^~*  si»^ — ^. ; 

wejldlie   den  Sinus   und  Cosinus  eitfres  vlelfacEen  Bog^ns  iif 
Petenten  des  Sinus  und  Cosinus  \otü  ein  Fachen  B^genausdrütken. 

•::0ie  sfiezielle  Annahme  ^  =  ^  ^  Gletcbung71)  und*  9=5 +  j^ 
in  luleicbcßig  70)  giel^  uns  endlich  die  Formel^ : 


99) 


(— 1)»* sing)» sin (r+w^^)  =  cosrjp«sinr. — n|  cos 9"-** sin {^^-i 
+  %cos9"-2sin  (h+29))  —  ....('-^l)»««din  (r-^j 


^61 


n. 


(—  l)^sin  g)"  cos  (r  +  w  rr>c=  cos  9>"cos  # — ni  cos  g)«— *  cos  fy+i 
-f  Tt^cos  g)"—®  cos(i4-2g)) — ....  (^l)^nn^os  (r-f  «9) 


und 


V 


"p. 


'-1  sin(i^-|-n — l^yslnlwv 
sin  äV  *^ 


r.'.     * ; 


sinr^sin(f^^)  -J  sin  (r «3-  2v>- 


100) 


+  ....+sin(^+  n-^1^) 


V, 


;•  J  cos(r+»— l^)sinawV- 


sin  2  V 


=  cosr  +  cos  (r  +  ^)  +  co4(r + !^) 

+  ..^+cosfir+  n^t-M 


rl)ie  l^iäten  zwei  Formeln  iehreä^  Sinus*-  und  CosinGs-Sunmeii 
voi^.ßügeij  <zu  berechtr^n,  düs^  in  einer  ariihmetiscben  ProgrOSsion] 
untcä!^  einan^r  stehen.-.  J  i-. 

•-  '  -  ■ 

Einige  Worte  noch  mügen  diese  goniometris'dhen  ÜiitersuEhao* 
gen  beschliessen.  Die  meisten  der  im  Vorhergehenden  enthalte- 
nen bekannteren  Formeln  der  Goniometrie  werden^gewuhnlichJurch 
Vermittelung  des  Imaginären  nachgewiesen^  So\elegao^  auch  der* 
artige  Beweise  sind^  so  ist  doch  nicht  in  Abrede  zu  stallen ^dass 
die  Einführung  der  imaginären  Grossen  der  Nattlr  des'Gegetistai)- 
des>  mit  dem  wir  es  hier  zu  thun  haben,  gän^lfch  frenidart%  ist 
Die  Goniometrie  bedarf  nicht  der  Theori«  del^  imaginären  gros- 
sen, wohl  aber  die  letztere  der  ersteren.  Ueberdies,^  ist  an  be- 
merken,  dass  die  Beweise  mit  Hülfe  des  Imaginären  Iteinldffirvegs 
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itar  genannt  werden  kÖnnM,  da  der  Anfänger  wohl  ohne 
ifigkeit  mit  imaginären  Grössen  rechnen  kann,,  aber.  ijAer 
gentliche  Bedeutung  sich  noch  im  Unklaren  befindet.  Frei 
esen  Mängeln  ist  die  Darstellungsmethode,  die  wir  im  Vor- 
enden in  Anwendung  gebracht  haben,  und  dfirfte  zur  Ein 
;  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  in  die  Ele- 
der  Goniometrie  Veranlassung  geben. 


§.  7. 


»'.*: 


vischen  den  Fadiltäten,    das  heisst  GrOssen  von  der  Form 

•)  («  +  2k) ....  (a  +  n — \k)  existirt  eine  grosse  Anzahl  interes- 
Relationen,  auf  deren  Entwickelung,  wie  wir  sogleich  sehen 
1,.  die  Theorie  der  höheren  Diflferenzenreihen  mit  dem  besten 
ß  angewendet  werden  kann.  Cim  der  Darstellung  dieser 
)nen  die  möglichste  Kfirze  zu  verleihen,  schliessen  wir  uns 
•liehen  Beieichnung  der  FacuJtSten  an  uild  setzen  mit  Grelle: 


durch  dl6s6  Grussenform  auch  die  Binomialcoefticienten  dar- 
t  werden  können ,  geht  sogleich  aus  der  Gleichung  < 

ft(|i-->l)  (fi— 2) ....  (fi- w-t- 1)      (fi,  —lY 
^=^  1.2.ä....n  ^""(1,1)»» 

'.    Diftss  vorliusgesetzt,  entwickeln  wir  Jetzt  mittels  der  leicht 
weisenden  Formel: 


r 

9r  Reihe: 

ao  =  (a,  ky,    ai  ±=  (a,  k)^^  (a  +  ß+V^k,  Ä)», 
öa=(a,  ky-*(a+ß  +  v^k,  k)^,  u.  s.  w., 
i^  Hauptreihe,  die  suecessiven  I^tferemseilreiheii ,  ftämllch: 

eiste  DifereMenreib«: 


;■;•! 


i^skar  W^merr  TA^mie  der  abffeieiieiem  Reihen, 

d.  i. 

ft«[«8iiir+ff8in  (r—tf^jJ-K— l)»»-^fr[«8in  (r-fiii/;)+ig8in  {r'\'rrA'^ 

c^[acoMr'\-ßcos(r—'tlj)]+(^)^-^ß^[aco8(r-\-nrp)+ß  cos(r+w— Itf. 

wir  baben  soDach,  wenn  wir  uns  an  die  Bedeutung  der  S3 
P,  Qf  g  erinnern  und  dann  ß  mit  •— ß  vertauschen,   die  F< 

«H-^sinr — cc^ßsm(r — tf;)  —  gg^sin  (r+riip)  +  j3*»-t-^  si  n  (r + w 

a2  — 2a/Scosi/;  +  jS2 

^         =:a"-^sinr7f«*«'"*/3sin(r  +  i;;)  +  a»— ^j3*sin(r 

+  ....  +  j5*-*sin(r  +  «  —  Itf;), 

g*^"^  C08  r—a^ßco&  (r—ijj)  —  ccß^  cos  (r+yiif;)  +  /?»+^cos(r  -f  n 

««— 2a/5cosi/;+/3* 

=  «»—*  cosr  +  ««-*  /3  cos  (r  +  if;)  +  a^^^ß^  cos  (r 
+  ....  +  jS«-*cos(r +  M — It/;). 

Setzen  wir  ferner  in  den  Formeln  71)  auf  ähnliche  Weif 
l^i  de^  Formeln  70) : 

jSsino)  ,        .  ^sinop 

to  2=  arcts  — 7  ^  ■  —  >     also  sm  'tb  =    ^  —  ;-- 

UBd 

.   /         X  asln^ 

Sm(<P — lW=       y-   ..  -rr^izr i 

^^     ^^      Vcfl+2aßcos(p-i-ß^ 
so  erhalten  wir  durch  einfache  Rechnung  die  bekannten  Foi 


n 

i 


77) 


(a>  +  2aiJco8  g>-^ß^)  '  sin  [r  +  «  arctg  ^^|^- ) 

=  a»sinr  +  iija«-*j5sin  (r+g?)  +  n2«"""*iS*sin  0 
+ ....  +««jS*sin(r  +  ng?), 

(«« f 2«^coS9.+/S^*  co8(r+«arctg ^f|^^ 

=  o"  cosr + Wi  a"~  ^/3  cos  (r-f  g)) +W2  a"~^|3*  cos  (1 
+  ....  +  «n/5»  cos  (r  + 119). 

Endlich   wollen    wir  rooch   in   Formef  43)   die  Substitu 
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81)    co8itif; 
2«^icosiJ;«— ji^.^^f^S»-^  cos  ip»-« + it4«7^-3Tx-2«-»cosiJ;"-*- .., 

siehe  Formei  den  CosiDus  eines  vielfachen  ßogens  in  den  Po- 
nzen  des  Cosinus  vom  einfachen  Bogen  ausdrückt. 


1 


) 


2^9  n^fn^— 1^ 

(— !)■  cos2«t  =  1  —  y-jj  cos  if»»  +  2* .  — 1V34    cos  1/^ 


—■■i-iy-^'  l.2.3.4....2n ^'«•"^' 

(-l)»'-g^cos(2«+l)i(;=2.Jcosi»»-2».^.~co8i>»» 


ö),      +2.._^._jL__^eost 


0 


/     IN-    0^x1       2»      ii«(n«-l2)....(n«— w— 12) 


ud 


f  2*"co8V*»=(2n)»  +  (2ii  — l)«.!i?cos2v'+(2n-2)«2«cos./.cos3(^ 
*)  I 

t        +(2ji— 3)ii2'cosv*cos4y;+.... +nn.2»cosv^~icos(n  +  l)^. 

Was  endlich    die  Formel  78)   betrifft ,   so  geht   dieselbe  für 
^^%P  in  folgende  über: 

^.     sin(ii-fl)V'      ^  ,        ,v  «^  « 

85)     — \  =  2«  cos  V"  —  (n  —  l),  2«~2  cos  ^-* 

+  (n— 2)a2»-4cosv«-*—  .... 

Lassen  wir  in  den  Formeln  anter  80)  V'  in  v^'t'  9  übergehen ,  so 
Mgem  wir  aus  ihnen  mit  Leichtigkeit: 

(— l)«2"sinv'*  sin  [/  + 71(^  +  0)]  =  s*"** — «isin(r+2v) 

(-^l)*2«sinv^cos[r+n(v  +  Q)]=cosr — «iCos(r+2v) 

+ «2  cos  (r  +  4v)  —  ....  (—  Ij"  itft  cos  (r  +  2wy) . 

In  der  zweiten  der  durch  80)  bezeichneten  Gleichungen  wollen 
ir  jetzt  r^fiV^  =  0»  also  r=:  —  nyf  setzen;   wir  erhalten  dann: 

imIi  niL  21 
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2» cos  v^  =  cos  ntp + tii  cos  (n — 2)  v  +  %  cos  (n  — 4)v» 

+  •^.  +  iip-i  cos(ii — 2)v+n«cosfty, 

and  hieraus ,   wenn  wir  die  Cosinus  der  Gleichviel  fachen  des  B' 
geiis^  vereinigen  und  die  Relation  Ttg.  =  itn-fli  beachten,  filr 
gerades  n: 

87«)    2*~*cosv"=cosiiv+ni  co8(« — 2)^-i-n2cos(9i — 4)^+....+Ji»J^ 

sowie  für  ein  ungerades  7i: 

87*)    2»*—* cos  v^=:  cos  ntff  +  Wj  cos (n  — 2) v  +  »^ cos  (n — 4)v 

+  ....+ ni{n—i)  cos  ^. 

Wenn    wir   ferner    in    der  zweiten   der    durch  86)   bezeichneten 

Formeln  r+7i(v  +  s-)=0,  also  r= — «(v+ff)  setzen,  so  erhaltei 
wir  durch  ein  ähnliches  Verfahren  wie  vorher  für  ein  gerades  n:] 
88»)    (— l)«2»-*sinv"  =  cositv' — «i  cos(n— 2)^^  +  7i2Cos(n— »4)^j 

n 
—  ....( — l)^iw|«, 

und  für  ein  ungerades  n: 

88*)    (— l)i(«-»)2«-isinv«=sin«v~Wisin(n  — 2)y/  +  w^sin(n— 4)i 

—  ....(—  l)ft(»»— 1)  «Kn— 1)  sin  V. 


Vermittels    der   vier   letzten    Formeln   kann  jede    Cosinus - 
Sinus -Potenz  eines   positiven  ganzen  Exponenten  durch  die  Cosi* 
nus  oder  Sinus  der  Vielfachen  des  Bogens  ausgedruckt  werden.: 

Es  Hesse  sich  leicht  noch  eine  grosse  Anzahl  von  SpeziaB- 
täten  aus  den  allgemeinen  Formeln  70)  bis  78)  ableiten,  von  denen^ 
jedoch  hier  nur  folgende  Platz  finden  mugeu,  da  die  übrigen  die- 
s^^n  an  ]Eleganz  der  Form  nachstehen. 

Die  Substitution  v  =  2g)  in  den  Formet  70),  71),  72),  73),  W 
und  78)  führt  uns  in  dieser  Beziehung  nach  einfacher  Rechnung 
sogleicl^  auf  die  Resultate: 


(>-l)*'-^sin(r  +  2w  — l9?)-|-sin(r-- 9?)        .  .    ,     .  «  x 

_ ^^^ =  sinr-sin(r+29)) 


+  8in(r  +  4g))— ....(— l)*-isin(r  +  2ii^2(p), 
89) 

■  (r-^l)*-^co8(r+2?i--  \q>)  +cos (r  —  y)  ,    .  «  x 
2^— : ^  =  cosr-cos(r+29)) 


+  4?o$(r +49?)-«..^  {^  \y-^^^(r  +  2it"-29i), 
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und,  w^nn  wir  iä  den  leisten  zwei  Gleichungeii  noch  r  =  9  setzen, 
die  bekannten  Formeln :  -^    -^  -^^  -^ 


% 


'  ( sin  nvrzwi  eos  v*^^  sin  ^ — W3C0S  v"""'slny''+»5C0sv^'-*sinv'^.. 
:  (  cos»v=cosv"^^ii2C()s>"-*siiiv*+W4Coav^"*siH^ — ^.;   - 

wddhe   d#n  Sintis   itfid  Cosintts  eifres   vielfacfiien  Beginns  iif  dei 
P<MnEen  des  Sinus  und  Cosinus  vofb  einFaeiied  Bfigen  ausdrCteken. 

■Z  Die  gezielte  Annahme  ^  =  ^  ^  Gletobung  71)  und*  9>=«  +  ^ 
in  uleichohg  70)  giebt  uns  endlich  die  Formel^: 

7  (— l)**sin9"sin(r+7i^)  =  cosf5p"sini^, — tij  cos 9»^* sin (f+^ 
I  +  w^cos9"-*sin  (^+29)  -^....(-^l)"«iidin  (r-|n^)|u 

1  (—  1^  sin  9«  cos  (t  +  n  jr^^  cos  9)"  cos  f —  iii  cos  9«—*  cos  0^-f  #| 
.)  +wicos9'»~*cos(i4-2g)) — ....('«^l)»w«öos(r-fn9); 


undf'"" 


V 


V. 


— z — g.,^1^  11 »=  s>n  »• + sin  (f  +  v')  +  «n  (r  ^  2v>' 


+  ....+sin(f +  n4"l^)i 

100)*^  ^    ': 

cos  (r + »  —  1  ^)  sin  a«V- 

1 g.^i^  , r=  cos r  +  cos  (r  + 1^)  +  coil(r  +  *U) 

+  ..^+cost3r+«-»-l#i 

\'t)ie  lelaten  zwei  t*or mein  lebre^  Sinu^-  und  Cosinfis-SuiDineij 
voik  Bugen  'ZU  berechtHsn,  du»  in  einer  ariÜfimettschen  ProgrOSsioii! 
unt^  einan^r  stehen.  -  .  }„ 

Einige  Worte  noch  mügen  diese  goniometrisdhen  ÜbtersiiEbuo- 
gen  beschliessen.  Die  meisten  der  im  Vorhergehenden  enthalte- 
nen bekannteren  Formeln  der  Goniometrie  Werden-gewöhnlich  Jurch 
Vermittelung  des  Imaginären  nachgewiesen.  So  .elegai:^  auch  der* 
artige  Beweise  sind>  so  ist  doch  nicht  in  Abrede  zu  sollen,  dass 
die  Einführung  der  imaginären  Grössen  der  NatOr  des  Gegenstan- 
des«  mit  dem  wir  es  hier  zu  thun  haben,  gän:ilich  frenidart%  ist 
Die  Goniometrie  bedarf  nicht  der  Theori«  del^  imaginären  Crus- 
sen,  wohl  aber  die  letztere  der  ersteren.  Ueberdiesär  ist  an  be- 
merken >  dass  die  Beweise  mit  Hülfe  des  Imaginären  £einf6wveg8 
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lementar  genannt  werdet)  könncftt»  da  der  Anfänger  wohl  ohne 
kshwierigkeit  mit  imaginären  Grössen  rechnen  kann,  aber  Ober 
bre  eigentliche  Bedeutung  sich  noch  im  Unklaren  befindet.  Frei 
on  diesen  MSngeln  ist  die  Darstellungsmethode,  die  wir  im  Vor- 
lergehenden  in  Anwendung  gebracht  haben,  und  dürfte  zur  Ein 
uhrung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  in  die  Ele- 
Dente  der  Goniometrie  Veranlassung  geben. 


§.  7. 

Zwischen  den  Facultäten,    das  heisst  Grössen  von  der  Form 

i(a -|- Ar)  (er -f2A;) ....(« -f^ — 1^)  existirt  eine  grosse  Anzahl  interes- 
santer Relationen,  auf  deren  Entwickelung,  wie  wir  sogleich  sehen 
irerden»)  die  Theorie  der  höheren  Differenzenreihen  mit  dem  besten 
Erfolge  angewendet  werden  kann.  Um  der  Darstellung  dieser 
Relationen  die  ttiöglichste  Kurze  zu  verleihen ,  schliessen  wir  uns 
der  fihlidien  Bexeicbnung  der  Facnltäten  an  und  setzen  mit  Grelle: 


tf(o  +  A)(a+2Ä)....(«  +  w— U)=(«i,  Jfc)« 
und 

(«,Ä)o  =  l. 

Däss  durch  diösfe  Grössen  form  auch  die  BinomialcoefÜcienten  dar- 
gestellt werden  können  >  geht  sogleich  aus  der  Gleichung 

•    •  • 

*^^  1.2.3  ....  n         ^—    (1,1)« 

tervot.    Dl6s8  vorausgesetzt,  entwickeln  wir  Jetzt  mittels  der  leicht 
m  beweisenden  Formel : 


=(«,  lc)^{ß,  ky-^  (cc+ß  +m+r—iu,  uy-^^ 

I 

ins  der  Reihe: 


00=  («,  ky,    ai  ^  (a,  Ä:)^i  («  +  ß+v  -  U,  k)^, 

tta=(a,  ky-^ia+ß  +  T^Jc,  k)^,  u.  s.  w., 

Is  eiti^  Hanptreihe»  die  successiven  DitferenfeenireiheB ,  nämlich: 

erste  Differenzenreihe: 


Jä^^ia,  ky-^(ß,  A)^(a+/*  + V7^,*)«  u.  s.  w. 
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zweite  DifereDzenreihe: 
.Äio=:(«,  k)^Hß^  *)«,    ^«1  ===(«,  *)*-»(i5,  kf{a^-ß+V^ 
J*a^  =  (a,  A)^-*  (/?,  Ä:)«  («+/?  +  ir~2A,  *)« ,  u.  s.  w. 

mte  Differenzenreihe: 
^»ao=(a,  ky-^iß,  >fc)«,  z/»»ai=(a,  A;)»'-«-Kft  A:)~(«+/3+ v^ 
Jma^=z(cc,  ky-^-^iß,  A:)«(a  +  |S  f  v^A:,  *)«,  u.  s. 

dberhaapt  ist  allgemein: 


Jmor  =  (a,  A:)^-«»-^(ft  k)'^{u-\-ß ^v-rk,  ky 
zu  isetzeii;    daher  erhalten  wir  mittels  Formel  21): 


(«,  Ä)*^(a+/J  + V— »^,  Ä)*-(a,  ^r  =  («,  ky-^(ß,, 


+  (a,*)'-2(ftA)H«+i3+r-l*>^)' 


oder,  wenn  wir  beiderseits  durch  {ß,k)^=ß  dividiren  v 
ß  —  a  ffir  /?  schreiben: 


101)  («. *)'-(«.  *)-(^+i^=^. ^)"^(,,  ^),_. 


Ferner  ergeben  sich  aas  den  Formeln  23),  30),  31), 


C  («,  Ä)«^ {a+ß  +  v-nk,  *)» = («,  *)"  +  «, («,  A)»- 
102)    Z 

l  +na(«,  A)''-2(iS,  Ä)«  +  ....+«„(«, Ä)' 

(«,  *)»+(a,  kr-^(ß.  Ä)H-(«,  *)'^(/S,  *)'+....+  («,  A) 


103) 


=  («,  ky-»(a  +  |J  +  V—«*,  A)" 


— (n— l)i  («.  A)-»+i  (/S,  *)i  («+^  +  v—n  + 


+  (n-2)j(«,  *)''-»+2(jS,  it)a(«+/S+v— »/+4it,  / 


I 


104) 


(«,  *)»  +  («,  A)"-»  (jS,  *)»=(«,  *)»-»  («  +  (S  +  V  -  nA, 

4.    ' 


+  ««ßi^C«.  *)''-»+*(ft  *)*(«+/?+v-n+4A, 


09kmr.V*rner: 


Theorie  äer  aöt«iette$e*  Betken.         Z\9 


.8 


S 


J-oS- 


S 


+ 


N 


i. 


§» 


19  w 


g^ 


»»3 

o 


s 


1     P        £ 

•4 

S 


o 

0 


f. 

1 

l 

'S- 

+ 

I 
M 


r 


1 


+ 


+ 

k 


4"   ^ 


fcO 

öd 
1^ 


i 
I 


I 


I 

+ 
+ 

I 

Ol 


\ 


+ 

I 


II 

i 

I 

'S 

+ 


U 


fcO 


CO 


;3 


1. 


3 


I 

1 


Od 
4^ 


1, 
I 


I 

l 


.« 


l 


I 

+ 
T3ö 


+ 
+ 

I 


? 
^ 


t 


IS        « 
.  .    ta      *• 


"Co 

1 


I 

a 
a 


•s     I 


a 

l 

+ 
+ 

1 

KOI 


914 


(^*^Wirnit:    Timri,  Htt  nbgUtUetn 


ReUtem 


o 


f 


II 
»1»- 


3 
I 


+ 
'CD 

]  + 
] 


f   - 


i 

t 


JO» 


l 


+ 


^ 


.. 


IJ«.» 


.* 


..« 


19 


+ 
+ 

I 

SS 

a 


I 


•^ 


II 

+ 


I 

I 

a 

+ 
I 


o 


s 

ST 

ST 


.* 


( 


II 


w 
i 

+ 


!»"• 


+ 


OS 


»• 


+ 

r 


Sl 


1 1^ 


a^ 


f 


■?>•.• 


id 


■Co        er 

* 


l>s> 


II 


f 


S3 

1+ 


J  + 

rcö 
1+ 

I 

t\ 

i 


i 


o 

I- 


02 
OB 
9 


^m^lf^m^^fy  ^^miMd  ^a^\aiwMt^m  üimim        81S 


s 


OB 

O 


S 


tri 

D 

I    3. 


O 

D 


CD 


2- 

09 


+ 


"i^ 


^ 


«■  ?• 


2| 

äs 


# 


f 


17    C 


2. 
2. 

OB 


5" 


f 


s 

3 

er 

(0 


2.0- 


s 

3- 


+ 

-? 

« 

1 

1 

8 

s 

1 

»• 

l 

? 

5 

1 

OQ 

tr 

CD 


9 


II 

4» 
I 

M 


;  3  »f* 

1 1 


7^ 


I 

a 
I 


! 

a 
I 


a 

fet-     . 


kB 


a 

.  .  i 


i-f 


+1 


+ 

+ 
I 

t9> 


II 


1^ 


$  f 


•       M 


+     • 


I 


.fco 


a 


+ 

r 

a 

II 

8  » 


? 


?»» 


I 


If 

a 

I 

►- 

a 
I 


.* 

-ä^ 

t 

+ 

■CO 

+ 

Tä 

1 

bO 

.SS- 

I 


a 


•äö 


+ 

+ 


e 


fft 


:?» 


a^    « 

+ 


?r 


;ti6 


99»mr  Wtrutr:  TheorUi  4*r\taptletttte9  HH$0ß' 


W 


I 

J  ■ 


+ 


}S 


-<o 


+fi    ^ 


+ 


I 

+ 


I 


a 


I  . 

a 


II 

8M 


II 


8 

+ 


II 


-        I 


I 

+ 


?>- 


T' 


?>- 


i. 


+ 

I' 

a 


+ 


I 


I 


? 


& 
I 

+ 


I 

a 

19 


a 


+ 


'COl^ 


+ 


i-i 


19 


a 
I 


I  ^ 


+ 

+   - 


I 
I 


j> 


th  l 


19 


I 

+ 


+1 


+ 

■Q>, 


a 

t 


+ 


2: 

1^ 


I 


+ 


I 


fe 


I 


a 


I 


+ 

T 


+        -r^ 


R 
I   >r 


+ 

"Co  IT 
I 


:5ö. 


11^ 

+ 


s 


N 

5" 

SD 
9 


I 


y>- 


a' 


H»  ^ 


I 


+ 


a^»»- 


I 


+ 

■Bö 

I 

a 


OB 


OD' 

'"■  I 


2*«- 


t 


•? 

+ 

i 

■» 

1 

a 

9f 

1 

1 

h8 

99« 

N.^ 

a 

a 

a^a- 


II 

+ 
I 


8 
I 


I 


Xö 

l 

s 

r 

T 


(Nft0r  Werner:  Theorie  der  ubpeieUeien' ReWen,  317- 

Diesen  Formeln  können  wir  noch  eine  elegantere  Gestalt  geben 
irch  Vertanschnng  von  jj  mit  —ß-\-k  und  a  mit  —  «  +  Ä  in  115) 
id  Ton  ff  mit  — «-fA;  in  den  übrigen  Formeln  unter  An wöndting 
»8  Satzes : 

(-«),  =  (-l)r(a-r-U)r. 

adnrcb  ergeben  sieb  die  Resultate: 

k  k         k    .  k 

^    a^ß^k ^ TT-)— 1  +  T  +  T  +••••+  ^T  • 

(a  — Ä)ii  «1      «2  «n-i 

Qv    (tf— P)ii_l     „     ^1  .  „    Pa  /     iN„  „    ft» 


3) 


fite  <^i  <^  «« 

1        '^  .  &  ,      IX,    ßn^(a^ß)n       ^      («-P)«»~a 

«10^  cm  On  Chi-l 


4)  -(i+{-1)"t)=--      *— +«_iPi-      i 

Oll  o»  cm-1 

Ir 

J.JL.«     («— /3)n-4  , 

+  ••••  +  2n  '        *      ' 

02ii 
Cr28-fi  On-fl  «n+a 

.      1     5        («-/?)5  .      .      1       («-i3)aN-i 

+ iTfä  P»-»  — *     +•  ••+  äS+I s~~ ' 

ct^itfs  ttaii-i-1 

id,  wenn  wir  bierin  £== — 1  setzen,  die  folgenden  Beziebungen 
BT  Binomialfactoren : 

«— P  +  1  {a  +  l)n  «1       «Ä  «»-1 


s» 
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/   ixl    IV    '■  '■■■■■  fefii     1  «  (:<t^ß-^nk 

m;     '-•     «     («-t-ia-v+S)!, .  1  -     <«+^--v+5), 

— .•••v(-i)»ärf  1  «^-«-» — ^    i^r^^"" 

and 

139)     (a+/5)n  =  anßo  +  «n-lft  +  «n-a/^a  +••••+  «oPn. 

Die  To^stehenden  Beziehungen  zwischen  den  binomischen 
Coefficienteft  lassen  sieh  auf  manniehfache  Weise  noch  weiter,  spe- 
dalisiren.  Einige  dieser  Spezialitäten  mOgen  im  Folgenden  iiecll 
Matz  finden. 

Ecr  sei  In  128)  ß—n;  dann  ist 

140).   <^-=l_a-  +  ^._.,.(^l)-.5j', 

voraus  för  i;^=? — 1  der  beki^nnte  und  leicht  in  Worten  ausdrQfck« 
)are  Satz 

141)    (2n)n  =  Wo«+Wia+W22+.,..  +  «„*, 
and  fär  a=: — 2  die  Relation 


142)    ^.(2»+l)«=%«  +  |nia  + j«a»+....+j^«^^ 

t.         .  !       ■ 

entspringt.    Für  a^=n  erhalten  wir  ferner  aus  128) 

143)    (-l)"0S-l),=l-i3i+^a-....(-l)»i?„, 
QQd  fSf  ß,^^r-^n  ans  derselben  Formel  mittel/s  des  Satzes 

{x-^y)  {x—y)  =  x^  —y^ : 
1AA^    (^+«>»     1   .»^    1   ,  n^(yi^P)   1 

n^Cng-l^)  (n^-2g) ....  (n^— i^in^)   1 
+  ••+  P.22.3a....w2  of^- 

Die  Gleichung  127)  liefert  uns  für  iS  =  — 1 

'    «f2V  (a+W  ^      (^  ^      ^       c(»-i   ' 

die  Gleichung  128)  dagegen  für  diey^^ibe  Substitution 
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ird,  das  Resnllat 


9  welcher,  wenn  a^  —  '2  e 


»T)    rin=l 


jn, +  T».-....(-l)"nqn 


+1 ' 


erhalten  wird. 

Was  endlich  die  Formel  129  betrifft,  so  erhalten  wir  mittel' 
der  Substitution  a^ — 1  und  ß^=ii  unter  Anwendung  der  For 
mel  58) 


148)    2"  =  n„(2«).-n,(2,i-2)„_,  +  „,(2, 


-4).- 


Es  vFürde  sich  leicht  iioch  eine  grosse  Anzahl  netter  R«Ib 
tiouen  ztviscbcn  den  BinomialcoeliSc teilten  vermittels  der  vorher 
gehenden  allgemeineren  Resultate  nhleiten  lassen,  was  wir  abei 
der  Beschräiibtheit  des  Raumes  weisen  dem  Leser  überlassen. 

Am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  sei  es  mir  noch  verstattet 
eine  Anwendung  der  allgemeinen  Formel  -J^)  zu  geben.  Kann  luai 

nämlich  eine  Hauptreihe  (Iq,  Qi  ,  o-i Om  so  ivählen,  duss  sicli 

nicht  nur  dJe  einzelnen  Glieder  der  höheren  Differenzenreihen,  SOU' 
dern  auch  die  Summe 


WoWo  +  n,  Jaa  +  tii^a^  +  . . 


^  r, 


unter  der  Form  eines  einfachen  Ausdruckes  darstellen  lassen,  so 
tritt  auch  Rm  als  einfacher  Ausdruck  auf,  wodurch  wir  dann  eine 
Summation  der  Reihe 


(n-l)„^"> 


gewonnen 
folgende : 


welche  jetzt  zu 


'no  +  (n— 2)™^"+»«!  +(n— 3)™^"+»a3 

+  ....  + Tnm^-'+'an-in-l 

Eine  Hauptreihe  von  dieser  Eigenschaft  ist  die 

„(ft+1),         _(ft+I)a        _(ft+l)3  H 


ri 


H 


Anwendung  des  soeben  erörterten  Principes  i 


Ihre  Differenzenreihen  sind: 

erste  Differenzenreihe: 


"f*i"((*— i)j 


1    (f+Dr 


^*l7o  =  — .^H,= 


eite  Differenzenreihe 


i!'  '^*^'- 


iHd^^k' 


"(^■((•-3),'' 


"f  i'  Cfi— l)i' 


I 
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dritte  Differenzen  reibe: 


1  (ft+Ds 


J^  •••• 


u.  s.  w. 


rte  Differenzenreihe: 
mithin  erhalten  wir  nach  Formel  22): 

(H-l)it_*yo    .  ni        «2.         .  Wm    .   (W— l)m  .  (»— 2)m       (ft^Di 

— —  =s —  -| —  H r—'T + 1 •/ iT" 


Fm 


(n-3) 


ftm+i    (f* — m — l)n-m-l* 

Radi  127)  ist  aber,  wenn  7t==m-fl9  |3=n  und  o;=|x  gesetzt  wird« 


— »+lV 


Wm+i 


1/       fo      f*l 


f*2 


daher  geht  unser  Ausdruck  über  in: 

(fl+l)» |»+l      /"i       _^m+L_^   ,   (W-I)m   ^   (n-2)m        (/X+l)i 


Hhl)ii_      ft+^     A         wm-t-i      y    (n~l)m  ,  (n 

^  fi  — n  +  lV         (fA  +  l)m+i/  fim+1  fi 


^(n-3) 


f*w+l     *(|»— '«— 1)2 


r  +  ..+ 


+1   '(f*--n»— l)i 

mm  (|x4-1)n~m~l 

ftm+i  *  (fl—m — l)n-m-l' 


(^+1)«       f*H 


f^n 


fi—n+l 


(^+l)l 


oder,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 
f^hi-i  multiplicirt,  in 

(ft  — «1—1)2  (jX— W— l)n-m-l 

<»der  aoeb: 


»   und  mit 


fi — m 


(f»+i)i 


+  (W — öjm •  /  iT  +....  +  Wim  •  7 ax  • 


§.8. 

Die   Theorie  der  höheren  Differenzenreihen   lässt  sich  auch 
i&it  Erfolg  auf  die  Differenzial  -  und  Integralrechnung  anwenden» 

Tkeil  nn.  22 
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wie  wir  sogleich  in  diesem  und  dem  folgenden  Paragraphen  seh 
werden»    Wir  wählen  in  dieser  Beziehung  die  Reihe 


d^F(x)    ..  .  ^L   da:n-^    '^^^^J 


5  •  •  •  • 


als  Uauptreihe,  und  gewinnen  derselben  unter  beständiger  Anwc 
dnng  der  bekannten  Formel : 

folgende)  Differenzenreihen  ab: 

erste  Differenzenreihe: 

r-d»-^F(x)  df(x)-i 
■       d—^F{x)  dfla:)       ^           V.  «te»-a   '  dx  J 
^'^^    da;»-»     "rfF'     ^'^^ ^ ' 

L    ri^^r*»-^       dx  J 

zweite  Differenzenreihe:  . 

-r-dn-^Fjx)  d^fjxyx 
^        d!^-*FXx)  d^f{x)      ^        "L  d-r»-»    "  dx*  J 

r-d''-*F(x)  ^(£)-| 
_"  L  dx«-*    •  Ar"  J 

u.  s.  w. 
mte  Differenzenreibe: 

cJn—JFXa;)  dYC^)     ^  L  «ia:»-'»-»    '   dx"  J 

rd«-»-'F(a;)  rfo/Ka;)-! 

L  Ar»-"»-»    *  «ie»»  J 
^-<^= 3p ....• 

allgemein :        ^ 
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Mit  Hülfe  dieser  Ergebnisse   leiten   wir  daher   leicht  nk  J$m 
rmel  21) 

'd^F(x)./{x)]      d'FCx)  d'-^Fix)  df{x) 

di^  .  dx'     •/W—    da;"-*    '   dx 


)) 


r«/»-aF(x)   rf/-(a:)T       «,r*-»^(«)  df{x)-\ 


23) 


+  '^-    €/«"-*   ■  -355-+ ••••  +  «»'W-  -^S- 


8  25) 


2^     ^  L  da:"-*    '    dx  J  ,{_  dx"-^    '   dx*  J 

dx  dx 


-..,.(-1)— 


j  / IW-1 


dx 


827) 


(-1)«F(j:)  .  -£V==-^dr- .  A^)-«i 


dal»   —   dx*    '"^'     "»  rfa: 
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aas  30) 

d^Fjx)       ,  .  d^^x)  df{x)     d^-^Fix)  d^f(x) 
dtx^  'f^^''^    dx^-i    '  dx   ■*"    dx^^    •  dx^ 


+,...+ fear). --7-z-= T-r— 


dx^  dx^ 


184)      1  d»-f^^.^l 

-(«-  l)l  • 5^^ 

+  {«— ij. .j^_4 


aas  31) 

'   ,,  ,  d*F^x)  .  ^_,  rf«A^)_d»[fKj;)/(j-)] 

2,       ^      L  doT-  «fcr  J 
4,     **      L"rfP      rfi^J 


+"4(„_J)^-  5i,_4 


ans  32)  für  m  anstatt  n 


,  ,    ,,     "">'    dx«    "*■    rfar»-«"«    '   dx^ 
(_1)«. 


^j.rd'-<^^F(x)  d'^ftx)-^ 
d'-^fXx)  d^fjx)      CT»  "  L  dar"-"»-»    '  <fcr"-^  J 
|~    da;»-"    ■  dx"*        1.2'  d«* 

'**)  /  p^-m-a/Y^    d'»-''/(a?)-| 

1    ««(mg— I»)       L  da;»-«»-»    '   da;"-»  J 
r    1.2.3.4   *  d.T* 

^^rd"-»"F(a;)       . 

m»(ro»— l»)....(m*-m-l^  **^L  da;»-»"    '  f^"' 
—•-^-^>  •         1.2.3.4.. ..2in  da:»»  ' 
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08  33)  filr  m  anstatt  n 

^•~'^    '2111+1  L'^'^^'    dar«     "*"    ciar^m+i    '    daf^-^-i  J 
"~  1  *  rfo: 


3    "1.2'  ito» 


57) 


m+2  m»(m«-l«)  ^  L   c/o:»-'^»    '   da:"»--^  J 
+     6     '    1.2,3.4     "^  dx^ 


2m      m^(m^— P) ....  (i?t^--m— P) 
— ....(—!)•».  2^^  j.  1.2. 3. 4.. ..2m 


») 


IS  35)  ' 

dal*    '"'^'  dx  ^  dx* 

.  /       IN      L  rfa:     •   da;"-«  J 

+  (»-Dl d^ 

rdaF(a;)  «ft-^Aa^H 

L  «iic*    '   <fcr»-*  J 
+ (n— "V ^5 +  •  •  •  • 

»36) 

rrfF(d:)  rf«-y(a;)-| 

4a       "  L  dx*    '  Ar»-*  J  . 
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Setien  wir  In  der  bekannten  Integralformel 

fudv^BUP — fvdu 
do=:Xdx,  also  v^^fXdx,  und  u^x,  so  erhalteo  wir 

a)  JXxdx = xfXdx  —fXtbfl , 

und  durch  wiederholte  Anwendung  der  letzteren : 

a  a 

b)  fXxdal^=^fda:fXxdx=zfdx(a:fXdx^fXdai^ 

:=zfxdxfXdx  -'fXdx^=:^xj^dx^  ^JXdx^ 
-fXdx^ = xfXdx^^  ifXdafl. 

c)  ]Xxdx9=fdx}Xxdx^=fdx(xfXdx^'-''2fXda^) 

=fxdxfXxdx'^--^}xdx^z=:xfxdx^-^}xda^ 
—2fXdx*=xfxdx^-3}xda*. 

Wie  wir  auf  diese  Weise  weiter  fortschreiten  können,  unter- 
liegt keinem  Zweifel.  Betrachten  wir  aber  die  Ausdrucke  unter 
&),  b),  c)  nur  einiger massen  mit  Aufmerksamkeit ,  so  erkennen 
vrir  leicht  das  allgemeine  Gesetz,  unter  welchem  dieselben  stehen. 
Es  ist  nämlich 

n  fi  n-fl 

/Xxdx^=^xf2ULt^'-'  nfXdxi'*^. 

Den  Tollständigen  Beweis  dieser  Formel  kann  sich  der  Leser 
leicht  durch  den  bekannten  Schluss  von  n  auf  n-fl  Terschaffen. 

Die  Anwendung  dieser  Relation  auf  die  Haup treibe 

ao=a:"/¥cfcr"»,   ai^nx^-^fXxilx^t  a^^^iX^'-^fXx^dxi^,.,,. 
giebt  uns  folgende  Differenzenreihen : 

erste  Differenzenreihe. 

m4-l  »4-1 

doo = — mx^~^jXäx^+  \  Jüi  =  —  mx^-^fXxdx^^  \ 


r" 


mfl  ;, 

4a^ = — inx^^^/Xx^dx^^  *, 


8S8  iM^ar  Werner:   Theorie  der  aögeieUeien  Reiäem^ 

zweite  Differenzenreihe, 
m-fa  m+a 

#  m+a 
J2aa=m(m+l)a:«-^yXtf*^"'+«, .... 

q.  s.  w. 
rte  Pifferenzeoreihe. 

^'a^ = ( - 1)»"  m(m + 1). . . .  (f»+ r  — 1)  a:«-''/Xd:r'»+', 

ni+r 

Jra^  =  (— l)'^m(m+l)....(ni+r— 1)^»-''- V^«^^"*^»  •  •  • 
allgemein:      ' 

Wir  erhalten  demnach,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

[m]r=m(m+l)....(m+r — 1)    ^ 

setzen»  verpiittels  dieser  Ausdrücke  aus  Formel  21): 

..ix . .  '      ' 

m 

m+l  m+1 

aus  23) 

im  m  m4-l 

i  m+i  m-f-n 

(  +  nJiniyc^-^fXdaf^^^  — . . . .  (-.I)«[m]„/Xii 

aus  %> 

m  m-^-n  m 

x^fXdx^  —  \rn\nfXdx"^^ = x^-^fXxdx^ 

.  m+l  m-fa 

1Ö4)       <  +[m]ia:«--yA:^£/a:«+i+[m]2ar"-yJiLa?d 


+  ....  +  [m]»  ^i/Xxdx"'^'-\ 


aus  27) 


m-fn  m  m 

[m]n/¥€fcr»"+" = a^fXdx^  —  tiiX^-^fXxdx^ 

+  n^^-^fXx^dx«'  — . . . .  i-^ly^nn/Xx' 
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0<§kmf  Wttner:   Theorie  der  abgeteüeun  RtUkm 
Setzen  wir  endlich  in  Fonnel  169)  slissl,  so  erhalten  wir 

1 .2 .3 . . . .  nyiaa:«+^  =ar«/Xcir  r- «jor«-- V^^<^^ 

+  Waar»»-V-^*«far— ....(--l)«n«yXr»<te. 

In  dieser  Gleichung  spricht  sich  das  bekannte  Verfahren  aus, 
Qtegrale  buherov  Ordnung  in  eiofacheo  Integralen  au^&odrQcken. 


s     §.10. 

Bisher  haben  wir  uns  stets  nur  mit  endlichen  Reihen  be- 
chäftigt.  Es  bleibt  uns  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  sich  die  l*h)iö- 
ie  der  htiht^reii  Differenzenreihen  auch  auf  die  Cntwickelung  von 
iDcndjUehen  Kei^n  anwenden  lässt.  Wir  gehen  zunächst  von  fol- 
jender  Entwickelung  aus: 


Kj^sinop    \ 


•  •   V 


/?siny 
1-fj^cos^ 

ßs\nq> 

+  cos  r .  sin  arctg  1-7-5 

'  °l  +  pcos9 

\-{-ßcosq>         .  /Ssino) 

=  sin  r .  77==^=r==i + CO*  r . 


VTf2^cösV+/5*  '  Vl+2j^cos9+jP' 

purch  Multiplication  mit  V^l-f2j?cos9-f jS^  ergiebt  sich  hieraus : 

V 1+2/3 cos9+i32.sin  (j'\-^^^^^^^  =sinr+/3sin(r+g)), 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

q  =  Vl  +  2l5cos9.+  iS« 


md 


ß  sin  flp 

fp  2=:  arctg  TTü — 

'^I+pcos^ 


etzen, 

51  sin  (r+v)  =  8>n  r +/?sin  (r -f  ^). 

Vermittels  dieser  Relation  entwickeln  wir  aus  der  Hauptreihe 

ao=^nr,  ai=9sin(r+v)»  €/2=^*sin(r+2v),.... 

■■■•■•-  •       •    •  ■ 

»Igende  successive  Differenzenreihen: 

erste  Differenzenreihe: 
fao=/J«in(r+9),  z/a,=/35rsin(r+g)+v)»  ^a»=/3^*sin(r+^H^)» 


•*^ 


I  3SS  (^9kBr  Werner:    Theorie  4er  abgeMieten  Reihen. 

zweite  Uifferenzenreihe: 

^«a— /3*9*sin(r+29+2v'),.... 
u.  s.  w. 

fite  Differenzenreihe: 
''        J^a^^=i(l^%\n(X'{'nq>),  ^»ai=/5»9rsin(r+n9+^), 

^«a^  ==• /5"9'*  sin  (r + ng) + 2y;) , . . . . 
allgemein:    « 

and  hieraus  unter  Anwendung  der  Formel  22) 

/   9!»sin(r+nv)=sinr +  iii/J8in(r+g))  +  n2/3*öin(r+29) 

+  ....  + «m/?«»sin(r+iii9))  +  jBi 


175)      <   Äm=/S"^-M(»-l)msin(r  +  m  +  l9) 


+  (n— 2)«  9  sin  (H^+l^+v) + {n-^?)mq^Bm{r-{^m^\(p^y\ 
+  ....+»im^"""|"""^sin(r+iii+lg)+« — iw — lv)l« 
Dieses  Restglied  Rm  lässt  sich  aber,  wenn  wir  den  Satz 
»„,4.,  =  (n— l)m  +  (n— 2)m + (n— 3)» + . . . .  +  mm  •) 


*)  Man  überzeugt  sich  nämlich    leicht  ,Ton   der  Richtigkeit  der  Re- 
lation -^ 

Wm+l — (« — l)m+i  =  (w-rl)m. 

Setzen  wir  nnn  in   derselben  für   n  der  Beihe   nach    tn-^l,  0ltf-Slt 
J7t-{>3,  ....  ;i— '1,  n,  8t»  erhalten  wir  folg^ende  Gleichungen: 

(}|t-|-l)fn-f  1  —  Wlm+i  =  mm  > 
(m+2)TO+i  —  (w  +  l)m+i  =  (m  +  l)m , 
(m+3)m+i  -  (Wl+2)m+i  =(wi+2)m  , 

II.    8.    W. 

(«— l)m+i  —  (n— 2)ot+,  =(n— 2)m 

nm+1  —  (W— l)m+i  =  («— l)m 
aus  deren  Addition  die  Gleichung 

n«+i  -  iwm+i  =  m„,  +  (m+l),„  +  (m + 2)m + .... + (n— 2)m + (n— !)• 
pder,  weil  offenbar  mm\-i^=^0^  die  zn  yerifizirende  Gleichung 

«m+i  =  («— l)m+(n— 2)«+(n— 3)m  +  ....+mm 


•  < 
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Dass  diess  wirklich  der  Kall  ist,  kano  aur  folgeixte  Art  leicht 
;e>eigt  werden.    Zunächst  kann  der  Factor  .-^-^ — t-     -.-,  anf  die 

'orm   T-ö"*«'"' — Ti     gebracht  werden,      Ist  nun  a  zwischen 
en  Zahlen  r  und  r-|-l  eingeschlosHen  oder  der  Zahl  r  gleich,  so 


»er    Theil   rö? 


-  ist  endlich  und  der  Theil  - 


esteht  aus  einer  unendlichen  Anzahl  von  echten  Brüchen  als  Fa- 
torcD,  deren  Zähler  sämnillJch  von  m  unabhängig  sind,  weswegen 
iieser  Theil  offenbar  der  Grenze  U  sieb  nähert.  Mullipticlrt  man 
ber  diesen  Theil  mit  dem  vorausgebenden  endlichen,  so  muss 
lieh  dieses  Product  sicherlich  auch  der  Null  nähern.    Daher  ist 

^'"'  1.2.3....(m+l)-"- 

Jetzt  kommt  es  also  nnr  noch  darauf  an  zu  zeigen,  dass  oft 
renannte  Mittelgrösse  endlich  oder  null  sei.  Da  jede  der  in  iht 
mthallenen  Grüssen  einen  Sinus  als  Factor  enthält,  so  muss  eine 
lolcbe  Grösse  kleiner  als  der  Factor  sein,  mit  welchem  ein  bdI- 
iher  Sinns  verbunden  ist.     Es  bleibt  uns  daher  nur  noch  übrig  zu 

mtersnchen,    ob  jede  der  Potenzen  von  I  l+2-cosqj+  \~}     I 

indlich  ist.  Alle  vorderen  Potenzen  dieser  Grösse,  die  in  genann- 
er  Mittelgrösse  vorkorumen,  sind,  da  sie  von  n  und  in  unabhängige 
üxponenten  haben,  endlich.     Die  letzten  Potenzen  von 


[,«%..,.e)T 


Jieser  Mittelgrösse  erfordern  jedoch,    vreil  sie   von  m  und  m  ab- 
hingen, eine  besondere  Betrachtung. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  eine  derartige  Potenz  unter  der 

Tonn  I  1+2-cosgi +( -1     1       enthalten  ist.    um  diesen  Greos- 
««rth  ZD  bestimmen,  benutzen  wir  den  Sata 


Lim(l+.);. 


&skar  Werner:  Theorie  der  abffeieiieien  iMkem 


fliBi 


Ume=;:0*). 


*)  S(^i  vüsk^nt  m  eine  positive  giiinse  Zahl  >  t ,    «»   wt  qach^eill 
BinojfD^MÜiheorfin. 

/i  .  ^V      I  ■  ^    1  .  m(m— 1)    1    ,  ?it(m  — l)(m— 2)     1 


+  ....+ 


wi(fri — ]).  ...(m — m—})    1 


1.2....nt 


f  '■(.:    .     ■> 


l,2.3....f?t 


m-r 


m 


y.'-'i 


-•-*» 


In   den   Gliedern  dieser    Reihe,   welche  von    m  abhängige   Zähler  ent- 
halten,  kommen   lauter  0ifFereozen  aU  Factoren   Tor,   welche  offenbar 
positive  echte  Bräche  sind,   da  <^ke«n  Subtrahend   die  Einheit  ubersteigt^J" 
Wir  erhalteo  düher,  sobald  wir  beim  zweiten  GKede  stehen  bleibei,  fbl 
gfode  Vei^leichung: 


(Hi)->^ 


Wpnket  ist  offenbar 


-■\ 


■,.v:-..rfi{',   ' 


(1\«  11  1 


oder  nach  dejif  Lehre  tod  den  geometnechen  Prozessionen 

(i+i)^  1+2(1- J,); 

folglich  auch 

i\» 


0+0  <- 


Daher  haben  wir 


\  :■ 


3> 


O+l)' 


>2. 


(l\m 
1  -f"~  )     ^■n<)  Grösse  ist ,  welche  f ür  m  >  1 


ü 


'       i     -      •! 


=  Lira  (  |_H-  -  C2cos  9>  +  -)  J 


derzeit   swischen   4vi  Zdblen    2  and  3    evtlmlten   Ut;    also    ist   anch 

(l\m 
]-|-— I     für  Limin=QO  eiqe  zwUchon  2  and  3  lieg|Qn4c^7aU^.4i>l^ 

ir,    ohne   ihren  genaueren  Werth   zu   erforschen,    durch   e  bezeichnen 
«Uen,  ao  data  in  diesem  Falle 


Lin.(l  +  1)'"  = 


Ist  femer  ^  ein  positiTer^.  Brach»  so  iat  diese»  qiriseften  awei  positi- 
ea  ganzen  Zahlen  n  und  n-\rl  eingeschlossen,  so  dass 

lierans  folgt 

.d 

(4)'(»i)>o+^y>('*.4ir'o+;^.) 

*  *     -         ■ 

(IV 
1-| — I      U^gt,   nähern  sich  aber, 

renn  Ü  wächst,  nach   dem  Vorhergehenden   immer  mehr  and  mehr  der 
Sah!   e^    folglich  moss    diesa   auch    für  die-  dazwiiifhen  liegende  Zahl 

^      IV 

1-1 —  1    stattfinden.    Daher  haben  wir  anch  in  diesem  Falle 

.     qJ 

Lim(  1+— J    =s«.    , 

23* 


3(10 
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also  endlich,  folglich  hat  auch  die  zu  iratenmcfaende  MittelgTos86  l 
einen  endlichen  Werth.     Aus  allen  diesen  Dntersuebangen  gehl 
hervor,  dass 


Lim  j^l+2^cos9  +(^J  jj   sin  T    r  +  n  arctg  — ^^j J 

^  ^  \  1-1 — cos©-^ 


a 


=sinr+|-.sin(H-g))  +  j-^sin  (r+2q>)  +  ....  in  Inf. 

Der  erste  Factor  dieser  Limes  kann  nach  dem  Satze 

1 
Lim  (1  +  0'=«  filr  Lim  ff =0 

folgendermaassen  bestimmt  werden: 


I 


=  Llm|[l+j(2c«s9  +  |)] 


5  (*<*•*'+ s) 


IC» 


9*-) 


Ist  endlich  f*  eine  negative  ganze  oder  gebrochene  Zahl,  so  könnca 
wir  /i  =  —  (y-|*l)  setzen,  wobei  v,  eine  positiTO  Zahl  bedeoteft.  Dieit 
Torausgesetzt ,  ist 

(•+D'=('-4i)"*'=rrT:T'=('^r 


=('*hy<»\> 


folglifsh,  wanii  wir  rar  Grenze  fär  wachsende  ^  fibei^elien,  da  ¥  j^i- 
tiv  ists  ■  ' 


Lim(l  +  I)''  =  Li«(l+l)'(l+l)=e. 


Der  Sats 


if 


Lim  U  +  ^)   =  e  für  Lim  tf=ao 

gilt  sonach  för  jedes  a.    Hieraus  geht  natürlich  auch  hervor 

1 
Lim(l  +  ff)«=e  fOr  Limt^a 


' 


Mlim  warnen  Theorie  4«r  oägtieUiim  tliUkm         HL 

Der  Bweite  Factor  dag^en  kaon»  wenn  wir  von  dem  Satie 

arctef 
'im — 7 — =1  ffir  Limf=0*)  Gebraucli  maclien,  von  dem  Zeichen 

lim  aitf  fdgende  Art  liefreit  werden: 


in  I   r-hnarctg  — ^ I 


l-t-^cos^« 


arctg  - 
Limain 


—sin» 

n ^ 

1-| — C0S9 


1+-C0S9 

W         •  / 

sLimain j  r+ ^    j  ==  aln (r+  aain^). 

V     i+^os^y 

Wir  erhalten  daher  aus  dem  Vorhergehenden  als  Endresultat: 

« o« 


78)    ««•wysin(r+asin9)=sinr+  j-sin (r+9)+  T2S<n(r+29)+ 


•••• 


9S 


^)  Bezeiclmet  x  einen  Bogen,  welclier  K^a»  '^  ffH^  belcanntlich 

tgo?  >  0?  >  sinjr; 
»Iglich,  wenn  wir  :r=:  arctg  e  setzen, 

l«r 

.     arctgt  1 

arctff  9 
fir  Lim  c  ==  0   fallen   die  Grenzen ,    zwischen  welclien   S.  einge- 

lilossen  ist,  da  jede  derselben  der  Einlieit  gleich  ist,  zusammen,  wes- 
Bgea  noch 

Lim5!£i£f=l  farLim«  =  0. 


UM 


^v*»^  w^rü^n  riii»M9  aer  ntgBtmBf^  iM^mk 


•'  tt 


und,  wenn  wir  r  in  r  Hh  ö"  übergehen  lassen^ 


. » , 


■•■  \ 


177)    e«««*ycos(r+a8ing?)=cö8H^  y*co«(»'+^)+  |-^«W9<r^4-S^)+Mij 

Diese  Formeln  j^^ttitten  wegen  ihrer  Allgemeinheit  mannich« 
fache  specielle  Polgennigen,  von  «diinen  <^ir  U^r  nur  wenige  bei- 
fdgen  wollen. 

Aus  Formel  177)  erhalten  wir  für  T^=q>  =  0  die  bekaonti 
Exponentialentwickelung 


a  ^   a' 


178)    e«=l  +  j  +  j2  +  r^M-.... 
woraus  ffir  <r=±l  di6  'genauere  nttmerische  Bestimmung  von  e  folgt 

Endlich  ergiebt  sich  aus  176)  und  177)  für  r=0  und  q>=:K'' 


•  ••  •  ^ 


180)    f<)a<WaB;l-^j-g+|-Y-^<**  ►•^,    j  ff 


o\ 


•t:*ul 


•««s 


i/ 


dem     Herausgebe 
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XXI. 

inige   Bemerkungen   über   den  abgestumpften   Kegel 
I       mit  Rücksicht  auf  praktische  Anwendung. 

Der  abgestumpOe  Kegel  ist  beliannttich  ein  Körper,  nelch^ 
lei  praktischen  Geschärten  bäulig  \a  Anwendung  komnitj  den  In- 
ialt eines  Baumstammes  z.  G.  wird  man  nach  meiner  Meinung 
mmer  am  Geuauesl^D  erhalten,  ivenn  man  ilenselbcn  in  mehrer* 
ihgestampfte  Kegel  zerlefft;  Brauboltiche  und  ähnliche  Kürper 
laben  bäufig  die  Gestalt  abgeslumpfler  Kegel,  u.  s.  w.  Die  Recb- 
inng  nach  der  genühniichen  Formel  för  den  Inhalt  des  abgtfr 
itampÜten  Kegels  ist  aber  immer  ctivas  weitläufig,  und  insbeBon- 
lere  ist  dieselbe  nicht  geeignet,  um  auf  sie  die  Construction  einer, 
Jie  Rechnung  erleichternden  Tafel  zu  gründen.  Ich  will  daher 
JH  Folgenden  eine  Transformation  der  in  Rede  stehenden  Formel 
nittheilen,  die  mir  vnr  den  verschiedenen,  schon  in  Vorschlag 
^brachten  Umrnrmungen  dieser  Formel  einige  Vorzüge  zu  haben 
scheint;  und  so  einfach  und  unbedeutend  die  Sache  auch  in  theo7 
relischer  Beziehung  Ist,  so  durfte  sie  doch  auf  iler  anderen  Seite 
In  praktischer  oder  technischer  Beziehung  einige  Beachtung  ver- 
dienen; vielleicht  ist  dieselbe  auch  schon  bekannt,  gewiss  aber 
nicht  so  allgemein,  wie  sie  es  nach  meiner  Meinung  zu  sein  verdient 

Bezeichnen  vkir  wie  genübniicb  die  Halbmesser  der  griisHerea 
und  kleineren,  sogenannten  unteren  und  oberen  Grundflücbe  des 
il^eslumpften  Kegels  respeclive  durch  R  und  r,  seine  Hübe  uni 
laaen  Inhalt  respective  durch  h  und  K,  so  ist  bekanntlich 


1)    K=lnk{R^\nr\i*). 


Ä*  +  fir  +  r»=:  fi*  +  2ftr  +  r^—Rr, 
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also 

ß»  +  Är  +  p»=(ß  +  r)'"— Är=(fi  — r)»  +  3Kr; 

folglich  nach  I}: 

A'=  !«A!(ß— r)H3ß'-t; 
oder 

3ff=i«A|3{ß  +  r)*— 3flrl, 
K=  >At(ß— r)ä  +  3ßr!; 
woraus  sich  durch  Addition: 

4ff=i7tAI3(ß+r)'  +  {ß— r)=l, 
■Im 

2)     ff  =  TWÄt:((Ä  +  r)»  +  (fl-r)»l 
oder 

3)    ff  =  i7tA(ß  +  r)»+T'3«A(ß— *■)* 
ergiebt     Bezeichnet  man    zner  Cylinder,    welche  mit  de) 
stumpften  Kegel    gleiche   Höhe   und  zu  Halbmessern    die  Sov 
ft+r  uud  die  DiSerens  R — r  haben,  respeclive  durch   Cfl+r 
Ca-T,    so  ist 


CB^,  =  nkiR  +  ry,     Cfl_,=:3iA(«— r)«; 


4)  *r=iCm-r+v,CH-r. 


I 


'  '  Nach  meiner  Meinung  sollte  man  die  zur  Erleichterung  p 
tischer  Kiirper-Berechnnngeu  entworfenen  Tafehi  nicht  zu  i 
verviell^ltigen;  hauptsächlich  und  ror  allen  Dingen  sollte  man 
Augenmerk  auf  die  Berechnung  einer  recht  zweclcniäsälg  ei 
richteten  Tafel  zur  Bestimmung  cylindrischer  Räume  richten,  d< 
Construcfion  nicht  der  geringsten  Schivieriglceif  unterliegt,  da 
solche  Tafel  nur  zwei  Argumente  oder  Eingänge,  nämlich  K 
und  Halbmesser,  zu  haben  braucht;  suchte  man  nun,  was 
häufig  in  zweckmässiger  Weise  angeht,  die  theoretischen  Fori 
zur  Berechnung  des  Inhalts  der  Körper  so  einzurichten ,  dass 
selben  als  Summen  oder  Differenzen  von  Cyliudern  oder  als  i 
men  oder  Differenzen  gewisser  Vielfachen  oder  gewisser  aliqu 
Theile  cylindrischer  Räume  erscheinen,  so  würde  eine  Tafel, 
die  von  mir  gewünschte,  eine  allgemeine  Tafel  zur  Erleii 
niDg  aller  Kürper-Berechnungen  sein,   da  eine  Multipücation 


kegei  mit  MckHchl  auf  praküiche  Anwendmo. 
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d«r  ans  der  Tafel  kd  entnebtnendeo  Zahlen  mit  einer 
ganzen  Zahl  von  massiger  Grüsse  in  der  That  nicht  sehr  in  Be- 
tracht komnieo  kann,  vienigatens  iiir  den,  dereinige  mathematische 
Kenntnisse  hat.  Besitzt  man  aber  eine  solche  Tafel  zur  Berech- 
nong  cylindrischer  Räume,  deren  Herausgabe  in  recht  ziveck- 
massiger  Farm  ich  im  Interesse  der  Praxis  tüir  ein  verdienstliches 
Unternehmen  halten  «ürde  und  zu  der  ich  iToblaufTordern  mticbte, 

tist  die  Berechnung  von  Kegelstumpfen  nach  der  Formel 
«kr 


A'  =  1Cä4,  +  V»Cb-, 


leicht,  ivas  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedarf. 
Uebrigeas  würde  man  auf  die  vorstehende  Gleichung  aucb 
ikmässig  die  Berechnung  einer  besonderen  Tafel  zur  ßestim- 
■lang  von  Kegelstumpfen  gründen  können.  Solche  in  der  Praxis 
Forkommende  Kürper  weichen  fast  immer  nur  sehr  wenig  von 
Cylindern  ab  oder  es  ist  bei  denselben  R—t  fast  immer  nur  eine 
lehr  kleine  Grüsse,  und  auch  die  Höhe  h  wird  meistens  nicht  sehr 
>eträchHich  sein,  vtenn  man  namentlich,  wie  etwa  bei  Baumstüm- 
aen,  den  zu  berechnenden  Körper  in  mehrere  einzelne  Theile, 
man  als  abgestumpfte  Kegel  betrachtet,    zu  fhellen  g^nüthigt 


Ije  I 

F 


Wem 


1  Tafel  mit  d< 
I  berechnet,    so   wird 
)orrectiunstafel  für  die 


fCir  die  Grösse 

leiden  Ei 


ngen  oder  Argumenten  R-fr  und 
er  Tafel  leicht  noch  eine  kleine 
ir  sehr  kleine  Griisse 


CH_r  =  i',7rACß  — r)« 


Igen  können,  und  mittelst  dieser  beiden  Tafeln  wird  sich  dann 
abgestumpfte  Kegel 

Ä:  =  iCiI+r  +  .'flCB_r 

I  durch  eine  einfache  Addition   zweier  Zahlen   mit  jeder  e 
nlichen  Genauigkeit  berechnen  lassen. 

In    der  Praxis   kommen   aucb   häufig    abgestumpfte  Kegel  mit 
tischen  Grundflächen  vor,    wie  denn  z.  B.  nicht  selten  Brau- 
che n.  s.  w.    eine  solche   Gestalt   haben.      Es    müchte   daher 
t  vnzweckmässig  sein,  dem  Vorhergehenden  bei  dieser  Gele- 
enheit  noch  ein  paar  Bemerkungen  über  die  Berechnung  derarti- 
er  Körper  hinzuzufügen.    Zu  dem  Ende  wollen  wir  für  die  beiden 
Uiptischen  Grundflächen  eines  itulchen  abgestumpften  Kegels  die 
"  luptaxen  durch  A,  a,    dagegen    die    halben  Nebenaxen 
I  B,  b,  die  Höhe  dieses  Korpers  aber  wie  gewühnlich  durch 
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h  liezeidinen.    Dann  eiMM  zav(lrde»t  leicht  die  RicbtigiBcit  i 
Prapurtion: 

aus  der  auch 

I 

A  —  aia^^B — 6:6 

folgt.    Ist  DUO  X  die  Höhe  des  sogeoannteo  Ergänzuogskegels, 
ist  offenbar 

also 


iroraus 


Ax^=za{h-\-x), 


ah  hh 

Ah         Bh 


folgt.    Ist  jetzt  wieder  K  der  Inhalt  des   abgestumpften  Kege 
80  ist  nach  der  Lehre  Fom  Kegel  und  von  der  Quadratur  der  Eilips 


also: 


oder  auch 


aba 


**>    ^=       3(A-a)      ' 


Ks=:lxAB  p ^—iTtab  b_;  l  > 


"^    *-      Z{B-b) 


Nnn  ist  aber  nach  dem  Obigen: 


.      aB  bA 

6  =  -j,  a=z-g'. 


abo  nach  6)  und  6): 


^  _  riiB{A*—a*)h_nA  (i?»— &»)  A. 


*  Setzen  wir  dud  auf  ähnliche  Art  wie  oben: 
so  ist  nach  dem  Obigen : 

....  4(X 

■   .    ■   •  .   I     •    • 

\ 

=  J  (1Cb+6  +  tsCb-ä). 

Blaii  kann  also  auch  die  Berechnung  elliptischer  Kegelstumpfe 
aif  A^'B^Mehniing  ^on  Oyiindem  mrOcIcföhren  und  die  oben  be* 
schriebenen  Tafeln  zu  deren  Berechnung  benntEen.  Weiter»  iFal» 
genuigen  ^ier^us  zo  zieheni»  überlassen  wir  dem  Leser. 


Einige  Bemerkungen  über  die  Gleichimgen  des  drit- 
ten Grades. 


Von 

■     '■  ''  '*';    '   '    dem  Beratisgeber. 


In  der  Abhandlang  Tbl.  XL  Nr.  XXXIIL  habe  ich  den  rdgen- 
den  Satz  von.  d^n  cnblschen  Gleichangen  bewiesen,  ohne  dabei 
irgend. welchen debranch  von  der  eardaniscfcen  t*ormeI,  die  fär 
jDieh  überhaupt  Immer  etwas  Zurfickstossendes  hat»   zu  machtti; 
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Wenn  die  gegebene  cabische  Gleichung 

iit,  und 

1 
=  27° 3° 


gesetzt  wird,  «o  hat,  wenn 

A^  —  B>0 

Ist,  die  gegebene  cubtsche  Gleichnog  eine  reelle  nid  1 
zwei  —  natürlich  uDgleiche  —  imaginäre  Warzeln;  vmMj 
dagegen 

A^—B=(i 

Ist,  so  hat  die  gegebene  cubische  Gleichung  drei 
Wurzeln,   von  denen  zwei  einander  gleich    siad;    weil 
endlich 

A'—B<0 

tat,    so  hat  die   gegebene  cubiscbe  Gleichung  gleich- 
falls drei  reelle  Wurzeln. 

Bei  der  Beurlheilung  der  Müglichkeit  oder  Unmugtichkeit  ■ 
Wurzeln  der  cubiscben  Gleichung 

die  eine  vollständige  cubische  Gleichung  iat.  In  n'elcher  das  i 
Glied  nicht  fehlt,  kommt  es  also  lediglich  auf  die  Beurtheiloogfl 
Werthes  der  Grösse 

A-^  —  B, 


d.  h.  darauf  a 


,  ob 


iat,   indem  dem  obersten  Zeichen  eine  reelle  und  zwei  imaglnSrc,    i 
dem  mittleren  und  untersten  Zeicheu  drei  reelle  Wurzeln  enlBprecbeti 
Nach  dem  Obigen  ist 


über  die  GMchwigen  des  drittm  Grades. 
27«.  M»  ~B)  =  Oäfl' — 9a6  +  27c)« + 4  (3Ä  —  ( 


ider 


27«.M'— Ä)=l3(9c— (ift)-2a(36-o')i''  +  4(36-a^». 

90  dnsB  man  also  meinen  obigen  Satx  auch  auf  folgende  Art  aus- 
iprecben  kann: 

Jenachdem  man  in  der  Bedingung 

(Zo"— 9a6  +  27c)«  +  4(36— a»)s  =  0 

r,  ivas  Dasselbe  ist,   in  der  Bedingung  ' 

t3(9c— a6)-2«(36-ß")l«+4(36  — 0^  =  0. 
< 

oberste  Zeichen  oder  eins  der  beiden  unteren  Zei- 
■  nefamen  mnss,  bat  die  cubiscbe  Gleichung 

x^  +  ax^  +  ia:  +  c  =  0 

ine  reelle  und  zwei  imaginnre  oder  drei  reelle  Wur- 
ein. 

In  der  Abhandlung  Tbl.  XXII.  Nr.  IH.  hat  Herr  Schulrath 
IGlIer  in  Wiesbaden,  sich  nnmiltelbar  an  die  cardanisehe 
'otmel  anschliessend,  den  Tolgenden  Satz  bewiesen,  tvenigstens 
ifiide  ich  mir  erlauben,  denselben  auf  folgende  Art  auszusprechen : 

tJenachde 
oberste  Zeichen  oder  eins  der  beiden  unteren  Zei- 
üben  nehmen  muss,  hat  die  cubische  Gleichung 

«.!■'  +  3|3j»+3>'r+  5=0 

tine  reelle  und  zwei    imaginäre  oder  drei  reelle  Wur> 
lein. 

Es  war  zu  erwarten,  dass  beide  Sätze  im  Wesentlichen  v<S\- 
ig  einerlei  und  nur  rüclt  sich  Hieb  der  Form  der  analytischen  Au8- 
rOcke,  auf  die  es  bei  diesen  Sätzen  ankommt,  verschieden  sind, 
naher  zu  erläutern,  ist  der  bauptaächlicbste  Zweok 
^nder  Zeilen.  -'  .i-.'.tt^Vu 


in  der  Bedingung' 
(«3  —  jSj-)" — 4  (By  -  (3")  (jSÄ— j''^)  ^  0 


8B0  v'^f^itrrf:  SMi0  Bemigfkunifmf- -^ 

Zn  d^n  Ende  wUF  ich  den  Satfe  des  H6rrB  Scbcihath  Mul- 
ler zuerst  auf  die  cubische  Gleichung: 

anwenden  9.  d.  h.  ich  will  in^der  von  demselben  ansesebenen  Be- 
dingung rär  (K,  ßf  y,  ö  respective  a,  tPl  \y\^'  seizeiil  Dadorci 
wird  die  in  Rede  stehende  Bedingung,  wie  man  sögfelch  findet.' 

(9ad  -/5y)2— 4(3ay--/32)  (3/35-  y«)  =  0, 

in  welcher  Form  Ich  überhaupt  für  den  praktischen  Gebrauch  die 
Bedingung  lieber  ausdrucken  möchte.  Wendet  man  doh  diase 
Bedingung  auf  die  Gleichung 

ah,    d.  h.  setzt  man 

.«=1,    ßz^a,    yi:=b9    ÄiSS:<?i  ' 

80  erhält  man  die  Bedingung: 

(9c— a»)«-4(36-.a«)(3ac-i»a)=:0,  ' 

und  es  Trägt  sieb  nun,    ob  mit  dieser  Dadisgusg  meine  sbige 

Bedffogui^  :     j   [' 

,     ■  •  w     .  ■  . ' .  •,'  ■ 

(2a»-^Ua6  +  27i0«  +  4(36r-a?)»=;=a   ::  .  !^^^ 

einerlei  ist?    Entwickelt  man  aber  die  Grösse 

C2a'~9«Ä+27c)a+4(3Ä-a?)^ 

und  hebt  auf,  was  sich  aufheben  lässt,  so  findet  man  f)3r  dieselbe 
des  Ausdruck  ^  >  "^  •• 

folglich  die  Bedingung: 

-  a«»«  +  27c2  +  4a»c  -  I8a6c  +  468^0. 

< 

Entwickelt  man  ferner  die  GrOsse. 

(9^— öß)»-.4(36.-aii)(3ac-i-6^  ^ 

'.  ■  .  .  ■     '  .      ■        y    ■  .  <■■.•,...",. 

V 

imd^ebt  wied#f  aitf» üitaa  sick  aoflraben  iSsst,  ssi  tahiit  maa  A 
dieselbe  den  Ausdruck: 


«•er  dt*.  tleMtuagem  Oa  drHtm  ermk».  8tt| 

3  (— 0!^**+ 27c» +4<i?©— 18a6c + 46») , 

olglicb  die  Bedingung: 

> 

— o«*» +27<?  \  4«»c — 18«6« + 46»  =  0. 

< 

lenMS  sieht  man  also,  das»  meiae,  schon  im  Jahre  1848  an« 
;^eb«De  Bediagung: 

(2«»  -  9a6  +  27c)» + 4(36 —«»)»= 0, 

\xA  die  Bedingung  des  Herrn  Schul  rath  Müller: 

(9c  -  a6)« — 4  (.36  -  a«)  (3rtc — 6«)  =  0, 

< 

D  der  That  im  Wesentlichen  völlig  einerlei  und  nur   dem  Aus- 
Iracke  nach  verschieden  sind. 

Ich  bin  gern  bereit,  dem  Müll  er 'sehen  Ausdrucke,  naroent- 
ich  in  der  obigen,  von  seinem  Urheber  ihm  ursprünglich  gege- 
benen Form,  den  Vorzug  der  grosseren  analytischen  Eleganz  zu- 
mgestehen,  und  viele  Andere  werden  gewiss  derselben  Ansicht 
»in,  um  so  mehr,  weil  die  Grössenform  (ad— |3y)^ — 4(ay— j3^)(j3d — y^ 
bekanntlich  in  ganz  ähnlicher  Form  auch  bei  vielen  anderen  Un- 
lersQchungen  auftritt.  Jedoch  glaube  ich  auf  der  anderen  Seite 
^nden  xn  haben,  dass  mein  Ausdruck,  namentlich  hei  allge» 
neineii  analytischen  Entwickelungen ,  manche  Vortheile  vor  dem 
Hfiller'schen  darbietet,  was' ich  vielleicht  einmal  bei  einer  an« 
deren  Crelegenheit  nSher  erläutern  werde.  Für  jetzt  will  ich  nur 
ganz  in  der  Kürze  bemerken,  dass  z.  6.  aus  meinem  Ausdrucke 
sfeh  afif  der  Stelle  ergiebt,  dass,  wenn 

^  uemals 

(2a«-9a6+27c)«  +  4(36— aV^O 
sehi  kamfi^   sondern  immer 

(2a8-9a6  +  27c)a+4(36— a«)»>  0 

Mn  mnss^  was  unmittelbar  auf  dea  folgendeii)  wohl  einigermaM6B 
ittiH^eiMHy<lftfcen  Satz  führt: 

Wenn  36— a^>0  oder  a^<3&  ist,  so  hat  die  cabiaohe 
jrleichnDg 


3S2    Grunert:  Einige Bemtrli.  über  die  Gleich,  des dritttnGrm, 

jederzeit  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wuri 
Weil  nach  meiner  IVIeinung  der  TurliegeDde  Gegcnstani 
Algebra  wichtig  ist,  so  habe  ich  denselben  hier  eti 
sprorhen,  und  will  mir  erlauben,  diesen  Aufsalz  mit  der  I 
den ,  an  die  Leser  dieser  Zeitschrift  gerichteten  Bitte  zn  schü 
Aus  der  Theorie  der  Flächen  des  zweiten  Grades  in  dei 
metrie  und  aus  der  Theorie  der  Hauptaxen  der  Systeme  m\ 
ler  Punkte  in  der  Mechanik  weiss  man,  dass  cnbiscbe  GIc 
gen  von  der  Form:  . 


(:t. 


a)(i-6)(«-c)-<i«(« 
von  der  Form : 


-o)  -  e'(x-t)-r(^-c)  +2a 


x'+ab 

i-abc    . 

+  ic 

+  add  i 

+  CO 

+  .. 

-dd 

+  ff 

-a 

+  !Uef] 

-ff 

jederzeit  drei  reelle  Wurzein    haben.     Man    hat  für  di 
auch  schon  verschiedene,    ziendich  künstliche,    rein    algd| 
Beweise  gegeben,    von  denen  einer  in   meinen  ElementMJ 
analytischen   Geometrie.    Tbl.  II.    Leipzig.   1839.    S 
§.  7'2.  mitgelheilt  ist.     Es  scheint  mir  jedoch  interessant  zu 
die  obigen  allgemeinen  Kriterien,    nach  denen  man  die  Ann 
heit  der  reellen  und  imaginären  Wurzeln  heurtheilen  kann,  ai 
vorstehende,   sehr  merkivQrdige  und  wichtige  Gleichung  atizi 
den,  was  freilich,  wie  sich  voraussehen  lüsst  und  wie  ich  bi 
machten  Versuchen    auch   schon    zu  erfahren  GeJegenfaeitli 
habe,    auf  ziemlich   weilläuSge  Rechnungen    fiibrt,    die  Kbfl 
jedenfalls  zu  bemerkenswert hen   algebraischen  Relationen^ 
werden.    Ich  halle  abcreinen  solchen,  auf  blosse  elementar^ 
braische  Rechnungen  gestützten  Beweis   für  verdienstlich  ui 
ein  wünschenswertbes  Besilzthum  der  Wissenschaft,   weshal 
auch  einen  solchen  Beweis  gern  in  das  Archiv  aufnefamei 
and  die  Leser   dieser  Zeitschrift  zu   dessen  Aufsuchung, 
der  angegebenen  Weise  mir  selbst    noch  nicht  gelungen 
lofordern  mir  erlauben  mCcbte. 


Cebungsav (gaben  für  Schüler,  303 


Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Arithmetischer  Satz 

von 

Herrn   Oskar  fVernery 

Lehrer  der  Mathematik  zu    Dresden. 

Es   ist  jederzeit: 

1)    a^b  —  -^~-T-\^T , 

'        '  a — b  ■  b  —  a 

ab  =  (aby ; 

a^  b^  c^ 

2)   ^  +  ^+c=^^a'r'b){a'-^'^(b'-'a)(b-cj'*'(c-ä)(c--fi)' 

'^■*"  ''^■*"^'^~  («— c)X(6-c)  ■•'  (a-6)X(c-«6)  "*"  (6~a)X(c-«/ 
■   ö6c=(a6c)*; 

.3)    '»+^+<^+^=  ^a—b)(a-e)ia—d)'^ (b  —  a)(b-c)(b—d) 

'*'(c—a)(t—b)ic—d)'^id—a)(d-b)id—ey 

,  M" ,  '      (ad)' 

■■'■■  ■•"  (o— 6)(o— d)X(c-6) (c— d)  *"  (h-6) (a— c)  X  (rf— 6) (rf— c 

■'     .  (6c)» .  (bd)' 

"*"  (b—a)ib—d)  X  (c—a)(c—d)  ■•"  (6— a)  (A  -  c)X(d-a)(a-c 

.  (cd)' 

...      '  "*"(c--o)(c— 6)x(d^«)(d-6)' 

Theil  XXII.  24 
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«7ftc+a6rf+fl  cd-i-bcd= 


iliscellpn. 
■{a-rf)X(6'  rf)x(c-d)'  Ca-c)x(fi-c)X(rfH;) 
+  (o-Ä)X(c-  /,)X(rf-ö)**'(Ä-fl)Xfc-  fl)X(rf-fl)' 

Welches  allgemeine  Gesetz  erginbt  sich  hieraus  und  nie  iHsst 
sich  dieses  allgemein  beweisen?  | 


XXIV. 

IH  i  8  c  e  1  I  e  n. 


Schreiben  des  Herrn  PrafesRor  J,  K-  Steczknwski  aä^ 
Universität  zu  Krakaii  an  den  Herausgeber.  * 

Ungeachtet  der  pythagoräische  Lehrsatz  sa  vielfach  bei 
worden  ist,  «lass  es  überDüeHig  scheinen  dürfte,  auf  ne^g 
einfachere  Bevreisarten  zu  denken,  so  glaube  ich  dennochKl 
da  man  heim  Vortrage  der  elementaren  Geometrie  mit  e 
Individuen  verschiedener  Fassungslcraft  zu  thun  hat,  es  nützlidl' 
wSre,  verschiedene  Beiveise,  wenigstens  der  irichtigstcn  Lebt- 
sStze,  bei  der  Hand  zu  haben.  In  der  Blanchet'scheo  AusgallO 
der  Elementar-Geometrie  von  Legerirlre  fand  ich  einen  bloM 
aufgestellten  Lehrsatz,  aus  dem  der  pythagoreische  folgerecht  iliesst, 
den  ich  beniesen  und  auf  den  pythagoreischen  angewendet  habe. 
Indem  ich  in  dem  XX.  Bande  S.  480.  Ihres  schatzbaren  Archivs 
einen  neuen,  von  Ihnen  aus  einem  englischen  Lehrbuche  entlehn- 
ten Beweis  dieses  letzten  Lehrsatzes  fand,  so  eot»cbloss  ich  micbt 
in  Rücksicht  auf  den  oben  erwähnten  Cmstand,  Sie  zu  bitten, 
meine  Beweisart  in  Ihre  Zeitschrift  aufnehmen  zu  wollen. 


Lehrsatz.    Wennm 
Fig.  4.)   eines    geradlii 


auf  zwei  Seiten  Jß,^C(Taf. IV. 
en  Dreiecks   BAC,    was    immer 


k»  Parallelogramme,     Rechtecke    oder    Quadrate    v«r- 

llohiiet,    die  den  dos  Dreiecks  parallelen  Selten    bie 

Plirani  Durcbscbnittspunlcte  O  verlängert,  den  Punkt 

■  it  A  dnrch  die  Gerade  OA  verbindet,    nnd  auf  der 

■tten  Seite  BV.  ein  Parallelogramm  BCDE  «o  bildet, 

ps  die  Seite  BE  gleich    und  parallel  der  verbindeu- 

raden     OA    ist,    so    ist    die  Fläche    des    letzten 

allelDgramms  gleich  der  Summe   der  Flächen   der 

ersten  Parallelogramme,     Rechtecke   oder    Qua- 


Reweis.    Werden   di«  Seiten  EB  und  DC  des  letzten  Pa- 

bogramms  bis  zu  den  Durchscbnittspnnkten  iP  und  G  mit  den 
ader    ihren    Verlängerungen   der    ersten    Parallelogramme, 

thtecke  oder  (juadrate  verlängert  und  die  Linie  FQ  gezogen, 
md  die  Dreiecke  FOG  und  BAC  congruent,  indem  FO=BA, 
=  CA  und  der  Winkel  FOG— BAC;  alao  der  Winkel  OFG 
BCund  OGF=ACB.  Zwei  Fünfecke  BFOGCuai  EBACD 

laueb  cungrueut,  indem  sie  Seiten  und  Winkel  gleich  haben, 
ick  FO=^BA,  GO  =  AC,  BF=OA^BE.  CG  =  OA  =  CD, 
=EÜ  und  Winkel  OEB  =  ABE,  »eil  beide  aus  gleichen 
I  znsamm  eil  getief  zt  ^ind,    eben  so  Winkel    OGC^^ACD; 

f  andern    Winkel    sind    augenscheinlich    unter    einander  gleich. 

Pil  man  nun  von  beiden  Fünfecken  den  ihnen  gemeinschaftlichen 
\  BAC  ab,  so  bleibt  die  Summe  der  Parallelogramme  BFOA 

'WOA  =  BCI)E.  Da  aber  BFOA  =  BMNA  und  CGOA 
RSA,  so  ist  auch  B/ttNA  +  CSRA=zBCDE. 

njetzt{Taf.  IV.  Fig.  5.J  ein  bei  A  rechtn-inkliges  Dreieck 
und  verzeichnet  auf  drei  Seiten  Quadrate,  dann  die  Seiten  EB, 
les  auf  der  Hypotenuse  verzeichneten  Quadrats  bis  F  und  G 
igert,  80  unterscheidet  sich  der  Beweis  bloss  dadurch,  dass 
xnerst  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  BMF  und  CRG  mit 
Dreiecke  BAC  die  Gleichheit  MF^AC  und    RG=BA  ge- 
werde.   Weil  nun  NO^ACund  SO=AB,  so  istA'O^JWF. 
kG,  \yonaii  JSO—NF=  MF— NF  oder  FO=MN^AB 
O  +  SG^RG  +  Sa  oder  GO=RS=:AC  folgt;  es  ist  als» 
OA=^BF=CG.     Aus    der    Congruenz    der  Dreiecke  FOG 
m J  BA  C  folgt  auch  FG  =  BC.    Nnn  ist  aber  BF=:BC=  CG, 
BE=AO=BF,  CG=CB.     Das  Fünfeck  ßfOGC  =  Fünf- 
«k  EBACD,  woraus  BFOGC— BAC  =  EBACD ~ BAC  oder 
BFOA  ^  CGOA  =  BCDE.     Da   aber   BFOA  =  BMNA   uotli 
CGOA^CRSA,    so  ist  auch   BCDE  =  BMNA  +  CRSA, 


356  Miscelien, 

Nebenbei  tbeile  ich  Ihnen  eine  Auflösung  der  Aufgabe  der  < 
Transformation  der  Coordinaten  in  der  Ebene  mit,  die^  «bwoU 
ich  sie  schon  seit  zvranzig  Jahren  keone  und  mich,  seit  fünfzehn  i 
Jahren  derseibeo  bei  meinem  Vcirtrage  bediene»  so  mussjch  doch  | 
gestehen,  dass  ich  sie  bis  jetzt  in  keinem  liehrbuche  über  die  : 
analytische  Geometrie  gelesen  babei 

Es  seien  in  Taf.  IV.  Fig.  6.  OX,  OY  die  ursprünglichen  nnj  . 
OX',  OV  die  neuen  Coordins^tenaxen.  Nun  sei  ein  Pun^t  m,  desseii  \ 
ursprüngliche  Coordinaten  Op-=^x,  pm^^^y  und  die  neuen  Op'=a:^'] 
p'mzizy'  sind.     Ausserdenr  sei  ß  der  WinkelJtOF  der  alten  Axeo, ' 


dann  az=zXOX'   der  Winkel   der  neuen  Axe  X'  und  ß'=^XOT 
der  der  neuen  Axe  Y'  mit  der 'alten  Axe  X.    Die  Entfernung  de«] 
Punktes  m  von   der  Axe   OY  ist   mn  =  pq  =  a} sin ß.     Da  abei 
jö^=rp'-fp's=a;'sin(/S — a)+ysin(jS— /3'),  so  ist  auch 

smjS  '        smj3      ^ 

Sucht  man  auf  die  nämliche  Weise  die  Entfernung  des  Punkti^i 
m  von  der  Axe  O^,  so  hat  man  diese  Entfernung  =znit=ma+p% 
Aus  den  Dreiecken  Op'i'  und  mop'  findet  man  p^f^=ix'8iü^ 
mo  =  y'  siüß';  aus  dem  Dreiecke  pmt  aber  mt=y8mß,  und  wii 
diesen  Werthen: 

sin«    ,      sinö' 
^      smjS       '   smp*' 

Dies  sind  die  zwei  bekannten  allgemeinen  Gleichungen,  mit- 
telst welcher  man  aus  einem  beliebigen  in  ein  beliebiges  Coordi- 
naten-System  übergeht. 

Ist  das  alte  System  rechtwinklig,  so  ist  j3  =  9ü^,  und  die  otMf 
gen  Gleichungen  gehen  in  folgende  über: 

o: = ar' cos  a -f  y  cos  jS' , 
y  =:x'  sin  a  -f  y'  sin  ß\ 

Soll  auch  das  neue  System  rechtwinklig  sein,  so  sieht  man  aus 
der  Figur,  dass  jS'^a=90<^  oder  ß* :=,W^-\-a  sein  muss,  und  &» 
letzten  Gleichungen  gehen  in 

a:  =  a?'cosa — ^'sina, 
y  •=z  X*  sin a  +  y'  cos« 
über. 

Krakau  den  24.  Januar  1854. 


[ 


MHceiien.  2ttT 

Ueber  in  and  um  den  Kreis  beschriebtiieFünfeeke« 

Vom    Herausgeber. 

Nicolaus  Fuss,  ein  Schüler  Euler 's,  ^bekanntlich  einer  der 
berfihmtesten  Mathematiker  des  vorigen  Jahrhunderts,  hat  in  einer 
schonen  Abhandlung  über  Vielecke  *)  auch  einige  Sätze  über  in 
«nd  am  den  Kreis  beschriebene  Fünfecke  bewiesen,  die  ich,  un- 
geachtet ihrer  Einfachheit,-  doch  für  bemerkenswerth  halte,  und 
daher»  theilweise  mit  anderen  Beweisen  versehen,  im  Folgenden 
mittheilen  will. 

Sei  ABCDE  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  ein  beliebiges  in  den  ^r^is,  de^ 
•en  Mittelpunkt  O  ist,  beschriebenes  Fünfeck.  Die  Winkel  die^ 
ses  Fünfecks  wollen  wir  durch  il,  ß^  C,  Z),  E  bezeichnen.  Der 
umfang  und  der  Flächeninhalt  des  Fünfecks  seien  respective  P 
und  jP,  und  r  sei  der  Halbmesser  des  Kreises,  in  welchen  das- 
selbe beschrieben  ist. 

Weil  nun  bekanntlich 

2C=SLTcDE  +  hTcEA+s^TcAßy 
2E=siTcAB+SLrcBC+axcCD 
ift,  so  ist 

2(C+JS)  =  2arc^Ä+arcÄC  +  arcCZ>+arc/>£;  +  arcJS-4, 

also 


folglich 


woraus  sich 


ergiebt. 

Ueberhaupt  ist  also: 


2(C+E):=2n  +  SLrcAB. 


2(C+E)=27t  +  AOB, 


J^Öi?=C+J5--jr 


(  iAOB=:C+E'-n, 

IBOC^D+A-n, 

1)    \  hCOD^E+B'-^, 


*)  Dfl  Polygonis  symmetrice  irregolaribus  circulo  simal  inscriptis  et 
drcmnicriptis.    Nova  Acta'  Petropolitana.    Tom.  XIII.  p.  166. 


SSa  MtsceUen. 

Nim  ist  offe&bar: 

AB=2rBmiA6ß, 
BC^^Binißhc, 
CD=2rainiC0D, 

EA=:^ainiEOA; 


a(so  nach  1): 


I.  AB-^-^riAsiiC+E), 
I  i?C=— 2rsln(l>+i<), 
■  CZ)=— 2rshi(£+J?), 
I  DE=-2r8m(A  +  C), 
'  £2l=-2rsin(£r+l>)- 


Weil  nun 


Pz=zAB+BC+CD  +  DE+EA 


ist  9  ao  ist 


3)     P=  -  2r  {siii(2<  +  C)+sin(i?  +  Z>)  +8in(C+JE;)  i 

+ si»(/>+i4)+  sin  (£  +  Ä)  1" 

Sehr  leicht  (iberzengt  man  sich  ferner,  dass 

F=    Ir.AB.coalAOB 
+ir.BC.coaißOC 

A 

+ir.CD.coslCOI> 
+  lr. DE. coBiDOE 
^ir.EA.cmiEOA 
ist;  also  ist  nach  1)  und  2): 

F=i^  r»siB(C+15ca»(C+£0 
+  rH\n(D  +  A)co8(D  +  A) 

+ r«sin  (E  +  B)  cos  (£ + Ä) 

+  r*sin  (4  +  C)  cos  (-4  +  C) 
+  i»«8io(Ä  + />)co«(Ä+/>), 
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folglich  sacb  dem  Vorbergehenden: 

9Ta\uA  =  S/  Aß^  +  EA^-2Aß.EA.cosA 
oder 

_\rAB^  +  EA^'^2AB.EA.co8A 

isinA 

Sefien  wir  der  Kfirze  wegeir 

ABzsa,    BC—by    CD=c,    DE=dy    EA^e; 
so  ist 


folglich 

4)   F=4r»|«in2(i^l  +  0+»hi2(Ä  +  />)+8lii2(C+£) 

+ sin  2  (Z>  +  il>+ sin  2  ( JS  +  JB) 

Ziehen  wir  die  Diagonale  BE,  so  ist 

BE^=AB^  +  EA*— 2AB.EA. cos A  und  BE=^ sin IBOE, 

Nsn  erhellet  aber  leicht  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

BOE+2A  —  27t,   also  isbE^n-A,  sin JfiO£=sinil; 


r=3 


STa^  +  e^ — 2a€  cos  A 


2sin2l 


r  = 


ö)    (  r  — 


r  = 


\  r  = 


V^^a-faa_2ftacosg 
2  sin  iß 

yrc^  +  b^^2cb  cos  C 
2sinC 

Vcf^-fc^— 2<^ccosZ> 
2sinZ> 


2  sin£ 


Ans  der  ersten  dieser   Gleichungen    folgt   leicht    umgekehrt 
durch  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung: 


6)    cos 


^     HC  db  V  g^g^— 4(aHe^)r*  +  16r^ 
4—  55  * 


wd  eben  so  filr  die  übrigen  Winkel. 

Wenn  um  und  in  ein  Fünfeck  Kreise  beschrieben  sind»  deren 
Hdbniesser  reqpective  r  und  q  sind»  so  ist  offenbar: 


Föhrt.man  iTi  4leBe  Gleichung 'die  Attsdru'cke * 3)'  und  4)  von 
und  F  eijii*  ao  erhält  maot:         . 

r    ■ 

•  •      /  .  -  ^ 

_         sin(^-f  C)+sin(ig+Z>)rf  sin(C+iE0+sin(/>+^)+sip(iE;4-^) 
"^    sin2(J+Q+sin2(Ä+/))+siD2(C+£;)+ßiD2(Z>+2!l)+siD2(i;+Ä 

Wenn  da9  Fönfeck  ABCDE  (Taf.  IV.Fig.  8.)  um  den  aus  de 
Mittelpunkte  O  mit  dem  Halbmesser  q  beschriebenen  Kreis  b« 
schrieben  ist^  so  hat  man  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

I    ^Ä=  O  (cot  i^+COti^)  = —7—7-7— r-T-^, 

»r—  «/^^f  1  #?a.^«f  1  #^—  QS}nl(ß  +  C) 
BCr=gicot «^+cot,0=,^„.^g.„rc  * 

8)  <;  CJ:)=g(cotiC+cot|Z))=^!'",vl-"'ln  > 

£^=  e(coti£  +  cotM)  =^5^!!iy^$. 

So  ^ie  Fuss  a.  a.  O.  habe  auch  ich  die  vorhergehende 
Relationen  bloss  für  das  Fünfeck  entwickelt,  und  bei  Fuss.  we 
eher  gleich  am  Anfange  seiner  Ent^ickelung  die  blo^lss  für  da 
Fünfeck  geltende  Relation  A^B  +  C+ D-i- E^zStc  in  Anwen 
düng  bringt 9  scheinen  sie  allerdings  auch  bloss  für  das  Fünfecl 
gültig  zu  sein.  Meine  obige  Entwickelung,  bei  der  ich  vorstehend« 
Relation  nicht  angewandt  habe,  lässt  aber,  wie  es  mir  scheiof 
sogleich  erkennen,  dass  die  obigen  Entwickelungen  sich  leicb 
auf  jedes  beliebige  Vieleck  erweitern  lassen.  Dies  aber,  weite 
auszuführen,  ist  hier  nicht  mein  Zweck.  Vielleicht  giebt  dai 
Obige  dem  Leser  Veranlassung  zu  weiteren  Untersuchungen. 

# 

Zum  Schiuss  wHI  ich  noch  die  Auf losung  kurz  mittheilea 
welche  Fuss  für  die  folgende  Aufgabe  giebt :i 

Wenn  die  Seiten  eines  Fünfecks  und  ein  Beruh 
rungspunkt  gegeben  sind:  den  Halbmesser  des  in  da 
Fünfeck  beschriebenen  Kreises  zu  finden. 

In  Taf.  IV.,  Fig.  8.  setze  man        .      "      . 

'       -  .    '  . .    .    1     ,  ■  I  ■ 

AB^a,  BCisb,  JGÖ=c;  :DEzszdr,aA^e    ., . 


und 


ltt$eeUem. 

AF=:AK=f, 

BGs=BF=a—f=g, 

CH=:CG=b-g=k. 


an 


so  i«t: 


cotiAü^^s  coUÄ=2.,  cotlC=:-,  wtiöaei,   C«UiE= -• 
9  Q  Q  Q  9 


NoD  ist  aber 


also 


folglich 


und  hieraas: 


A  +  ß  +  C+D+E  =  Sn, 

A+B+C , D+£     3 
2  "''2     ""2^*' 


^A+B+C    ,D±E     .     ^ 

cot  -^ — jp- —  cot  — Ä — «—  I  =?0. 


Hui  findet  man  aber  leicbt: 

nd  hfaMrattd  die  Gleichun«;: 

Uit  miaii  jetzt  der  Kfirze  wegen: 


^■^  a  +  d  +  A  '    ^^""a  +  rf+A' 

Mist  q*^Mq*  +  N  =  0,   also 

Meine  Absicht  ist  im  Obigen  gar  nicht  geweseuj  diesen  Ge- 
genstand zu  erschöpfen;  ich  habe  nur  einige  Resultate  aus  einer 
Ärbeil  ifeines  älteren  berühmten  Mathematiker  zu  weiterer  Anre- 
gODg  mltthißileb  wollen.  Vielleicht  läs^t  sich  das  Obige  auch  hin 
dUI  ffieder  zu  Uebitngen  für  Schiüer  benutzen.  G. 
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Berichtigung   der  Berichtigung  im  Archiv  ThL  XXI.  S.  344. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsrahe. 

^        CD*a — sn^adn^a     1 — sd%— 8n*a(l — m^so*«) 

cn  Za  =  — I 5 — T = T ö — i 9 

l— m*sn*a  1 — iM*sn*a 

cn2a — wi*cn2asn*a =1  —  80*0 — sn^a  +  w^so^a, 

cn2a  — l+2sn«a=«i2sn4a(l+cn2o), 

^  2sn^fl  1— cn2a         .. 

^^  ^"m^il  +cn2a)  +«i«(l  +CD2a)"~"' 


,2« — — .-= — . — j.  Y 


1 — cn2o 
8n*a 


•|w«(l  +  cn2a)^  f  «i4(l+cn2a)*     m«(l  +  cn2a) 

1  VI— m*(l— cnft2a) 

""wi2(l  +  cn  2a)  *         m^(l+cn2a)  , 

\±Vl'^mHn^a_     ldhdn2a 
""      iw*(l+cn2a)      ■"iiia(l  +  cn2a)' 

Aber  von  den  zwei  Zeichen  ist  nur  das  untere  zulässig,  da 
sonst  sn*a>  1  werden  konnte j,  wie  man  leicht  sieht;  demnaeh:      " 

2  —    l-"^»2«   ^    (l--dn2«)(l-fdn2q)(l— cn2a)  ^ 

®°  "~m«(l+cn2a)"~'m«(l  +  cn2a)  (1  +  dD2a)  (J  — cn2a) 

_  (1— dng2a)(t— cn2fl)       m*sng2g(l— cn2a)_l--cp2a    . 
"" OT«(1— cn  a2aKl+an  2a)  ~*  m«sn«2a  (1 + dn  2a) "T+3n2*'  '[ 


«=±.Vif 


—  cn2a 


Dass  die   ,> berichtigte"  Formel  nicht  recht  ist»    ergiebt  sieb 
schon  daraus,  dass  sna  ja  vier  Werthe  haben  könnte. 

Uebrigens  ist  ganz  direct: 


1— m^sn^a — l+sn*a+sn*a — m%!n*a    2sn*a(l — m*sn*a) 

1— cnia= i Ä — 4 —      1 s — 2E > 

1— m*sn'*a  1— »i'sn*a 

-  -   ,  „       1— m®sn*a+I— wi^n'a— jn'sn*a+m*sn*a     2(1— wi^n'a) 
1  +  an^o=:= i ö — Ä 2!S"i « — iP"> 


Miiceiien. 
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woraus 


1  — cn2g 
l  +  do2a 


zs^n^a,    611  a 


=*Vli 


— cn2a 


'An2a* 


-  ^            ^        cn*a  — so'adn*a+dn'a — 7Ä*»n*acii*a 
do2«  +  cn2a=: l-mHn*a 

2(1— sn*fl)(l— m^sD^g)  _  2cn*a(l— m^sn^a) 
""  1— m*-*sn*a  ""        1— m^sn^rt        ' 

dn2a-|-cD2a         ^  .  4/"dn2a4-cn2a 

i+dn2a    =*"  "•    «^"»«=±\      H-d„2a    * 


Von  dem  Heraasgeber. 

In  dem  lo  einen  Kreis  beschriebenen  Sechsecke  ABCDEF 
(Tat  IV.  Flg.  9.),  dessen  Winkel  wir  durch  A,  B,  C\  D,  E,  F 
beieichnep  wollen ,  ist  nach  dem  Ptolemäiscben  Lehrsatze  9  ange- 
wandt auf  die  beiden  in  den  Kreis  beschriebenen  Vierecke  ABCD 
and  ADEF: 


abo  ist 


AC.BDz=lAB.CD  +  BC.AD, 
AE.DF=AF.DE  +  EF.AD; 

AC.BD^AB.CD     AE.DF^AF.DE 


BC 


EF 


ud  hieraus: 


EF.AC.BD-^BC.AE.DF 

=:AB.CD.EF^BC.DE.AF. 

Nun  ist  aber»  wenn  r  den  Halbmesser  des  Kreises  bezeichnet, 
•iBobar: 

2<C=2rsiDÄ,    JB/>=2rslnC; 

2<E=2rsinF,    ßF=2rsinJB; 

also  nach  dem  Obigen: 

AB.CD.EF-^BC.DE.AF 


EF.fäaBBinC-^BC.smEsinF^ 


4r» 
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Auf  diese  Weise  ist  überhaupt: 

AB.CD.BF-^BC.DE.AF 


AB. sin  DsinE^  DE. ^AmnB:i=: 


4|Ä 


^r\    •    d  •    Kt      AM»    #.#»•.    v%     AB, CD. Er — BC'DE ,AF 

CD  .sin  Aaiti  F  ---  AF  .fAnC'&m  0:st  ^ — — ■> » i^      : f 

vp^'    D^'  ^     »i^.-    r  •    r»     AB.CD.EF'-'BC.DE.Af 

Das  in  den  Kreis  beschriebene  Sechseck  hat  also  die  Eigen 
Schaft,  dasiü  die  drei  Differenzen 

AB. sin  DainE  —  />£.sini4sinjB, 
C/> .  sin  J  sin  #"  -*  AF.^n  C  sin  D, 
EF.  sin  Äsin  C—  BC.  sin  fJsin  F 

einander  gleich  sind,  nüinlicb  alle  drei  den  Werth 

AB.CD.EF^BC.DE.AF 

haben,  wo  r  den  Hatbmesset  des  Kreisel  b^^^ichnet,  iti  den  ^Itf 
Sechseck  beschrieben  ist.  •.  ■    -i 

Dieser  Satz  ist  von  Nicolai^s  Fuss  (INova  ActA  JPetlro- 
politana.    T.  XIII.  p.  178).  Iß. 


Druckfehler. 


■1./ 


Tbl.  VIIl.  S.m.  Z.  4.  V.  ifc  statt  /i[ar  +  (1  —  %^)»)  setze  man: 

Thl.  VIII.  S.  172.x  6.  V.  o.  «tatt  /(a: +(«—(«— l)ii))  setze  man: 

In  der  Abhandlung:    Ueber  die  Stabilität  der  Schiffe. 
Thl. XV.  &95.  Z.4.  V.  u.  setze  man    /.^  /     '    fet  C~==4. 
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Der  liegende  und  wälzende  Pendel 

Von 

Herrn  Brenner^ 

Lehrer  zq  Tuttlingen  in  Wärtemberg. 


I.    Der  liegende  Pendel. 

WeoD  sieb  eine  paraUelepipedalfurmige  Stange  über  einen  mit 

•^er  Axe  ^orlzontalliegendeD  festen  gemeinen  Cylinder  so  bewegt, 

4u8  jene  diesen  fortwährend   berührt ,    dass  deren  Achse  oder 

jede  mit  ihr  Parallele  eine  Ebene  beschreibt ,   die  auf  der  Achse 

des  Cylinders  senkrecht  steht,  und  dass   endlich  die  Stange  in 

ihrer  Mitte  aufliegt,   wenn  sie  die  horizontale  Richtung-  angenom- 

[Jieo  bat,  so  nennen  wir  diese  Vorrichtung  den  liegenden  Pen« 

del,  hn  Gegensatz  zum  gewöhnlichen  hängenden  Pendel.    Die 

Ibeorie  dieses  liegenden  Pendels  sei  nun  der  Gegenstand  unse- 

1^  Betrachtung. 

Es  ist  klar,  dass  es  genügt,  einen  durch  den  Pendel  gehen- 
den und  auf  der  Achse  des  Cylinders  senkrecht  stehenden,    mit- 
|kb  vertikalen  Durchschnitt  in's  'Auge   zu   fassen,    so  dass  wir 
idtt  des  Cylinders  einen  Kreis  und  statt  der  Stange  ein.  Paralle- 
logramm haben  werden. 

Man^  verlege  nun  den  Anfangspunkt  O  (Taf.  VI.  Fig.  1.)  der 
(Wdinaten  in  den  Mittelpunkt  des  Kreises  und  nehme  die  Ah- 
•dssenachse  horia^ontal  nach  der  Richtung  OX^  sowie  die  Ordi- 
f.tttenachse  vertikal  aufwärts  nach  der  Richtung  OY.  Sei  ein 
beliebiges  Element  des  Pendels  in  ilf ,  so  verlängern  wir  ON  an 
iTmid  ziehen  ML  senkrecht  auf  diese  Verlängerung.  Indem  wir 
AN  mid  AB  als  Achsen  des  im  Pendel  unabänderlich  gedachten 
GooBdiiiateiisystems  annehmen,  wo  die  erstere  die  Abscissen-  und 
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die  letztere  die  Ordinatenachse  vorstellen  soll,  so  ist  die  Abscisse 
von  il/ gleich  LM  =z  a:i  und  die  Ordinate  AL=yi,  während  die 
Coordinaten  desselben  Punktes  beziehlich  der  Achsen  OX  und 
OY  sind:  x  und  y.  Die  Ordinaten  des  Berührungspunktes  iVaber  ] 
setzen  wir  gleich  o?'  und  y',  bezogen  auf  OX  und  OY,  Setzen 
wir  gleiche  Dichtigkeit  des  Pendels  voraus,  so  sei  die  Masse  der 
Volunieneinheit  desselben  (oder  vielmehr  die  Masse  der  Flächen- 
einheit des  als  materiell  gedachten  Durchschnittes"  desselben)  gleich 
m,  folglich  diejenige  des  Elementes  gleich  mdxidyi.  Sind  nun 
X  und  F  die  auf  das  betrachtete  Element  wirkenden  Kräfte,  pa- 
rallel respective  mit  der  Abscissen-  und  Ordinatenachse,  so  sind, 
parallel  mit  denselben  Achsen,  als  verlorene  Kr&fte  In  Rechnung. 
EU  bringen  die  Grössen 

{X  —  ^a:)mdxidyi 
und 

(  F  —  d^y)  mdxi  dyi . 

Ausserdem  wirkt  im  Berubifüngspunkt  JS  ein  Druck  nach  der 
Richtung  ON,  so  wie  eine  Reibung  senkrecht  auf  diese  Riebtang. 
Wu:  denken  uns  diese  beiden  Kräfte  parallel  mit  den  Coordinaten- 
achsen  zerlegt  und  nehmen  sodann  je  zwei  in  derselben  Richtaqf 
wirkende  Coroposanten  zusammen.  Sie  seien  u  und  «o.  Auf  solche 
Wel^e  stellen  sieb  nun  folgende  drei  Gleichungen  dar: 

1)  u  +  2:(XS^x)mdx^dy^=0, 

2)  fo+2(r'^S^y)mdxidyi^0, 

3)    uy''-'Wx'  +  Iiy{X-S^:x:)'^x(Y-^8^y)]mdxj^dyi:=zO; 

wo  sich  die  Summenzeichen  2  auf  die  Dimensionen  des  Pendelii 
allein  beziehen. 

Elimiqiren  wir  die  nobekannten  Kräfte  u  und  w,  bo  ist 

4)    x'Z(Y'^S^y)dxidyi—y'2(X-^8^x)dx^dyj 
.  +Z[y(X^d^x)^x(Y-d^y)]dx^dyt  =0, 

woraus,  weil  m  herausfällt,  zunächst  hervorgeht,  das«  die  Bewe* 
gung  von  der  Masse  des  Pendels  unabhängig  ist.    Es  U^  mm  ^ 
gleich  der  Summe  der  Projectionen  der  Linien  OT  und  TM  anf 
OX    Setzen  wir  daher  den  Winkel  RON=0  und  Oit^r»  «oUif 

ar=  Or.  sin  ö  +  T^.  cos  ö. 

Nun  aber  ist  OTz=:r  +  yi.    Ist  ferner  C  der  Punkt,  welcb«r  dem 
Kreis  in  R  beriibri  batte,  ae  ziehen  wir  CD  Mskieoht  anf  Uf» 


; 
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nid  dann  ist  DT:==CN=2R]S^re;  and  da  Lü^ll,  wenn  wir  die 
t    LSnge  des  Pendels  =/  setzen ,   so  ist 

'    ad  folglich 
[  x=(r  +  yi)siDO  +  (Xi — 4'— rö)cosd. 

:  (Seieherweise  ist 

y=(r+y,)co8Ö— (oTi  —  i/— rö)sinö, 

und  daraus,  wenn  wir  nach  den- Differentiationen  aof  einen  Aogen* 
Mick  Xi — 4/—  rö  =  «  setzen : 

5)  aa;r=yieosö.32e— yisinö.3ö«  +  rsinö:8ö*— «COSÖ.36« 

6)  3«y=— yisinö.S^Ö— yiCosÖ.36H»'cosö.86H«sinö.3ö« 

— ZOOS  0. 820, 

.  Penier  ist  d;'=r8in0,  y  =:=rcos0  nnd  iix  nnserer  Betrachtung 
iXssO  und'  Fs— -^,  wo  g  die  örtliche  Schwere  bedeutet. 

.  .Ilachen  wir  diese  Substitutionen  alle  in  4)j  so  kommt 

-i8"Ö.X(i*+yi3)«tei difi  •{-Tde^Zzdxidffi  +^.ßin  ßZy^ dxidtfi 

+^.  cos  OSzdxidyi  ==0. 

Ersetzen  wir  z  wieder  durch  dessen  Werth ,  fuhren  die  Integratio- 
MO  durch  Qnd  setzen  die  Dicke  des  Pendels  :=zs,  so  ist 

7\    Tf^n  12rg0.80^  r0>cos0— 'jcsinfl     ^ 

Setien  wir  das  Integral  dieser  Gleichung 

c 


8e«= 


*o  C  tine  noch  zu  bestimmende  Function  von  d  ist,  so  erhalten  wir 

8C-|-24^(rd .  cos  0— issind)=0, 

,,,,,,  CäC— 24^[r(d.8inö+co8e)  +  t»co»e], 

wo  C  anf  der  rechten  Seite  die  eingegangene  Constante  ist.  Diess 
liebt 

«tv    9/a     24y [C— r(0.  sin fl+cos B)  —  jtcos g] 
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Wir  macheo  nun  zur  BesHminuDg  der  Constante  C  zwei  [Ij>  | 
pothesen. 

a)  Es  habe  S6füiö=0  einen  bestimmten  Werlhv;  alsdann  irird 


24s 

Lassen  wir  immerhin  die  letztere  Griisse  durch  C  dargestellt 
sein,  so  ändert  sich  die  Form  des  Integrals  8)  nicht  al>.  So  gross 
aber  auch  C  oder  o  sein  mag,  so  wird  doch  endlich  £8=0  wor- 
den,   und  diees  ist  der  Fall,  wenn  ^J 


C— r(e.sinO  +  cosö] 


0=0 


geiforden  ist.  ^H 

Zvcvt  wird  in  Wirklichkeit  der  Pendel  vom  Kreise  abglitsclieii, 
bevor  er  nur  den  Winkel  0==  ö~  beschrieben  hat;  allein  es  ist  da- 
bei zu  bedenken,  dass  unser  Caicul  davon  nichts  weiss,  sondero 
eine  Abwickelung  der  Berührungslinie  AK  annimmt,  ohne  Glit- 
schling,  so  dass  sich  die  Bewegung  desselben  auf  gleiche  Weise 
selbst  auf  der  negativen  Seite  von  OX  fortsetzt.  Ja,  diese  Ab- 
wiekelung  geht  sogar  bis  in's  Unendliche  fort,  so  dass  endlicli 
der  Pendel  mit  dem.  Kreise  bloss  noch  durch  eine  immaterielle 
Bteife  Tangente,  als  Verlängerung  von  AN,  verbunden  ist 


P)  Es  sei  vB=Q  für  einen  Lestimniten  Werth  0= 
dieser  Bedingung  ist  C=r(öisinöi  +  cos6,)  +  iscos0i 


ö,-    Dnt» 
folglich 


9)    602=245 


r(fl,s 


/»+4£a+12raea 


■sfl)+iE(co8e^- 


Die  Gleichungen  8)  und  9)  lassen  sich  in  endlicher  Form  nicht  1 
allgemein,  sondern  nur  in  besonderen  Voraussetzungen  integriren, 
und  wir  versuchen  es,  in  Beziehung  auf  die  letztere  Gleichung  ii 
j3)  für  kleine  Ausschlagwinkel  d|.    Es  belehrt  uns  nämlich  diese    | 
Gleichung,    welche  sowohl  für   positive  als  negative  Werthe  »oü    'I 
Ö<  =  Ö,  reelle  Werthe  für  ßO"  liefert,  und  zwar  für  gleiche  flancfc 
gleiche  ^ff*,    dass  der  Pendel  wiederholte  Schwingungen  vollbrin- 
gen wird,  und  zwar  Schwingungen  von  gleicher  Grüsae  Öj.    Be- 
halten wir  nun  im  Ausdruck  für  £6^  noch  die  vierten  Potenzen  von 
6  und  Q^  bei  und  verwerfen  alle  höheren,   so  haben  wir,   weira 
wir  noch 


f  +  if«' 


=«,    (r-W-^fr- W  = 
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12r* 


setzen : 


Dod  daraus: 


10)  aö«=a(ei«— d*)(6-cö*). 


at=  1  «« 


V^*  Vöi»-ö*.  V6— CO«' 


Eotwickeln  wir  die  Potenz  (6 — 0^)"^  binomiscki  nnd  bebal- 
m  dabei  nar  nocb  das  mit  dem  Quadrat  tod  6  behaftete  Glied 
lei,  80  baben  wir: 

., 1    /        8ö  c         ^^     \ 

voraus  das  Integral  ist: 

elcbes  Integral  noch  ganz  unverSndert  bleibt»  wenn  die  Zeit  von 
a  an  gezShlt  wird,  wo  d=:0.  Man  bemerkt,  dass  dieses  Inte- 
ral»  welcl\es  die  Werthe  von  6i  und  6  bis  in*s  Quadrat  enthält« 
enan  ist  bis  auf  die  dritten  Potenzen  derselben  Grossen.  Denn 
ie  Beibehaltung  höherer  Potenzen  im  Werthe  9)  oder  10)  wurde 
1 11)  keine  dritten,  sondern  vierte  Potenzen  erscheinen  lassen, 
lan  fiberzeugt  sich  auch  bald,  dass  eine  weiter  getriebene  An- 
ühenmg  die  Zeit  t  in  folgender  Function  zur  Darstellung  brächte : 


*  =  ^-8^(|)+^^^«^'-Ö'' 


ro  M  eine  constante  Grosse,  hingegen  N  eine  algebraische  ganze 
Function  von  B  ist,   mit  positiven  und  ganzen  Exponenten. 

Wenn  nun  6  zum  erstenmal  =:dx  wird,  so  ist 
Vird  aber  B  zum  zweitenmale  0,  so  ist 

t=M. TCs 

r 

od  ist  B  zum  zweitenmal  =d|  geworden,  so  ist 
»IgUcb  ist  das  Intervall  der  ersten  Schwingung 


3M  Bftmner:   Dtr  Hegende  und  wälzende  Fendei. 

Eben  so  gross  aber  wird  das  Intervall  für  jede  folgende  Scbwin- 
gmig,  und  folglich  siinl  die  Schwingungen  für  einen  einmal  ange 
nommeaen  Ausschlag  ^x  isochron. 

Ohne  i  zu  kennen ,  sind  wir  vermittelst  der  Werthe  y9^  8Hl 
mmi  Pf^  im  Stande ,  die  Kräfte  u  und  to  für  jede  Lage  des  Pen 
^M$  lu  bestimmen.  Denn  wir  dürfen  zu  diesem  Zwecke  nur  dit  ] 
W^lhe  von  d^x  und  8^^  aus  5)  und  6)  in  1)  und  2)  substitoiren, 
X«&0  WoA  Y^^^-^g  setzen  und  die  Integrationen  vollführen.  Wol* 
Ittt  wir  darnach  den  Druck  und  die  Reibung  besonders  darge- 
st«^llt  sehen,  so  dürfen  wir  nur  u  und  w  nach  den  Richtungen 
ON  und  NC  zerlegen  und  die  zusammengehörigen  Composanter 
addiren. 

Steigen  wir  vom  physikalischen  Pendel  nunmehr  auf  den  mathe 
matischen  herab,  so  substituiren  wir  statt  der  Stange  eine  mate* 
rlelle  Gerade.    Diesen  Zweck  erreichen  wir  einfach  dadurch,  das» 
wir  in  unsern  Formeln  9  =  0  setzen* 

Auf  diese  Weise  werden  die  obigen 
und  aus  ^,  9)  und  11)  wird 

js^     oj     r(öisinöi*--ösinöJ-co8Öi ---cosfl) 

Um  die  LSnge  des  Secondenpendels  zu  bestimmen,  mffssenwlr 
auch  noch  die  Quadrate  von  6  und  6i  vernachlSssIgen,  wodurch 
wir  zunächst  erhalten 

<=77;=r. -7-(  ^  J,  und  hierauf  ^=1  und^T-f^j  durch  9( 

ersetzen*    Dieses  gibt: 

f=    «     oder  1=  VS. 

y  ab  n 

Es  ändert  sich  demnach  l  mit  r  und  zwar  nach  dem  Verhältnis» 
der  Quadratwurzel  von  r. 
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Da  die  Gesdivrlndigkeit  dB  mit  der  Zeit  oder  auch  mit  dem 
Hnkel  0  verioderlicb  ist»  so  entsteht  dieFrage,  ob  und  wo  die^ 
sibe  eio  M.M  darbietet.  Weil  aber  8)  das  allgemeine  Integral 
t  TOD  7)»  so  benutzen  wir  eben  diese  Gleichung«  und  nicht  9), 
nr  Aafsochnng  des  M.M.  Aus  derselben  erhalten  wir  als  BedItH 
mg  des  M.M: 

4<»4-12r«fl»)(--rö.cosö4-.^g«iiiö)---24rgöf  &-r(Ö.sin(9+cogg>->tgcostf J_  p , 
(/»  +  4c« + 12r«62)l .  V  C-r(6.sinö+cosö)— ifcosö^  * 

Zaerst  bemerkt  man,  dass  diese  Gleichung  befriedigt  wird 
loicb  den  Wertb  d=:0»  und  diess  liefert 

latersucht  man  den  Werth  von  d^d,  so  findet  sich  |  dass  dieser 
'all  ein  Maxlmam  liefert»  wenn  rH >  U»    und  ein  Minimnm, 

enn  r-f Kl^-    ^i"  unbedingtes  Maximum  aber  findet  statt, 

'enn  «=0,  d.  b.  beim  mathematischen  Pendel.  Die  zweite  Be- 
iogung  C — r(ö.sinö  +  cosö) — j£cosö  =  0  liefert  ein  Minimum 
9=sO.    Ob  und  welche  andere  M.M   noch  existiren,  entscheidet 

ich  am  besten,   wenn  man   dem  Winkel   6  eine  Scala  von  ge- 

ju      ju       3 
'issen  Werthen  beilegt,  etwa  0,   j »   ir>    jn,  tt  u.  s.  w.,  und  die 

Dgehurigen  Werthe  von  dO^  dazu  berechnet.  Findet  •  sich  nun 
io  Wertb,  welcher  zwischen  beiden  Nachbarwerthen  liegt,  d«  b. 
welcher  entweder  grosser  oder  kleiner  ist,  als  diese  Werthe,  so 
efiodet  sich  in  dessen  Nähe  ein  Maximum  oder  Minimum,  wozu 
ich  der  Winkel  6  durch  Näherung  findet.  Wollte  aber  C  einen 
okhea  Werth  haben,  dass  den  beiden  Gleichungen 

1*6 

— rö.cosö+ Jfisin^=0  oder  tgö=7- 

lad 

C— r(ösinö  +  cosö)  — iecosö=0 

ungleich  genügt  werden  kOnnte,  so  hätte  man  das  Minimum  S0=^0 
und  es  stände  in  dieser  Lage  der  Schwerpunkt  vertikal  über  dem 
Berührungspunkte. 


II.    Der  wälzende  Pendel. 
Es  sei  ein  anderer  Pendel,  welcher  sich  mit  der  Maotelfiicbe 
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eines  mit    ilini   fest   verbundenen    gemeiuen  Cylinilers    auf   einer 
Ebene  trälzt  und  (reichen  wir  den  nähenden  Pendel  heissen. 

Auch   hier  ist  es  klar,  da^s  tvir  nnr  einen  auf  der  Achse  dea 
Cylinders    senkrechten    Schnitt    zu    betrachten    haben.     Es   stelle  / 
daher  APJ}  (Taf.  VI.  Fig.  2.)    den  halben  Durchschnitt  des  Cylia-  ! 
ders  vor,  dessen  Haihmesser  ^v  sei.    Betrachten  wir  nun  ein  in 
tiX>  liegendes  Element  des  Pendels,  so  ist  OR  =  a:  und    LR=:y,  "■ 
'  während  wir  den  Anfan|;spunkt  O  der  vertikalen  und  hnriznnlalen 
Coordtuaten  so  nehmen,  dass,   wenn  der  Durchmesser  AB  hori- 
zontal steht,  der  Kreis  die  Abscisse  in  O  berührt.    Ziehe  ich  dem- 
nach CD  senkrecht  auf  AB,  so  ist,  wenn  ich  den  Winkel  DCP=d  \ 
setze,   DP=  0P=t6.     Den  Anfang  der  im  Pendel  festen  Coor-  > 
dinaten  setze  ich   in  C,    zähle  die  Abiscissen    nach  der  Richtnog  j 
CB  und  die  Ordinaten  nach  CD.    Ziehe  ich  daher  LM  senkrecht  | 
»uf  CD.   so  ist  LM=3^i  und    CJIt=T/i.     Endlich    ziehe  ich  noeb  l, 
CL,  so  wie  LS,   die  letztere  senkrecht  auf  CP.    Nun  ist 

x=OP+PR=rd+CL.coBCLS=rd+'^xi^Ts?-<^o<Ö-i-CLM) 

=  rfl+  V:r,*+ j^i={cosö. cos CiiW— sine. sin Ci»)  , 


oder 
Gldchemeise  ist 


a;=r6-i-Xi  cosö — y,  sinß. 
3f=r— a:,8in9-i/,co8e. 


S'a:=i-329— a7,coBe.5ö5— arisinö.a'e+SiSine.eff'— SiCosÖ.Pfl! 

e'^=xisinfl.aö2— 3:iCose.ö2Ö  +  y,cose.('Ö'"  +  y,8inÖ.e*ö. 

Ist  die  Dichtigkeit  des  Elementes  dx^dy^  gleich  9,  so  ist  desMi 
Masse  ^Qdxidjfi. 

Die  obige  Gleichun»  4)  ist  auch  für  unser  neues  Pendel  gi^ 
tig,  und  es  ist,  wie  dort,  so  auch  hier  X^O  und  F=— ^  n 
Hetzen.  Hingegen  ist  im  vorliegenden  Falle  x' =:r8  und  ff'=:0. 
Führen  wir  nun  die  Substitutionen  obiger  Grössen  in  4)  aus,  las- 
Ben  aber.  Kürze  halber,  die  Integrale  ^(xt^  +  yt^j^dxidyi, 
Sgxidxidifi  und  S^ijfdxidy,  durch  Xi^  +  ^i^,  durch  ar,  und  ^i, 
dividirt  je  durch  die  Masse  des  Peadels,  dargestellt  se'm,  mi 
setzen  noch  t^  + x,^ ^^i^^a,  so  ist 
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flMx.       yigine-JiCQgg  y,giiifl— artCQgg     _, 

*^  ■*'  ''a  — 2p(y,  cos  Ö+a:,  sin  Ö)"**  +^o— 2r(yiCosö+a:i«lne)  —"• 

Der  integrirende  Factor  dieser  Gleichung  aber  ist      ,    a^,  Qod 
•0  fioden  wir 

i  ^  +  r0Ö«*a— 2r(yiC08Ö  +  a:i8inÖ)""   ' 

woTon  das  Integral  ist: 

■ 

C 

y+r0Ö«  =  ^_2r(y,cosö  +  a:isinö/ 

Dnser  Caicul  setzt  keine  Begrenzung  fSr  den  Kreisbogen  APB, 
loeh  filr  die  Gerade  OX,  fest.  Anch  nimmt  er  keinen,  die  Bewe- 
luig  bindernden  Zusammenstoss  des  Pendels  mit  der  Geraden  OX 
an;  flberdiess  lässt  sich  selbst  bei  einem  stabförmigen  Pendel  eine 
Einrichtung  denken ,  wodurch  eine  solche  Begegnung  vermieden 
wird.  Der  Pendel  wird  daher  im  Allgemeinen  ganze  und  wieder- 
Mte  Umwälzungen  um  den  als  vollendet  gedachten  Kreis  APB 
vollbringen»  und  es  wird  folglich  der  Schwerpunkt  der  bewegten 
Vasse  zaweilen  und  wiederholt  vertikal  über  oder  nach  Dmstän- 
ien  auch  unter  den  Berührungspunkt  zu  liegen  kommen.  Wir 
wShIen  nun  die  Lage  der  Achse  AB  so,  dass  DC  durch  den 
Schwerpunkt  geht.    In  diesem  Falle  aber  wird  Xi »   welches  statt 

■       ]kä^        steht,  wo  M  gleich  der  Masse  des  Pendels,  gleich 
Roll,  woraus  hervorgeht,  dass  das  Integral 

^  ■  a— 2riyiCosö 

mA  eben  so  allgemein  ist,  als  das  obige. 

Wir  machen  nun  wieder  über  die  Constante  C  zwei  Hypothesen. 

a)  Die  Geschwindigkeit  dB  habe  zur  Zeit,  da  6=0  war,  eine 
PDS  bestimmte  Grösse  v  gehabt.    In  diesem  Falle  ist 

C=(sr+r»«)(a-2ry,) 

«Dd 

j^_  t?«(a— 2ry0>--2^yx(l— cosö) 

a — 2r^iCos6 

mid 


:l  ." 


t-JOO'M  »a(o_2»y,) -2^^,(1- 


cosd) 


woraiw 
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jP^  Bi  «ei  89=^0  llSr  6=261;  dann  Ut 


a — 2ryiC0sö 
y2gyi  »   CO80— cosdj 

1 

In  beiden  Fällen  zeigt  sich  die  Geschwindigkeit  dd  wieder  gleicb 
fOr  alle  diejenigen  Lagen,  in  denen  die  Ö,  positiv  oder  negati? 
gtBommen,  einander  gleich  oder  um  ganze  Umkreise  von  einander 
verschieden  sind;  und  schon  dieser  Umstand  bürgt  uns  dafür,  dass 
nicht  nur  alle  Schwingungen,  seien  sie  durch  Stillstände  oder 
ganze  Umwälzungen  begrenzt,  von  gleicher  Grösse,  sondern  aucb  . 
isochron  sind.  Betrachten  wir  in  unserer  zweiten  Hypothese  über  | 
C  als  Pendel  einen  halben  Cy linder,  so  nämlich,  dass  derselbe 
durch  seine  Achse  von  einer  Ebene  geschnitten  wird,  §0  ist  äaa 
Trägheitsmoment,  wofern  wir  gleiche  Dichtigkeit  voraussetzen,  die 

wir  sül  nehmen,  gleich  jr*;   a^^r^  und 


dnd  diess  gibt: 


o  ^ _  169 (cos 6  —  cos^ )       ._!   - i/"^^^ lOcos B 
r(9;r—16cos6)    '       "~i*^  v   cosö — cosöi' 

Beziehlich  des  M.M  ergibt  sich   flir   den   wälzenden  Pendel 
Folgendes. 

C 


Das  Integral  ^+r3$«  =  -;^ 


a  —  IryitosB 


gibt; 


(a  —  Iryi  cos  Ö)i  V  C— ^ra  +  Igry^  cos  ö     •  * 

woraus  sich  zuerst  ergibt: 

sin  6=0   und    Bz=nn, 

wo  n  jede  ganze  Zahl,  ron  Null  an,  bezeichnet. 
6=5  2m7r  gibt  aber: 


flr  +  ir8fla  =  — f 


2i»T' 
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er 


PK 

.erii  Ä 
lese 

etze?. 


wd   e  =  (2m-f  l)9e  gibt: 

Der  erste  Werth  entspricht  offenbar  einem  Maximum  und  der 
xweite  einem  Minimum,  ««as  sieb  aucb  durch  den  Werth  von  d^B 
Wchweiaea  läset.  Da  aber  die  Geschwindigkeit  dd  offenbar  im 
llVachsthum  begriffen  ist«  wenn  sich  der  Schwerpunkt  senkt»  und 
in  Abnehmen,  wenn  er  sich  hebt,  so  existirt  ein  Maximum,  weoD 
der  Schwerpunkt  am  tiefsten,  und  ein  Minimum,  wenn  er  am 
hilchftten  liegt 

Dass  der  Nenner  a-— 2r^i  nie  negativ  werden  kann ,  lässt  sich 
beweisen,  wie  folgt.    Diese  Grosse  ist  nämlich 

M  "  JÜ  ' 

|tl*r,  wenn  wir  die  Ordinate. des  Schwerpunktes  gleich  ^q  seftses: 


r«+ 


■U 


-2ry« 


Bezeichnet  man  aber  das  Trägheitsmoment  in  Bexiebaf 

|Be  durch  den  Schwerpunkt  gehende  und  mit  der  nrapriaglickB 
^*^hse  parallele  Drehachse  mit  T,  so  hat  man 


16 

5  01* 

den 


.    *  GrBsse,  die  sowohl  für  5^=0,  als  aach  fllir  gss^» 
^  Cfgibt  sich  aber  deren  M..M  dorcb  die  6hUH| 


iea  ^eacner  a — ^ry^  Tertr^iemier 


'^ 


I.    Da  also 
T 


«^ 


t:i  Ji  dcrdb  SmB 


i 
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Endlich  Ist  noch  übrig  die  Bedingung 

C—^ra +25rryi  cos  ö=0, 
welche  gibt: 

Ist  ga — C'^:^2gryi,  so  hat  man  ein  Minimam  dO:t:0.    Ist  Mk. 
ga  —  O'igryi,  so  ist  0  imaginär  und  der  Pendel  kommt  nie  tat 
Ruhe.  ^  \ 


Ueber  das  ballistische  Problem. 

yon 

dem  Heraai^geber. 


§.  1. 

t 

Am  Ende  der  Abhandlung  über  die  Grundformeln  der  Theorie 
der  freien  krummlioigen  Bewegung  eines  Punktes  *)  gelangten  irir 
zu  den  Fundamental -Gleichungen  des  ballistischen  Problems»  unt«^ 
der  Voraussetzung  eines  dem  Quadrate  der  erlangten  Geschvriir 
digkeit  proportionalen  Widerstandes ,  indem  wir  zugleich  zeigteiif 
dass  die  ballistische  Cürye  unter  dieser  Voraussetzung  eine  Cntff 
von  einfacher  Krümmung  sei.  Die  Gleichungen,  welche  wir  dort 
fanden,  waren,  wenn  wir  die  Ebene  der  ay  so  a:nnebmen,  wiek 
jenem  Aufsatze  angegeben  worden  ist,  die  folgenden: 

1)  ; 

An  diese  Fundamental -Gleichungen  wollen  wir  jetzt  die  wrf» 
tere  Entwickelung  des   ballistischen  Problems  anschliessen,  mid 


*)  Tbfil  Xl^I.  No.  XXXI. 


I   f  i 
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< 

n  dabei  auch  meistens  Bekanntes  vorkommeB  wird»  90  wird 
Folgeode  doch  auch  $0  viel  verschiedenes  Neues  'enthalten, 
)  diese  Abhandlong  Eigenth^mlichkeit  genug  besitzen  wird»  um 
Aufnahme  in  diese  Zeitschrift  zu  rechtfertigen»  in  welcher  Be- 
ung  ich  mir  vorzüglich  auf  die  am  Schluss  derselben  vorkom- 
den  Entwickelungen  hinzuweisen  erlaube. 

Aus  der  zweiten  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  er- 
man: 

"W  _       BSt 
.,  wie  ^gleich  erhellet: 

dt 

folglicfa,  wenn  man  integrirt,  indem  Ci'  eine  Constante  be- 
inet: 

1.(|)=2Q'^2,ä; 
ist: 

,   wenn  wir 

C'zzze^Ci' 

VBk,  wo  natfirllch  C  positiv  ist: 
ADtlich  ist  nun 

Ft —'Si~  *^^^^ 

Mi  der  Projection  des  Punktes  il  auf  .der  4zfl  der  y  vemSge 
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der  Witkung  def  Zeltkraft  Yt  am  Ende  der  Zeit  i  erlangtie  6e- 
schwindigjceit,  und  da  diese  Geschwindigkeit  fär  <t=0  offenbar 
▼erscb windet  9  so  ist  Feosl^  der  Werth,  welchen 

dt 
für  <=:0  erhält.    AL90  ist  nach  dem  Obigen: 

F2cosi3«=C"c-2/'«o, 

folglich,  weil  Sq^O  ist: 


Daher  ist 


also 


di 
Weil  nach  dem  Obigen 

dt 


(jff=  V^COBß^iT^fu 


-^  =  ±rcos/Jr-M«|. 


—  Fcos/J 


die  von  der  Projection  des  Punktes  A  auf  der  Axe  der  p  Te^ ' 
muge  der  Wirkung  der  Zeitkraft  Yt  am  Ende  der  Zeit  t  erlangte 
Geschwindigkeit  ist,    und  es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,   dass 
diese  Geschwindigkeit  sich  mit  der  Zeit  i^  stetig  ändern  kaoii^ 
60  kann  sich  auch 

zugleich  mit  der  Zeit  nur  stetig  ändern.    Ein  stetiger  Uebergang 

einer  Grösse  von  dem   j  ^"^^^^  j  zu  dem  j  p^^^*I^„"  j  kan. 

aber  bloss  durch  Null  hindurch  Statt  finden.  Schliessen  wir  mm 
zuerst  die  Fälle  aus,  wenn  F=rO  oder  ßt=i90^\Bt,  so  erhellet  *ttir' 
der  Gleichung 

|^=±Fcos/Se-/-fi, 
anf  der  Stelle ,  das« 

dt 
nienab  verschwinden,  und  daher  nach  dtni  00  eben  Bemarktia 
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och  niemals  sein  Zeichen  findern  kann.  Ffir  <  =  0  erhält  aber 
ach  dem  Obigen 

len  Werth  V  conß»  and  hat  also,  da  es  sein  Zeichen  nie  fiodem 
[ann,  immer  mit  Fcos/3  gleiches  Vorseichen.  Also  mos  vokm^ 
ve\\  cf^t  stets  positiv  ist,  nach  dem  Obigen  allgemein 

2)  ^=rcos/Jc-A'*f, 

setzen ,  welche  Gleichung  nun  offenbar  auch  für  F=0  und  J?=90^ 
ilt,  weil  in  diesen  Fällen  wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
llgemein  gültigen  Gleichung 


^|jy=F«cos/3«e-«^«i 


* 


?r  Differentialquotient  -^  nothwendig  verschwinden  muss. 
Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen 

)  ist 

id  folglicb,  wenn  man  differentiirt: 

« 

so  nach  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  1): 
[glich,   wenn  man  den  Wertb  von 

i  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen  J)  einfiilirt: 

Bpt   dyt  dyt  BSt         ,.^        dxt  SSt 

I0,   waS  nach  dem  Obigen 
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iyt      dxt 
ist: 


er  dt 

und  weil  nun  bekanntiicli 


( 


-|jY=F«cos/5«c-«A«s, 


ist»  80  erhält  man  darch  Division  auf  der  Stelle  : 

dt  iGe^f^^t 


^yt'^      F«  cos /5a* 
dt 

Bekanntlich  ist 


t=V"(l')"+(t) 


WJ  ' 


Nimmt  man  aber,  was  offenbar  y erstattet  ist,  den  positiven  Theil   j 
der  Axe  der  y  so  an,  dass  ß  nicht  grosser  als  90^  ist,  so  ist  | 


•^=zVcoaße-f*St 


eine  positive  Grösse,   nnd  folglieh 


3St 
dt 


=tV'+(©'='f^n^- 


Also  ist  nach  dem  Obigen: 

Bpt 

'Bt    9y»wTT— 2  26?  dSt 

8« 
d.  i. 

4)    SptVTT^=-y^^e^''tSS,. 

in  welcher  Gleichung  nun  die  veränderlichen  örossen  pt  und  St 
gesondert  sind  und  die  sieb  also  integriren  lässt* 

Zuvorderst  erhält  man  durch  theilweise  Integration: 

fdptV^T+^=ptVT^^'-fp^V'T+p?, 

d.  I. 
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p^dpt    , 


fdpt  Vi  +  pr«=:pt  VT+^-ß^ 


pt^ 


Der  ist: 


;o 


•raus 


d  daher  nacb  dem  Obigen 

/8p,.  Vri:i^a= ip,  VT+^ + jy^7=p 

Igt.     Weil  nun  nach  dem  aas  der  Integralrechnung  bekannten  all« 
smeineD  Ausdrucke  von 


CO?* 


ie  auui  idcht  findet  5 


/vÄp='^'^+^i+'"^> 


tt,  wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  pt-f  Vl4~pt^  offenbar  nie. 
«gativ  sein  kann,  so  ist 

^fmer  ist  ' 

md  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  4)  inte- 
ifixi»  indem  C  eine  weiter  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet: 

6)    prV^l+pt^  +  l(pc+VTf^)=C-^;^,ä^- 

Weil  bekanntlich 
Theil  XXII.  26 
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dCxf — o—  F^cosa)      dxt      — 

dt =-gr-'^*=«" 

die  von  der  Projection  des  Punktes  A  auf  der  Axe  der  x  vermöge, 
der  Wirkung  der  Zeitkrafl  Ät  am  Ende  der  Zeit  t  erlangte  Ge- 
schwindigkeit ist,  und  diese  Geschwindigkeit  offenbf^r  fflr  <  ^  0 
verscb windet,  so  ist   Fcosn;  der  Wertb  von 


för  t-^O.    Der  Werth  von 


dxt 
dt 


hyt 
dt 


ü 


für  <=::0  ist  nach  dem  Obigen  Fcps/}.    Also  ist  offenbar 


der  Werth  von 


Fcosa costt 

Vcoaß      cos  jJ 

dt'W^ 


fdr  ^=0.     Nun  ist   wegen   der   oben  rucksichtfich  de^  positive^'] 
Theils  der  Axe  der  y  gemachten  Voraussetzung  offenbar     v 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenadidem 
Richtung  der  Kraft  F  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
zweiten  Axe  eines  durch  den  Anfang  der  Bewegung  parallel 
dem  Systeme  der  a:y  gelegten  Systems  liegt;  und  bezeichnen  wirj 
also  den  90^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welchen  die  Richtui 
der  Kraft  F  nilt  dem  positiven  Theile  der  zweiten  Axe  efnes  dm 
den  Anfang  der  Bewegung  parallel  mit  dem  Systeme  der  ay 
legten  Systems  einschliesst,  indem  man  diesen  Winkel  als  posit 
oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem  die  Richtung  der  Kraft  Fi 
auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  zweiten  Axe  des  W 
Rede  stehenden,  durch  den  Anfang  der  Bewegung  gelegten  Systemfj 
liegt,  durch  i;  so  ist  offenbar  mit  Beziehung  der  oberen  und  nn-' 
teren  Zeichen  auf  einander: 


ßs^Jhi,  «=W»T/J=90o— »; 


folglich  allgem^n 


also 


cosa=:sint,  cosj3=cost; 
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cos« 

IVertb  von  pt  fiir  <=0.    Setzen  wir  nun  ia  der  Gleichung  5) 
O,    80  erhalten  wir: 

taogt8ect4-i(tangt4-8ect)=C—    y^^^^, 

C=  taug  t  sec  t + 1  (tang  < + sec  t)  +  jj^p^^^;^  * 

r,    wie  man  leicht  findet: 

2G 
6)    C=tangtaecf+ltang(48o+i0+j^pä^;^. 

h  dem  Obigen  bat  man  nun,   wenn  man  eost  flBr  coaß  setzt, 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

Spt 
'dt 

ninirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Grosse 

•rhilt 


vyi'"T"— 


M  aber 

pt  ^  ^9   also  dxt=pjfiyt 
8o  Iiat  man  Oberhaupt  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

^  t  C—pt  VTf^  -l(pt  +  V^l  -hp^)) 

« dpt 

^       ft{  c-pt  VT+^«  -!(/»«+  VT+^}  * 

I  also  K  und  K  Constanten,  so  UAi 
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pidpt 


/^         PtOpt 

J  n\ C-pt Vl  +  pt»-l(/»«+  Vl+p»*)! 


yt 


oder,  wenn  wir  die  beiden  ailgemeinen  Integrale  der  ESrze  wege« 
durch  <p(pt),   ipipt)  bezeichnen: 

Weil  nun  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

>        • 
Ist,  so  haben  vcir  die  Gleichungen: 

a=X— 9(tangt),    6=:»— t/;(tangf); 

■»' 

also  durch  Subtraction 


!& 


art  =  a— {9>(/?f)  — g)(tangi)}, 
^«  =  6— |ip(/>t)— «/'(tangt)}; 


d.   i. 


^ 


8) 


t  * 

•  ■  >  ■  ■  '  '       '  J 


yt 

tangi 


Durch  Integration  müsste  man  nun  mittelst  xlieserGleichni 
at  und  yt  als  entwickelte  Functionen  von  pt  ausdrücken,  und  ai 
den  beiden  dadurch  hervorgehenden  Gleichungen  die-,.Grosse 
eliminiren,  so  wtirde  man  eine  Gleichung,  zwischen  xt  und  yt  6I 
halten,  welches  die  gesuchte  Gleichung  der  Trajectoria  de^PpI 
tes  A  sein  würde.  Die  allgemeine  Integration  der  beiden  obij 
Differential  form  ein  ist  aber  bis  jetzt  nicht  gelungen,  und  wir  sii 
daher  hier  mit  der  Auflosung  unsers  Problems  an  der  Gränze 
gelangt,  welche  zu  überschreiten  bisher  noch  Yiicht . möglich,  gei 
sen  ist.'  Jedoch  wollen  wir  dem  Obigen  noch  die  folgenden  1 
merkungen  beifügen. 


VW 


§.  2. 
Setzen  wir 


9)    pt  =  tang  m 


*%.  I 
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Debmen  m  positiv  und  negativ,    absolat  aber  nicbt  ;gr$saor 
W>,    so  ist 


dm 
cos  cot' 


^P^'=7::ri:^'    Sri  +  pt^=secm; 


'^  ' '         CQS  «r 


nun  nach  dem  Obigen 


ind  pt  und  cornach  9).zugleicb  .versch.wlnden.  so  i«t 
ist  naefa  7): 


coswt'* 


Sa:<  =  — 


tangoirdoi 


t 


l»cosa),2  (C— 2  /*"*  -^'-3) 

'^  ^        t/       cos  Cor 


o 


n d<m 

•^  ^  J  COSCOf^ 


rt  sinotdoe 


fiC0Sö)t3(C--2  /       ^ 

^7       coswi*' 


o 


itcoscöf«(C— 2   /       ^) 


also  wieder  J?  und  ^  Constanten,  so  ist: 


sin  m9m 


cosa)t'(C-— 2  /       5) 

^7        cos  ar' 


0 


/]] dm \ 

^  ^  J  COSODt^ 


;||||  ermnert:   iMer  äas  öalüiUsphe  FrokUm. 

oTi = Ä — (p(m) >    yt^'^— 'ipim)' 

Bekanntlich  ist 

pt  =  tang  m,    po  =  tang  t ; 

also  o>o  =  if   und  folglich^   weil  '* 

^0  =  «»     ^o  =  * 
ist: 

folglich  durch  Subtraction: 


d.  i. 


10) 


J  fiC0S0lt3(C— 2    / 


cos  (öt^ 


(.cos  mHC'-^J       ^^^ 


oder 


xt=a — 


tang  001  d(Oi 


iieosa>t«(C— 2/     ' -^^ 
'^  ^         ^/        cosoot^ 


!()•) 


^  I  ^         /***»«    dm 


Auf  diese  /bemerkenswerthe  Farm  hat  Eni  er  die  Gleichui 
der  ballistischen  Onrve  gebracht  in  der  Abhandlung:  Recl 
ches  sur  la  veritable  courbe,  que  decrivent  les  co 
jettös  dans  l'air  ou  dans  un  autre  fluide  quelconq 
die  sich  in  den  Mömoires  4«  Berlin.  1753.  jp.  321.   findet 

V 

§.  3. 
Nach  §.  1.  ist 


nsd 


0run9rt:  VtUr  doM  öaliUiticke  froHem*  887 

/ 


^  =  Fco8  ie-f*^t . 


Weil  mm'  wegen  der  letzteren  Gleichung  offenbar  -St  stets  po* 

rttiv  Ist,  SO  ist  wegen  der  ersten  Gleichung  -^  stets  negativ.  We- 
gen dieser  Gleichung  ist  aber 

ond  folglich  nhch  7): 

also»  weil  nach  dem  Vorbeigehenden  Bt  und  ^t  ungleiche  Vor- 
xeicbeo  haben: 

11)     81= x±-^  ^r     '  ^^        ■         1 

Da  nun  bekanntlich  t  =  0  fSr  j9r  =  tangt  ist,  so  ist: 


12) 

fangt 

Auch  ist  bekanntlich 

dm 


^  = 


coswr*' 


woran«  sich  sogleich  ergiebt 9  dass  dm  und  8pt  gleiche,,  nack  ddib 
Vorhergehenden  also  dcoi^  und  dt  ungleiche  Vorzeichen  haben. 
Weil  nun 

^^ 2Gcosa)r2 

ist,  so  ist  nach  §.  2.: 

dm^ 


3«*  = 


2^Gcos«>,4(C-2/'^'^-.)' 


lad  folgKch 


13)    31= ^  ■   .^  -^= 
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Für  <=0  ist  aber  mt^=i',    abo: 
14)    <=— 


^ 1         /•«>.  8«>t 


.^ 


§•  4- 
Bekanntliuh  ist 

.    •'"=@)"+(t)"="+a''0?)" 

d.  i. 

f.*=(i+i»»«)(^yv 

und  folglich^  weil 

dt 


ist: 


I 


also  nach  12): 

„,»= 26(1  + p>^       ^_ 


woraus 

•    ,     .  .        •         '  •  < 


Weil      * 

ist,  80  ist  auch 

P,»  =  4Ö«cos«.«(^y, 

also  nach  13) 

2G 


»t»= 


^cos«^«(C-2/   ^— ^.) 

O 
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16)«>»=:::rfr:%/ 1^ 


■.V 


COSOOf 

Bekanntlich  Ist« 


3) 


^ 


■   >  ■  •■     ■    ],     St   ■  dt  ■    '  .  • 

weil  man  onn  die  beiden  Gleichungen 
so  erikilt  man  leicht: 

I 

« 

^         2Gpt    3<'  2G     a<- 

■ .  .  •  '      i       -    .  • 

ii  aber  dr  und  ^t  ungleiche  Vorzeichen  haben,   so  ist  nach 
i  Obigen:/.  * 

^f 


I  9 


8t  Vt 


m         2GVl+p«a 


lieh 


17)   eoB^  =  pt\/  j^,  008 n,=\l  jq^ 

V 

ist  aber 

r 

pt  =  tang  m,    1  +pt^  =  sec  wr*; 


18)    cos  |f=:  sin  cot»    cosi^tsrcosflot. 
iil  hiernach 

cos  1»  =  cos  (90^ — Of ) 


JMO  eruntrt:   iM^f  dag  bMUÜieHs  FfBmm. 

ist,  und  die  Winkel  ^t,  90^ -cot  positiv  siod  und  180<> Didil  Aber 
steigen  9   so  ist  allgemein  a 

19)    &  =  W-«)r. 
Weil  ferner 

cos  i;«  =  cos  cof  =  cos  (db  m) 

ist,  indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdem 
m  positiv  oder  negativ  ist,  so  ist>  weil  bekanntlich  i/t  positiv 
und  nicbt  grösser  als  180^,  A^m  positiv  und  nicbt  grosser  als 
90»  ist, 

20)    i/t  =  +  cör, 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeicbea  nimmt,  jenacbdem  tot 
positiv  oder  negativ  ist. 

Hiernacb  ist  auch  umgekehrt,  roitdertfelb^nBcsCUHliiingw^Bi 
des  Zeichens:  \ 

^     21)    G>t  =  90»— &«±i7f. 


§.5. 
In  §.  1.  haben  wir  die  Gleichung 

gehabt.    Also  ist 

und  folglich,   wenn  man  auf  beide»  Seitea  die  natfirlichen  Logt* 
rithmen  nimmt: 


t 


oder 

Föhrt  man  nun  den  Werth  von  C  aus  6)  ein,  so  erhält  man:  - 

+2fi'  |pF535^+ton6t8eci-tang«»,sec«,+l  (^„g (450^ („-)(' 


Ueöer  üas  hnlilitiscAe  Prnbltm. 


11  + 


ftF*coai' 


■23)    S(  = 
[taug  t  sec  j  —  tang  »(sec  tat  +  I 


tanE(45<'+ii) 
tang(45«+i(arV' 


§.  e. 


IVeil  man  die   Integrale  in  S)  oder  10)   nicht  zu  entn-ickelo 
Itaode  ist,   so  bleibt,   iveim  man  die  Gestalt  der  ballistischen 
e    näher  kennen    lerneu  ivül,    iiichls  Anderes   übrig,    als  zu 
NSberungeii  seine  Zuflucht  zu  nehmen,  und  man  kann  in  der  That 
«Igen,  dass  in  dieser  Beziehung  unter  den  »atheniatikern,  welche 
Bich  mit  dem  vorliegendco  Gegeustiiude  heschüftigl  haben,  immer 
einer  den  anderen  ülierhoten  hat.    Ich  nill  mir  nun  auch  erlauben, 
Aber  diesen  wichtigen   und   vielbesprochenen    Gegenstand  im  fol- 
genden Paragraphen   Einiges   zu   sagen,    vorher  jedoch    noch  die 
mden,    auch  sonst  dem  Wesentlichen   nach  schon  hehannten 
lerkungen  vorausschicken. 

I  Weil  nach  §.  3.  bekanntlich  der  Üifferenllalquotient  -^  stets 
V  ist,  uud  (Iahet  dt  und  dpt  immer  entgegengesetzte  Vorzei- 
1  haben,  so  nimmt  pt  immer  ab,  wenn  man  t  von  Null  an 
I  wachsen  lässt.     ?iach  9)  Ul  aber 


;/(:=tangciit, 

•rg  der  absolute  Werlh  von  mt  niemaJs  grosser  als  ÜO"  ist, 
Bucb  g.  2.    ist  bekanntlich    a^  =  i.    Also  kann,    nenn  man  t 
Kuli  an  stetig  wachsen  lässt,  sich  offenbar  at  nur  von  t  bis  — dOP  I 
■letig  verSiidern,  wobei  bekanntlich  i  positiv  und  negativ  sein  kann, 
Nifaertsich  aber  oit  der  Gränze  — 00°,  so  nähertsich  St,  wie  aus 
der  Formel  23)  erhellet,  der  Gränxe  oc.    Hieraus  erhellet,  dass  di^ 


IJUetische  Curve    eine   anf  der  Ase 
bmptote  hat,  wobei  man  sich  nur  a 


der  y  senkrecht    stehende 


r  Glei 


p(=^  =  tangiur 
rgebende  geometrische   Bedeutung   des  Winkels  i 


JDer  Formel  23)  kann  man  sich  sehr  zweckmässig  bedienen,  i 
^wenigstens  annähernd  die  Trajectnria  zu  cou^truiren.    Bezeich"] 
■ftSmlich  «  eiue  beliebige  positive  ganze  Zahl,    so  setze  m 
mt  anter  der  Voraussetzung,  d&ss  t  positiv  sei.  nncb  imd  nacht 


39S)  ürunert:    iUtöer  ik»  ^aUMUche  rrMem. 


■       I 


n—O .      o 

cot  ==  t  = I  =  flO 

^  n 


.     i      n— 1.      1 

=  1 = !=«! 

n  n 

=  t =  t=:w 

',     3i      n — 3,      3 
=t  —  — =; 1=  to 


u.    s.    w. 


..i 


=  i_(!L=i)i=:lfJ 


Q} 


I 


n  n 

ni  ^       " 

n  n 

■_.     (n  +  2)t        2  ,_^g 

...  ^  ^ 

*     •  .     (w+3)f         3  .'•+3 

^irzi-^' ^=5 1=0) 

n  n 

u.    s.  .  w. 

WO"  aber  naturlicli  die  Wertbe  voo  m  nie  kleiner  als  —90^  wer- 
den dürfen,  und  biezeichne,  indem  man  der  Einfachheit  wegen  den 
Anfang  .  der  Coordinäten  in  den  Anfang  der  Bewegung  verlegt, 
die  Coordinäten  der  den  W^rthen 


.    i 


i    ■  1-234  5 

fOf      0>,     ,€9y       (Of       CD,  •••• 


von  m  eDtsprechenden  'Punkte  der  Trajectoria  respective  durch 

11  2         2  3       3  4       4  5        6 

^»  y;    ^»  y;    ar,  y;    Xy  y;    x,  y;.... 

die  voD  dem  Anfange  der  Coordinäten  bis  zu  den  in  Rede  steheo' 
den  Punkten  der  Curve  reichenden  Bogen  derselben  aber  durch 

Sf       S,        Sf        Sy        o,  •••• 

t      ■  •  .  •  '  .1 

Dann  ist  offenbar  wenigstens  näherangsweise: 


§runtrt:\0€iker.^la9kalH$H9ChePr9öiem^  808 

si  ai  lai  91  1. 

ar=a:  +  (Ä — 5)  sin  cd,    y=y  +  (S — S)coBm\ 

3S  39  9S9  89  9  ^ 

a:=:a?  +  (Ä — iS)siDoo/  3(=^+(iS  —  iS)coso>; 

'  A       ''  t'  A  3  84  S  4  8  a 

a:=:a;+(jS — S)s\iim,    yz=:y  +  (S  —  S)co8o>; 

.      U«      8.      W. 

latOrlich  desto  genauer,  je  grosser  man  n  annimmt;   und  da  maii 

lan 

» 

19  8  4  5 

S,    S,    Sf    S,    S,  M..  ^ 

*  ^  .  • 

ins  deii  Wertlien 

19,345 
Cd,      CD,      CO,      CO,      CD,.... 

OD  m  mittelst  der  Formel  23)  berechnen  kann,  so  kantL  man  auch 

ach  und  nach 

■  \ 

11  99  884455 

^»  yi    ^*  y;    «:,  y;    a?,  y;    a-,^;....    \ 

wenigstens  näherungsweise  berechnen,    also    die   Trajectoria  an- 
ähernd  construiren. 

Wenn  i  negativ  ist,   so'  setze  man  nach  und  nach 


.  \ 


'w+0.      « 


•   ■      ^      ■■  '.         ■  .'■.■■.■     -^  .        ■  ':..'■ 

.         2          W+1  .         1 
=1-1 = ^1=0 

'  w  n 

.j2f      n+2.      « 

.   '3i      w  +  3.      a 

=  1-4- —  = l  =  (0 

,       n         n 

4i      n+4.      4 

r=|-| = t=ö 

«..     jv.  n 

"••■•*■  u.     1.     w.'  ■  ''  ; 

0  aber  natürlich  wieder  cot  nicht  kleiner  als  —90^  w%rden  darf, 
id  verfahre  dann  femer  auf  gan?  ähnlidhe  Ajc^  ^i^  im  vorher- 
ibenden  Fidlb. 


I 


8M  Smnert:   Ptktr  äat  tailMteke  PrtbUm. 

§•  7. 

Nach  6)  ist  bekanntlich 

C=tangisect+ltang(46o  +  40+jj^?|^^^. 

Setzen  wir  üan 

24)    c=tangt8ect  +  ltang(450-f  it), 
80  ist 

2G 

und  folglich,  wenn  wir  von  jetzt  an  der  Kflrze  wegen  xt»  yt  re- 
spective  bloss  durch  x,  y  und  pt  durch  u  bezeichoen»   nach  ä): 

r«    »du 

0^  =  0—1         —^ — IZZII ' 

»=*—  I        —2« '■ • 

Setzen  wir  aber 

ü==c--ti  VIT^--l(tt+ VT+i«), 

und  verlegen  der  Einfachheit  wegen  den  Anfang  der  Coordinateo 
in  den  Anfangspunkt  der  Bewegung,  setzen  also  a=0,  6=0,  was    i 
ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden  geschehen  kann,  so  ist:  ] 


^tatuti 


tangi  r^COSfl 

du 


oder 


2G  ' 

F«cosi«    r*»  udu 


36) 


26—  I       ^^ftF'cos»»^ 


_     Fgcosi^    /•«  8if 

y—  2S~   1       j     i4F«cost« 

^tamgt  2G 


ü 
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1er,  wenn  man  der  Kürze  wegen 


27)    o=  — 2g— 


)tzt: 


^^  .   r»      vdu  _  /^      Bu 

28)   a:=-oy     m^X)'    9=-<^J     T+I^ü- 

tmtgi  tamgi 

HieraQ9  erhält  man  leicht:    ' 

I 

tamgi  tangi 

tollet  tangi 

SO,  wie  man  sogleich  findet: 

f  9 :=  ö(tangf - a)  +  »»0»^  "  fTj:^*«- 

Für  fi  =  0>   d.  h.  für  den  leeren  Raum,  erhält  man  hieraus: 
j;  =  io (tangi*— M*),    y  =  o (taugt— u) ; 
Iso,  wenn  man  aus  diesen  beideu  Gleichungen  u  eliminirt: 

Q 

30)    ^=ytang»-^^5^^^3^, 

lie  brannte  Gleichung  der.  Trajectoria  im  leeren  Räume  *). 

Dies    Ist   als  die  erste   Annäherung  zu  betrachten.     Behufs 
iinor  «weiten  Annäherung  kann  man  setzen : 

«=  JS(fangi«-tt«)  +  fi5«y"  ttt/att-  |^«S»y*"  rf^S". 

tangi  tangi 

tangi  tangi 

od  betrachtet  man  dann  [i^  als  verschwindend,  so  wird: 


*>  II»  .IL  TKI.  XXI.  S.  446.  6),  wo  mto  nur  x  qinI  fr  gegesseitig  vectaa-^ 


^6  etukeri:   üeber  das  baUistiseke  PreNem. 

a:=iö(tangta— M«)+fi5«/     uüdu, 

tangi 

31)    \  "* 

^=:Q(tangi — M)  +  ftö*  /       Udu. 

tangi 

Ferner  kann  man  Behufs  einer  dritten  Annäherung  setzen: 
x=i(d  (tangt«— tt«)  +  iiQ^  I     uüdu---  fi^td^ßu  U^du 

tangi  tangi 

taug  i 

2^  =  5(tangt— M)  +  fi5«y       üdu-ii^ld^  ß      ü^u 

tangi  tangi 


tangt 

und  betrachtet  man  dann  ft'  als  verschwindend,  so  wird: 

■ 

ar = iö  (tang i^  -  n^)  +  f*ö*  /*"  u  üdu -  ft^ö»  /""  u Ü^Su,    , 

tangi  tangi 

32)     ^  .    ^ 

y  =  5  (tangi— m)  +  fiö2  y      üStt— |iA«5»  y      Ü^Öie. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar.  Unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Trajectoria  sich  sehr  der  Trajectoria 
im  leeren  Räume  nähert,  berechnet  man  auf  diese  Weise  gewis*  ^ 
sermassen  nach  und  nach  die  C^rrectionen ,  welche  von  den.ve^ 
schiedenen  Potenzen  des  Widerstandes  herrühren«  undoverfthrt. 
also  auf  ähnliche  Weise  wie  etwa  bei  der  Berechnung  der  Plane- 
tenstorungen.  Ueber  die  wirkliche  Anwendbarkeit  der  durch  diese 
Entwickelungen  hervorgehenden  ballisti^iichen  Formeln  kann  aber 
nur  die  Erfahrung  entscheiden ;  natürlich  wird  dieselbe  auch  durch  , 
die  Grosse  von 

^___  F^cosfg 

sehr  bedingt  werden.  Kleine  Anfangsgeschwindigkeiten  V  und 
den  absolaten  Werthen  nach  grosse  Neigungswinkel  i  werden  der 
Anwendbarkeit  der  in  Rede  stehenden  Formeln  gunstig  seiä. 


und  folglich  nach  dem  Obigen; 

/  17«8k^  »^  &irf+ 1  (1  +n»)  Wfifl  {  +  S«  (i  +  }«» + in«). 
Endlieb  kt 

=sii/F«8i.-/iiir^-l/ü(i+«>)ftfVT+l? 

■l>o 

2fuü*du:sufü*du-  ifüO.  +  M«)l8i«  -  tMl-Hu*-t-lu*)du. 
Es  bt  aber 

/üa+«')»3««=  P/(l+««)»aa— /acr/(i+«»)iau 

:  .  :       :=  r/(i+tt«)i»tt+2/9tiVI+ttV(i+«*)W«« 

■Hid 

/(i +«^ai.= (1 + a«)i/a«-/3.  (1  +  ««)iy3« 

=  tt(l +««)l— 3/u«8i»  VTFJ? 

=  «(1 +«»)?— 1m(1  +  «^»  +  !/3i«  VT+U« 

■kd  :  •   "^  ■  •     ■ 

'  i  I      ■ 

/SiiVl +  «»/(!  +  «•)*8«  =  i/«(l  +  tt«)«3i«  +  |/tt(l+i»«)a» 

'        »'  ....'1  i;  *> 

+ {/a»yTTi?i(«+ VT+1?). 

t^\A 

= !(«+  VT+ »*)/au  VlTä«-/ai(u + VTh^)/8u  vnti? 
=i(«+VT+liä)/a„vT+P-y*^:^^/s«VJT?,,   , 

Vl  +  K* 

hiid      '    .  . 

'      '  />■/•« -l_A/l  j  -.2\ 


=ti(«+ vr+5!>f.^/^.^Seö;' 


Ä7* 


IWIS  S^^m^Mrt:   (Mer  4a$  taUMIteke,  i'rtUm.    ' 

Nbh  toi  '  ;..  ■;■'.    • 

/«  «73«=  üftOu^/B  üfuBu  =  1 17««  ■^/u'du  VT+i»; 

also  »'/-v..  V 

und  weil  onn  nach  dem  Obigen 

ist;  i>e  lat',  •i*«n*  Man  ^n  WeHli-  vm  /8kV1'+i^  «m  dem  CM 
gen  einfflhrt: 


/«'Öu  Vi + ««s^ltt  (i  +  2a«)  VT+»?-ji(tt  +  VT+ M«), 
folglich  . 

/«üaa=4l7«»+JM(l+^*)Vl+«»-il(M+VT+^«). 
Setzt  man  der  Kflrze  wegen 

I 

f  «(«)==iüttHJ«(l+2»*)Vt+^--|i(tt+VT+l?). 

t  3^tt)=  I7tt  + 1(1  +  1«*)  vT+t?; 
80  ist  nach  31): 


^••.        .  .   '<  .  . 


f  a:=iS(tang?— tt«)  +  fiö« { a^(ii)—  a^(tangt)l. 
C  y=5(tangt— »)T|-^«JSF(«)^y(t«igOV  ,  : 


.V 

n      ■•' 


und 


Ferner  ist 

-  • »  . 

/  ü*Bu  =  Uf  üdu-fd  üf  ÜSit  .  I 

=  i7«i.+|ü(i+««)VTi:;?+2y!8«VT+J?/oa 


8«  VT+ tflfüdu  =  UvBu  VT+M» + 1(1  +  «VÄi, 

■    ■/  V.  .'  •■■■  \ 

fduvr+iÄfüdtt      • 


.  ,1  . .       1 


=  OfuSu  Vl.+,«*  -fd  r/«8i.,Vrj7?  +  im + u*)*9u 
=  JÜ(l  +  tt»)VT+i?+J/(V+««)»aic;        : 

r=)  c/a+u*)  vTFi^ -fr  ti((i^iii*^,iii«). 


> « •  * 


ind  folglich  nach  dem  Obigen: 

/l7«8iiö«M  &W+|(l+n»)  VT+i?l+  Sud +!«•+*«•). 
Endlich  bt 

2/«  IW«  =  i«/C7«8a- i/f7(l  +  M«)l  3«  -  5/«a + lM«+ *«*)3i«- 

»  ■  .  '  '  ' 

u  int  aber 

/€(}  +  k»)Jaa  =  17/(1  +u*)ldu—/Büf(l+u^du 

'.::■■■■.     =  r/(i+i»^8tt+2/3i«VTf«V(i+«*)W«« 

wd 

/a +«*H8«= (1 + «W3«-/3- 0. + «•)*/3« 
=  tt(l +««)'— 3/m«8««  VTFi? 

=  «(I  +tt»)J— 1«C1  +  M«)l  +  l/du  VT+U» 

asii«(i  +«i«)i + iu  y/T+Hfi + •1(1.+ Vt+i?). 


■  f  I   ■ 


I  •  ' 


/8»  VT+^/(i + u*)idu = i/«(i + ii«)«8i» + i/tt(i +i»«)a» 

+  i/a«  VTTi?i(»  +  Vn^). 

i  Äi(ii+vT+^/attVT+ü»-/ai(«+Vii^)/8nVTirä» 
\  =i(«+VT+«ä)/aaVTTi?-y*y=|=^/s«VjHir«,   . 

•  I  i  . 

==ii(«+vrT5r«)r»--y''-i5i^^±^to;  ' 


»!• 


also  .    ■  '•:       M"'     •;  /i;h     *     ?. 

folglich 


»       1        -1 


Also  ist  .  •      ' 


«>l 


*    A 

und  folglich  nach  dem  Obieen: 

•  •  •  ■.  ,  •  ■         •     I    \         •  \  '  1     ■        *      4 

/  C<l+w«)4i9«  =  C[|  i«(l  +a'')l  rfijM  VT+i? +!!(«+  VTh?)| 


4. 


Nach  gehöriger  Substitution  Jn  di^n  oben  für  2/uÜ^du  gefunden 
Ausdruck  erhält  darf  r        ^' 

+  11*2(1 +  tl«  +  jM*). 

■.  '^ 

Wftrd  also  der' Kürze  wegen  ■   .   •  i   •   '      i 

*i(M)=it7%«+j  t7t«(i  ^SttS  VT+v_i(„  +  VT+a 

-ittVT+;?i(a+^r+tä-äii(«  +  vi+M*)i« 

36)  ^  ■■.;.•'■    .  -•'•  .  1  ►■  u  ■ .. 

+  |tt«(l +««+«««), 

Wi(tt)=  ü{  ÜU+ 1(1  +«*)  VIT««} +*.«(!  +  ?«"+ J«*) 

•  .  ■  •  .1 

gesetzt»  8Ö  ist  nach  32): 

f  3=|5(tangi«— m*)  +  |ia5«J  <I>(t<)—  <P(tangt)j 

.       '^  -f*«5»l<Pi(tt)-<2^i(tangO), 

36)   < 

y  =  5  (tangt  —  ü)  +  (JLQ^{  ^(t«)—  ^(tangt)J 

-f*«P»(  «kCtO-^Mgöl.^ 

'  Eine  allgemeinere  Untersuchung  der  Integrale  von  der  obig 
Form  behalte  ich  einer^  späteren  Abhs^ndlung  yor.  ^,,1 


\s  « 


\Utii9i0i>tMu$imMi^  der  Di/f^ortmii^ie  m»  EgpomtUMgräum  eU:  401{ 


■  ■  ■ 

■1 


•    I  •      ,*,}'!■'•    I  * ' 


\.  ,1    :l  ."ij'i    *»r  ./    ;i-      .  ■-    .  -    '  .... 

lestiuuBung  der  Differenziale  von  Exponentialgrossen 
ut  Tei^derhcb^r ;  Basis  ufid  zasammengesetzten  ver- 
änderlichen Exponenten. 


'»:■         .   »I.:  .      . 

':■.-.■      .■■■:.     ■    .  . 

Von 

Herrn   Hofrath    O^ttingerj 

_  *     -  -  -        »  

'    Rrofettor  ah  der  UnWersität  ca  Freiburg  i.  B. 


'  '  #      - 


Em  sei  g=zy*,  so  ist  \gg=xlgy,  und   hieraus  erhält  man 
ircJi^  P^F^reriIiren,:  .^^ , 

|Ä,)lif{rausdQi:c|i /Wiedereinführung  des  Werthes  (Ür  q: 

a)         .  Stf=rUgy'Sx+x^]. 

ciieidet  man  a;,aiis  der  Klammer,  so  entsteht: 

fc         -         '  ■       ■    '         •  • 

'  "  v*V       Öl/ 

(2)      Sy*=y'.ar[lg^—  +^]=y^a:[lg2(Slga;  +8Ig2(]. 

ieht  {«ite  atbdb.  Igy  aus    der  Klammer,   multiplicirt  und  dividirt 
urch  Ig^t  60  wird  hieraus: 


•  d  Ist  f        Sil 
m    iW  3  lg  Ig  *^  ■        ==  -T — ,  und  hieraus  erhält  man  folgende 

reite  Fdrm  (3r  das  obige  Differenzial: 


4DK  0»lH»feiitaMt$mm:äir  PtfUrmmM»  tMMipmtiimrii'ttit» 

(3)         3r=y'«»'-««^P'«'K*+^^]- 

Die  Darstellungen  (^)  und  (3)  geben  die  Grundlage  fär  zwei  gai 
elegante  Entwickeluugen  zur  Bestimmung  der  fraglichen  Differenziai 


Erste   Methode. 


Um  Bz^    darzustellen»  setze  man  y^z^u,   so  whrd  nach  (3 
a;»:*^jf.l^[|gjg|gi>  +  aigj]»=»f^.jff  [lg«^+8lg»]* 

Wird  nun  By*  aus  (^  tn  die  Klammär  eingef&hrt  und  nach  di 
Einfuhrung  a  aus  der  Klammer  gezogen »  so  erhält  man: 


(4)  Bxy'z^;zfy:t[\gzl^yB\^x 

X  M 

Vm  BuF^   darzustellen»  setze  man  z^  =#.    Es  wird  aus  (2): 


8iii=5ti».#[lgtfaig#  +  8lgM]=  II»*  t^  [Igtt.  — +  8Ig»I.'* 


2^ 


Wird    nun   hier   der  Werth    filr  Bx^    aus  (4)  eingefifhrt  und  wii 
nach  der  ElnflBlimtig  ^'.;r  aus  der  Klammer  gezogen,  so  t^btsteU 

»• 

(5)  8ii»*  =tt»*.2»'.^.a:tlgtt.lgzrgy81ga:  +  lgi«.lgxaigy 

Igtf8lg2     aigi 

Setzt  man  nun   diese  EntwickelungsWeise  fort»    so   erkennt  mi 
leidit  das  hier  geltende  For^ataf^gesAtz.  •  Man  erfttlt  sttlert: 

X  X 

(6)  8tr»    ^=v^     vr  zy  ^'^[Igtolgtflgjilgydlg« 

Igtc8lgtt         31gw    ^ 
und  allgemein :  /  <,  .< 


•^ 


•...lgj;b-idlga:^-|-lR«ilg^s.-.lg«ii-4dig^-i 
,  Ig  igt  IgJTa  '"  Ig  J?it-^8igjr«~2 


•        ■ 


•bH  ■  J?^     ^  •  iJC^     f^     ••••  Äj 


Zweite  Methode. 

Awt  der  Daratelinng  0)  gewimt  man  auf  dem  gleichen  Wege 
«te  vorhin  Folgendes. 

Man  eetze  uz=^,  so  ist  ans  (3): 

&-=x^ig«-;igi.[aigig«+T^] 


=-'.»««^.w[^^^]. 


Wird  nnii  dy*  aus  (3)  eingefilbrt  und  Ig  x  nach  der  EinfUhruDg 
warn  der  Klammer  gezogen,  sd  ergibt  sich: 

.    -.:     :.:■  .  --.     :■■  (8)-  :.        •  ■ 

♦■      8^=^„^',g^,g.faigig.+^^+i|Mi_j. 

Setat  man  $=29',  so  wird  aus  (3): 
W««.lgi..|g#[8Iglg*  +  ^^] 

Wird  929*  aas  (8)  eingeführt  und  Igy'  Igor   nach   der  Einflihning 
ans  der  Klammer  genommen,  so  erhält  man: 

^'  c»)  h^=^'  igM^  ig*»'fer'g«P«g'g«+^^ 


+  Ä£.. ÜSig« 1 

^  ig«igjf»^  Ig«  .  Igy«  .Ig^'J 


Iben  so  entsteht: 


40^  AtAMMecA  g09fimmkil0:^JHil6irmii0Upo»  EximeHtnagriu 

(W>1  ,a«plf  v^=?7«^<   .*lg  ti><  V  ig  tt^*.  Jg 22/*  lgy€ lg:r pigjg 

^    Igor    ^Igarlg^^^lg^lgyxigj»' 
^  g'gigtr      ^^  j 

Ig^lgy^lg^S'*  lg;li^* 

and  allgemein :         ' 


«^' 


I        H 


X  X  '  X 


(11)    aa:i***       =:ari**'       lg  a?i***         ...Igar^"  Jg^n  [31g 

,  8lglgifn-i^.  ^^Iglg^~2    , 
T j^"^  I X       r  •••• 

fl— 1 


1  «  •  •  '  »  I  ■ 


I  •    •        I  I  < 


x^\      .         X...-» 


•g^«  *S'^„ln:'^fbl2^-'g^a  ' 


\  .    ...  .., 


^Maii  ^fi^^nn  iilu|^ens  aacb  (11)  durch  einige  Umformung 
unrnitfc^äi;  'atos.  Fp^eU  (7)  :|ibleitei^ . 

:.{IUl.?fJ'   »r/     Tili      ll  li,'!       ■.   i*'     1     .'f    J    '      »      -         • 

AB.weii4up  gen. 

Nimmt  man  in  (2)  für  y  odet-'w  beständige  Wertbe  an 
geben  6icb.;dJie^.bekarat6inDifferenziale: 

•V-l.t.-i  'Ulli  ^      -g 

1)  da«  =  a'>^1ga8ar   und  8y«=    ''^  .  ^  =  wy"-^8^; 

ferner  ergibt  sich  aus  (4)»  (5)^  (6): 

'    '  '      '  .    '       •  ■  ■  . 

^    -gi^'^=«*»V^iig«[ig,  ,igy  f  +  Ig  .^1  +  ^] 

n«.  s.    w«  s 

3)     '     v.rLi  >     a^y*:;=eyVar(':§+  -^), 


8ar  8y      dz^ 


u.     s.     w,  »-    • 


wl^9itiMkSTiiM&ti^%*  wuitiil^mttif^MdUin  wti^Sßditii^ExpßtuiUcu* 


■■:•)  •!! 


-•■"  ■  •'  •■.'^M  '  "    U    ä.    vv.  -        -:■:'-. 

U.      8.      W. 

■i •     i ;  ■  • :  i  x  : » •!  » '» i » »  1  i  .    *i  ■ .  1 1     \    !  ■    "    ' i '  '.*  .    "  •  ■      '  -  •  I       -.'.1:1   . r  •  1  ." 

■  '-    ■'■   .:'^    i"-;n      ^    :■■    ■      «'i -1'  •!»       ■;.'.      .:    »    •  ;.      ■       •    ■•:  •     «?;   oni; 
••  ••      J:    ..•'»■..      l      •       ■■  U.  ■  «."     W.     ;••  ■        ■•  =.-.    «''' 

'l't'.'i        *i'       'f,  *^  .  ■  I  ■•  i  ,  .     ..     J  > 

7)  dx'  =  x'[\gx+l]dx, 

Sx*'=za:^x'  [(lg  ar)«  +  Igar  +  ^]8a:, 

dx'*':=x'''a:''a:*  [(Ig*)»  +  (lg»)«  +  ~+  ^P«' 

u.    s.    w. 

Ferner  ergibt  sich  aus  (ß),  wenn  a:|  ;r2...^n  statt  ;r  gesetzt  wird: 

8)     8z*i  aff-*n  ==  2*1  *»•.-*„  [Ig  z  d  (Xi  X2»..-Xn)  +  Xi  X^  ,...Xn "— ] 

Wird  nun  d(xiX^.,„Xn)  diftewBfiin^  xtnA'XiX2.»*^Xn  und  lg2   nach 
der  Diiferenziation  ausgeschieden,  so  entsteht: 


I        I 


A||B.(9)  j^rg^ben  sich  folgende  spezielle  Fälle: 

-•■»:;■■      .    -  .'■  ;      .     I    'in\  ■'••■■■■"  ""  •'     ■'    •    '<■  '■\-       ."•■••    •■.'. 


i^     •;'••.■■■     r^x  ■    dv  .  du   -    821 


u.    s.    w. 


396  ervnen:    Vtber  dm  iallltliscfie  Piuältm. 

Na»  lal 

/Braus  o/Hau— /8P/«Su= iPi.'+/»»8«*frH?; 

also 

/P8ii=Pii+I(l  +  «^VTT«»! 
und  weil  nnn  nach  dem  Obigen 

ist,  8e  Ist ,  wenn  man  den  Wertti  von  fdu  V  !+«•  aus  dem  Obi- 
gen einführt; 

/«•a«  ^1+3=  i«  (1  +  S-fl  VT+lT'-il  (»  +  VTf^ , 

folglich 

/aPa»=iüu'+ii,(i+2«»)VT+T?-ii(»+vr+i7'). 

Setxt  man  der  Kurze  wegen 

r  a>(Ml=iD«»+;B(I  +  2ua)VI  +  w"-;i(«+ Vl-f  ««), 
33)   5  ^ 

so  ist  nach  31) : 

(  Ä=iö(tanBi'— it*)  +ftö*t<P(K)~  <P(tangi)li 
34)   1 

«  j,  =  iJ(laug.-»)  +  ^5)>|«'(«)-5'(tangi)l. 

Ferner  ist 

/p«a»=  v/vsu-fsvfvsu 

=  ü%+äP(i-i-ii')VT+7H2/a«vTFiiVl* 


h«>), 


a«  Vi + »vra»  =  Uu3„  VT+s» +5(1-1-  «ya«. 


=  p/«aiiVi-f 


/BiiVi-i-ii'/cau 
r»-/aD/BBr.VTF; 


+  !/(l+i.')'3iiJ 


iD(l+r.»)  VT+i>-|-S/(l-n,y8» 


=iD(l-f«')Vl  +  ii>-fi«(I  +  Jii'-fjB«). 


und  folglich  nach  dem  Obigen: 

Endlich  bt 

s=ii/ü«ai»-/iil7*8ii- 1/17(1 +«»>&rVT+T? 
■Im» 

,1 

2/«  I7«8ii  =  «fü*Su-  tfVß  +  »«)ia«  -  S/«(l + l««+iii*)3ii. 
Em  ist  ab«r 

/i7(i + k»)ia«  =  17/(1 +t»^{a«— /a  i7/(i + v*)idu 

■wd 

/(l +«^8«=  (1 + tt«)J/a««— /3.  (1  +  tt«)«/S« 

= «(1 +u«)i— 3/i««ai.  V  i + «» 

= «(1 +««){— j«Cl  +  «^» + J/3«  VT+1? 
=li«(l+»^i +!«  VTfi;?+;l(ii+ Vl+i?). 

/a«  V 1 + «V(i + «*)*  3« = i/«(i + «*)''3« + i  /«(i + ««•)  Ä» 

+  i/Bu  V 1  +  u«l(«  +  V 1  +  »"). 
''    •  "      '         /8aVtHH?l(«+VTTi^ 

■  f  •     _ 

= !(«+  VT+ i?)/aM  VT+«^-/8i(« + VTHi«)/au  VT^ 

i  •  '  .  '  ■        -■  ■■'■■./■•' 

1 .  ■  .      I  •.,■111. 


='i(m-  VTfÜ?)/8««  V^iT^-  t/«8«-i'^" ''>J-[±"'^8u 

■  ■  ■         *  ■ 


toBd 


= II  («+ vr+JT«)  f-Z'^^^ff^ft«; 


87 


408 


Branert:    Ceber  äf«  Segeln  tu  der 


Der  Ton  dem  Leeweg  und  Kiel  eing;escklos3ene,   180"  nicht 
filiersteigen  He  Winkel  heii:st  die  Abtrifri*)  oder  auch  wohl  seil»! 

,   der  Leeweg.     Die  Alitrifft   trird  bestimmt  durch  MeSsuug  des 
260"   nicht    überatei^ieiLtlen   Winkele,    welchen    die    Kicbtong   de« 

'   Kielwassers  mit    der  VerlängeriiDg   des  Kiels  rückwärts  über  deD 
UJttelpunkt  des  Koni[>aBse8  hioiuis  einschliesät.    Um   die  Abtrifft 
t  Leichtigkeit  messen  zu  küuneD,    ist  in  der  Mitte  des  Heck-     | 

[  bords,  ivorunter  man  im  Allgemeinen  dea  hinteräleo  obersten  Theil     , 
s  Schiffes  versteht,  «in  in  Striche  und  Viertelstrlcbe  getbeiket 

[  lb«s' {^zeichnet,  dessen  einer  Durchmesser  genau  mit  der  Rick- 

I  tSDg  des  Kiels  Eusaliiraentallt.     In  dem  Mittelpunkte  dieses  Krei- 

ist  eine  kleine,  gabelturmig  geüffiicte  Stütze,  Mick  oder  Stie*     { 

r,|i4r  getiannt,  errichtet,  und  wenn  geloggt  ist,  wird  die  Logleioe, 
fiie  man  ble  einholt,  in  die  Mick  gelegt;  da  nun  das  Laglirett  im 
Kielwasser  nachschwimmt,    so  ist  klar,  dass  sich  die  Ab  trifft  »11     | 
Leichtigkeit  auf  dem   in    Striche  und   Viertelstriche    eingetheilten     I 
Kreise  ablesen  lässt.     Meistens  übrigens  wird  dieser  ganze  Kreii     \ 
durch  einen  blossen  Halbkreis  vertreten,  dessen  Durchmesser  aut     [ 
dem  Kiel  senkrecht   steht  und  dessen  Bogen    nach  dem    hinteren     \ 
TlieÜe  deä  Schiffes  hin  liegt.     Die  Ginrichtung  ist  so  einfach,  dass 
eine  genauere  ßeschreitiung  derselben  nicht  erforderlich  ist.     Von      [ 
anderen  Methoden    zur  Messung  der  Abtrifft  kann  hier  nicht  wci-      , 
ter  die  Rede  sein. 


§.2. 

Unter  dem  wahren  Curs  eines  segelnden  Schiffes  wollen 
wir  den  180**  nicht  Übersteigenden  Winkel  verstehen,  welchen  die 
wirklfche  Richtung  seines  Laufs  mit  der  nördlichen  Richtung  des 
Meridians,  unter  welchem  sich  der  Mittelpunkt  des  Kompasses 
gerade  befindet,  elnschliesst,  indem  wir  unter  der  riürdlichen  Rich- 
tung des  Meridians  die  Richtung  des  von  dem  Mittelpunkte  des 
Kompasses  aus  nach  Norden  hin  gebenden  Theils  des  Meridians 
verstehen;  zugleich  soll  dieser  wallte  Curs  östlich  oder  west- 
lich genannt  werden,  jenachdem  \on  dem  betreffenden  Meridiane 
aus  der  Lauf  des  Schiffes  nach  der  uatlichen  oder  westlichen  Seite 
dieses  Meridians  bin  gerichtet  ist. 

Unter  dem  magnetischen  Curs  eines  unter  einem  bestimni; 
ten  wahren  Curs  segelnden  .Schliffes  wotlei)  wir  den  KorqpassstOd 
verstehen,  welcher  mit  dem. Kiele  des  Schiffes  **)  znsanimenfaD 


')  Abdrift. 
■■)  Kiel  imm 


m  Obigen  näher  beil 


311  Sinne  gcnoi 


limirtmdlunff  der  Ctirse  ttntt  ScMffis. 
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treuD  der  Kanipuie  keine  Variation*),  dua'Scbiff  keiiie  AIi- 

tta  .     .   '  ■,       i  „..     .,.,,,,/ 

T^'detn  ^ompasa- Cars  «liies  uviei  etjtem  Üestimmi^n 
Cur«  segelnden  Schiffes  wollen  Wir  entllicb  äen  Kampusd- 

verstehen,  »elclier  mit  RfieltsicKf  auf  Variatloü'  lind  Al/trilH 

im  Kiele  des  Schiffes  zusamiueDföllt. 

le  diese  verschiedenen  Curse  in  einander  zu  venvandeln 
i|l  nan  im  Folgenden  gezeigt  nerden. 

S-  3. 
Terwandlung  der  nähren  Curse  in  magnetische  Curse  uiid, 
ehrt  bedient  niun  sich  mit  Üucksiclit  darauf,  dass  jede  ^>^'e> 
ibarte  KonipaRiHlriche  einen  Winkel  vim  11".  15'  mit  einan- 
hsehRfessen,  am  besten  der  fnlp;enden  Tafel,  zu  deren  Ver- 
la und  sicheren)  Ucbrnnch  bloss  su  bemerken  ist,  dass  di<r 
Ketomne  Üatlichen ,  die  vorletzte  westlichen  Curaen  ent-' 
wte  dies  mich  in  der  Tafel  selbst  angezeigt  worden  ist. 


lichrr  m\rr 

Milftietta 

iicr    Cur«. 

weatikher 
Cu«. 

Wnhrer  Ciirs 
«catlicli. 

Wahrer  Cur> 
ü.tllch. 

0-  a 

K. 

N. 

11.18 

N»W. 

NjO. 

"•■'"■            22.30 

NNW. 

KNO. 

33.45 

NWiN. 

NOzN. 

45.  0 

KW. 

NO. 

56.15 

«W«W. 

NOjO. 

67.30 

WNW. 

ONO. 

78.45 

WzN. 

OzN. 

'                  90.  0 

W. 

0. 

101.15 

VViS. 

OeS. 

112.30 

WSW. 

OSO. 

123.45 

SWzW. 

SOzO. 

135.  0 

sw. 

SO. 

'                146.15 

SWzS. 

SOzS. 

157.30 

SSW. 

SSO. 

168.45 

SzW. 

SM. 

180.  0 

s. 

s.     \^   ',  /.^ 

Gleichbedeutend  mil 

DecIioalioD. 

.anl)   ■»ltl»B1    1 

lilliaS 

I*  ii*ii 
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ßrvnert:    l'eber  äU  Regel»  tu  der 


Mit  Rücksicht  rfar&uf,  dass  der  Winkel  xniscben  jeden  Ü 
I  Viertelstrichen  des  K(inipasKe8'J".48'-45'' belrfigl,  kann  man  di«M 
I  fabelte  in  der  obigen  Weise  leicht  auf  Viertelstriche  er- 
I  weitem,  nodurch  ihr  Raum  nur  etwa»  vergrilssert,  ihr  Gebranch 
[  Ip  Allgemeinen  durchaus  nicht  geändert  «ird. 


S-4- 

Um  nun  feraer  den  magnetischen  Curs  in  den  Kompass-Con 
verwandeln,  beracksiL-htigen  wir,  die  Abtrifft  für's  Erste  hei 
I  Äeite  setzend,  zunBchst  bloss  die  Variation,  welche  wir  hierin 
I   Strichen  utid  Viertelstrichen  gegeben  annehmen. 

Man  denke  sich  im  Folgenden  immer  das  Auge  auf  den  rieh- 

f'figen  masnelischen  KompaGSsIrich,    welcher  als   gegeben  varaus- 

i  gesetzt  ivird,   gericltlet.    Unter  dieser  VorausNeUnng  denke  man 

I  sich  ferner  daii  Schiff  zuerst  in  eine  «solche  Lage  gebracht,    das* 

es  auf  den   richtigen    iniignetigchen  Konipassstrich    anliegt,    d.  b. 

\  dass  dieser Konipasssti'ich  mit  dem  Kiel  Kusammenfällt;  so  tvflrde 

diese  Lage  des  Schiffes  die  richtige  t^ein,  wenn  die  Variation  gleich 

Mull  iräre,    oder  diese  Lage    wäre  die   richtige,    wenn   das  Nord 

[  der  Kompassrose  genau  nach  Norden  gerichtet  nüre.     Verschwii^ 

\  det  nun  aber  die  Variation  nicht  und  ist  zuerst  üütlich,    so  muss, 

das  Schiff  in   die  richtige  Lege  gegen  den  Meridian  zu  bria* 

I  |{en,  offenbar  der  Kiel  noch  um  einen  der  Variation  gleichen  Win- 

y  bei   nach   der   linken   Seite    des  Beobachlera  hin  gedreht  werden, 

nach    das  Schiff  augenscheinlich   an   einem    solchen    Kompass- 

I  «trieb  anliegen    wird,    welchen  man  erhalt,    w^nn   man  von.  dem 

I  inagnetischen  Curs  die  Variation  nach  der  linken  Seite  hin  abrecb- 

Verschivtndet  dagegen  die  Variation  nicht  und   ist   tvesilicb, 

muss,  um  das  Schiff  in  die  riclitige  Luge  gegen  den  Meridian 

'ku  bringen,  offenbar  der  Kiel  noch  um  einen  der  Variation  gleichen 

V^inkel  nach  der  rechten  Seile  des  Beobachters  hin  gedreht  wer- 

f  den,    wonach  das  Schiff  augenscheinlich    an  einem  solchen  Kom- 

r  passtrich  anliegen  wird,  welchen  man  erhält,  wenn  mau  von  dem 

I  inagnetischen  Curs  die  Variation  nach    der  rechten  Seite  hin   ab- 

L  Technet.     Dies   giebt   lojgende  Regel,    uni  aus  dem  magnelisclieo 

k  Curs  den  Kompass-Curs   zuvOrderst  ohne  Rücksicht  auf  Abttiflt 

Kn  finden: 


Richte  dai 
Kompassstric 
Cstliche  Varia 


Auge 


xur  rechten  Hand  ab. 


auf  den  gegebenen  magnetiachen 
chne  von  dem  magnetischen  Cnra 
r   linken    Hand,    westliche    Vatll 
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kWIr  trallni  diese  Regel  durch  ein  Paar  Beispiele  erilutera. 

List  der  roagneliscbeCurs  SSWjW.  und  die  Variation  IiStricb>*| 
Ich,  so  ist  ohne  Rücksicht  auf  Abtrifft  der  Kompass-Curs  Se\^!  . 

Eist  der  magneliscbe  Curs  NOzN.   und  die  Variation  Ij  Strich' 
(dich ,  so  ist  ohne  Rückeieht  auf  Abtrifft  der  Kompass-Curs  NOlOj 

Eb  innsB  nun  der  nach  der  vorhergeheuden  Re^et  bestimmte 
IToaipassCurs  noch  tve:;en  der  Abtrifft  corrinirt  »erden.  Da  des 
l>eeneg  immer  auT  der  Leeseite  liegt,  f-o  ist  klar,  dass,  iiachdea 
ier  KompasH  Curx  nach  der  vorhergehenden  Re^el  bestimmt  woia,! 
len,  man  sich  den  Kiel  jederseit  nach  der  Lurseile  hin  um  eineA' 
Ier  Ahtriffl  gleichen  Winkel  gedreht  denken  muss,  wenn  daa. 
khlff  ivirklich  den  richtigen  Ours  Kegeln  soll,  und  mao  moss  alsoji 
endUch  den  auch  negen  der  Abtrifft  corrigirten  Kompas«;^ 
1  Gnden,  von  dem  nach  der  vorhergehenden  Regel  bestimm- 
Kompass-Curs  die  Abtrifft  nach  der  Luvseite  hin  abrechnen,' 
lafi  sich  das  Auge  auf  den  nach  der  obigen  Regel 
I  Kompas^stricfa  gerichtet  denken  mnss.  Dies  giebt  : 
iolgende  Regel : 


im  corrigiiten  Kon4-J 

uge  auf  den  nach  d«Mi<i 

nteii     Kompasestricl»,] 

ieser  Regel    gefundenen 

ch   der  Luvseite  hin  ab^  J 


Cm  den  auch  wegen  der  Ab 
Cors  EU  finden,  richte  das 
hergehenden     Regel     bestir 

rechne    von    dem    nach    die 

pass-Curs   die  Abtri 

>t}m  aod)  dietie  Rigel  durch  einige  Beispiele  in  erläutemj  *{ 
erken  fvir  zuerst,  dass,  ivenn  man,  am  Kompass  siehead, 
QMtcht  nach  dem  Vordertheil  des  Schiffes  sich  hin  gerichtet  1 
\X,  dann  die  rechte  vom  Beobachter  liegende  Seite  des  Schi^'  ] 
Steuerbord,  die  links  vom  Beohacbler  liegende  Seite  des  ' 
Fes  dagegen  Backbord    genannt  \' 

(Dies  vorausgesetzt  sei  nun  der  magnetische  Cnrs  SO^S.,  AW'\ 
Tariation  2  Strich  nestlich,  die  Ahtrifft  U  Strich,  die  Luvselttf ^ 
lei  Backbord.  Wendet  man  die  erste  Regel  an,  ai>  erhält  man  | 
I9OJS.,  und  wendet  man  nun  die  ziveite  Regel  an,  so  erhfilt 
~|  mit  RGcksicht  darauf,  das»  Backbord  die  Luvseife  ist,  SOz^  ■ 
Der  magnetii^che  Curs  sei  SSW|W.,  die  Variatinn  4;  Strich  ' 
~  ,  die  Abtrifft  6\  Strich,  die  Lnvseite  sei  Steuerbord.  Die  ' 
I  Regel  giebt  SSOjS.,   die  zweite  giebt  SW^S.  »1 

{Der  magnetische  Curs  sei  NWzW^W.,  die  Variation  3  Strich!'| 
Hiebt  die  Abirifft  3  Strich,  die  Luvseile  sei  Steuerbord.    Dl^ 
AgitlbtNNWiW.,   die  zweit«  giebt  NjO.  -ju 
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•  I  Der  magnetiBcbe  Cnrs  sei  SOzOfO-,  die  Variation  3|  Strich 
Östlich,  die  Abtrifft  7  Strich,  ijie  Luvseite  sei  Backbord.  IHa 
^tsle  Regel  glebt  OzN. ,  die  ziveite  giebt  N. 

Der  magnetische  Curs  eei  OJIN.,  ilie  Variation  2i  Strich  üst- 
I  nch,  die  Abtrifft  3  iStrich,  die  Luvseite  sei  Steaefbord.  Die 'erste 
I   Kegel  giebt  KOkO.,    die  zweite  giebt  O. 

Die  Halsen  sind  die  Taue,  mittelst  nelcher  die  antereu 
£cken  der  Oiiterseeget  an  der  Luvseite  nach  vorn  angelioit  und 
Sefestigt  iverden.  Ist  die  Luvseile  Steuerbord,  so  sagt  mau;  ilai 
r  Schiff  seegelt  über  Uackbord  liiit  SteuerbordshalKen  zu  oder  es  liegt 
i'dlul'  Steuerbordshalsen.  Ist  die  Luvseite  llai-'kbord,  so  t>agt  man: 
[  das  Schiff  seegelt  über  Steuerbord  mit  Backbordshalseu  zu  oder  es 
I  Kfigt  auf  Itackbordshalsen.  Dies  vorausgesetzt,  tterden  auch  die 
.   folgenden  Beispiele  verständlich  sein. 

Der  magnetische  Curs  ist  SWjS. ,  die  Variation  4  Strich  «Mt 
Ucb,  die  Abtrifft  2^  Strich,  das  Schiff  liegt  auf  Steuerbocdshalsn. 
Die  erste  Uegcl  giebt  WzS^W.,  die  zweite  giebt  VVNW. 

Der  magnetische  Curs  ist  NOzO.,  die  Variation  2  Strich  nest- 
lich, die  Abtrifft  2  Strich,  das  Schiff  segelt  über  Steuerbord  mit 
Backbordshalseu  zu.  Die  erste  Regel  giebt  OzN.,  die  ztvettt 
giebt  lHOy-O. 

Der  magnetische  Curs  ist  NWzNiW,,  die  Variation  3  Stricl) 
Östlich,  die  Abtrifft  5  Strich,  das  Schiff  liegt  auf  Backbord  shalMD. 
Die  erste  Regel  giebt  WNWiVV.,  die  zweite  giebt  SWJW. 

,  Diese  Beispiele  werden  hiureicbeu,  die  beiden  obigen  »el« 
wichtigen  Regeln  vollständig  zu  erläutern. 

Soll  man  umgekehrt  den  Kompass-Curs  in  den  magnetiscben 
I  Tfrnandeln,    so    hat  man   natiiriith   die   beide     obigen  Regeln  in 
nigekehrter   Ordnung    und    in    umgekehrter  Weise    anzuwenden. 
I  Dies  giebt  die  folgenden  Regeln: 


l'l  ^' 

on  dem  e 

ege 

bene 

11  Kon 

i.ge 

auf  den 

Seg 

eben 

en  Ko 

Abti 

frt  nach 

der 

Lee 

Seite 

i-Cn 


gerichtet^  d>![ 


..  Von  dem  auf  diese  Weise  erhaltenen  Cnrs  reötn 
man,  das  Auge  auf  den  gegobeuen  Kompasstrieb  ge* 
richtet,  die  {istliche  Variation  Kur  rechten,  die  west- 
'ijcjbe  Variation   zur  linken  Hand  ab. 

Der  Kompass-Cars  sei  SH^S.,   die   Abtrifft  5i  Strich,   die 
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ition  4^  Strich  fistlich,  die  Luvseite  sei  Steuerbord,  die  Lee- 
seite also  Backbord.  Die  erste  Regel  giebt  SSO^S.»  die  zneits 
gicbt  SSWJW. 

Der  Kompass-Curs  sei  WNW,.   die  Abtrifft  2i  Strich,    di« 
Tatiation  4  Strich  n-estlich,  die  Luvseite  eei  Steuerbord,  die  Les><i 
uite   also   Backbord.     Die  erste   Regel  giebt  W;S.,    die  zneiUi'  ] 
'giebt  SW'iS. 

Der  Ki.mpaBs-Curs  sei  N-,  die  Ahlrifft  7  Strich,  die  Variatioa  J 
3]  Strich  östlich,  die  Luvseite  sei  Backbord,  die  Leeseite  alsa  { 
Steuerbord.  Die  erste  Rep:el  g'tebtUzN.,  die  zweite  giebt  OSOiS.J 
oder,  was  dasselbe  ist,  SÜxO^O. 

Will  man  mehr  Beispiele,  so  braucht  nian'die  ßr  den  erste», 
Fill  gegebenen  nur  sämiiitlJch  umzukehren. 


»er   eine  Klasse   von  Integralfunctionen  zweier  nn-, 
ingigen  Veränderlichen,  welche  zwischen  gewissen 
Kmmten  Grenzen  verschiedene  Werlhe  geben,  wenn 
Bie  Ordnung  in  der  Integration  umgekehrt  wird. 

Von 

Herrn    Professor   G,   Becher 

OD   Akt  polytechnischen  Schule  zu  Aagibar^. 


Kpem  Beispiele  Cauchy's  folgend,  halt  auch  Cournot  in 
r  Theorie  der  Functionen  an  dem  Satze  fe^^t,  dass  ein  be- 
mtes  doppeltes  Integral,  dessen  Aenderungsgesetz  zwischen 
^Grenzen  desselben  unendlich  wird,  verschiedeoe  Werthe 
I  könne,  nenn  die  Ordnung  in  der  Inlegraliua  umgekehrt 
ÜB,  und  fübrt  zum  Bevreise  dieses  Satzes  die  Function  ~ 


V=r^^dxJ^^*  ds- 


(a^+S*)* 
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SB,    ans  trelcher  er  in  dev  für  die  Integration  angedeuteten  Or^ 
nung  <lie  Ergebulsse  zieht: 

/•+>       +1        «  /»+i  1  ^  1 

V^  I       dx.^u.-j-^, — ;  =  2  /        äx- -T—, — ä=2'^i-arctangj;=iii 


dann  kehrt  er  die  Ordnung  beim  Inte^riren  uro  und  findet: 

~~V        ''2/-rqr^=— 2fj-arctaiigy^— «, 

iIsQ  allerdings  den  wesentlichen  Dnferuchied 

V~  C'=2n 
'zwisehen  den  beiden  Werlben  des  obigen  bestimmten  Integrati. 
Gegen  diese  Ergeltnisse  kann  zwar  kein  ähnlicher  EinwanJ 
t  erhoben  werden,  wie  es  in  meinem  rrtihern  Aufsätze  (Archiv- 
,Thi.  XIX.  H.  4.)  in  Betreff  der  von  Cauchy  in  seinen  Exercice* 
[  Rhgelejteten  Resultate  geschehen  ist:  dcmohngeachtet  ist  def 
Schluss,  dass  jener  Unterschied  in  den  Werlhen  der  Function  ü 

Ton  dem  ünendlichwerden  der  Function  i^,-  „  .  ''^^  Ktvisches 
den  Grenzen  der  \eränderlichen,  nSmlich  wenn  x  und  y  gleicb- 
tig  Null  werden,  herrühre,  nichts  desto  iveniger  falsch;  deop 
es  gibt  eine  Menge  ähnlicher  Functionen,  ivek-he  nicht  unend- 
I  lieh  werden  und  doch,  in  gleicherweise  hehundell,  verschiedene 
I  Werfhe  flehen,  wenn  die  Ordnung  in  der  Integration  umgekehrt 
'  nird,  und  der  Grund  fiir  jenen  Unterschied  niuss  ganz  anderswo 
[  'gesucht  werden. 

Einen  Fingerzeig  för  diesen  Umstand  werden  wir  ecboo  erbti- 
[  ten,   fvenn  wir  die  gegebene  Function 


iher  untersuchen,  namentlich  in  Betreff  ihres  Wertbes  (£ 

1       LI    u 


etwas 

x=0  und  3^0-    Setzen  wir  zuerst  y=:Q,  so  n-ird 
Lsbo  positiv  für  alle  Werlhe  von  a:  nnd  gibt  also  für  x=i(i 


'  •  -  mMter  tmaHänffiffem  Vttränätrttehen,  eie.  41S 

i 

setzt  .man  dagegen  zuerst  j?=09  so  wird  z=: ^,  bleibt  also  ne« 

gativ  ffir  alle  Wertbe  von  y  und  gibt  für  y  =  0 

1=  —-00. 

Die  Function  z  hat  also,  obgleich  sie  weder  mit  «r,  noch  mit 
f  das  Zeichen  wechselt,  und  in  Bezug  auf  :  nur  vom  ersten  Grado 
ist,  fi5r  a:=0,  y=0  gleichzeitig  die  Wertbe  +  ob  und  — oo,  und 
es  ist  gewiss  eigenthümlich,  dass  der  eine  dieser  Wertbe  zum 
Vorschein  kommt ,  wenn  man  zuerst  über  die  y,  dann  über  die  x 
ferfügt,  und  der  andere,  wenn  man  umgekehrt  verfährt.  Unsere 
FoDction  erhält  aber  ausserdem  noch  den  Werth  0,  wenn  07=0, 
jf=:0  wird,  und  dieser  Werth  ergibt  sich,  wenn  man  y  von  x  oder 
t^ow  y  abhängig  macht;  setzt  man  nämlich  yziskx,  so  wird 
dieMiba 

ond  gibt  fiir  k=s  1  und  jeden  beliebigen  Werth  von  x  den  Werth 
^=0|  man, bat  also  auch  z:=:0,  wenn  a;  =  0  und  ix=^y=:0  ist* 
Wie  kann  man  also  verlangen,  dass  das  doppelte  Integral  aus  un- 
serer Function  von  der  Ordnung  beim  Integriren  unabb<Hngig  bleibe, 
n^eim  die '  Function  selbst  schon  verschiedene  Werthe  zwischen 
deu  Grenzen  des  Integrals  erhält,  je  nachdem  man  sie  anders  be- 
btndelt^  je  nadidem  man  zuerst  dem  x  oder  zuerst  dem  y  einen 
ieltittimti^o  Werth  beilegt? 

"' "Ute'  jedoch  der  Sache  auf  den  Grund  zu  kommen  und  den 
Anbäng'ern  djer  Theorie  von  Cauchy  die  gänzliche  Grundlosigkeit 
'fieser  Theorie  zu  beweisen,  wollen  wir  unsere  Untersuchung  wei- 
W'vchfolgen. 

Wie  schon  bemerkt  wurde,  ist  die  von  Cournot  beigebrachte 
FoDction  nicht  die  einzige,  welche  Werthe  mit  entgegengesetzten 

'  Zeichen  gibt,  wenn  man  die  Ordnung  beim  Integriren  umkehrt; 
iian  sieht  leicht,  dassdiesslur  alle  Functionen  der  Fall  sein  muss, 

'«weiche  der  Form 

!r  iigoh<?ren  und  deren  doppeltes  Integral  zwischen  gleichen  Gren- 
-  tm  ßtt  Of  nnd  y  nicht  Mull  whrd;  denn  man  hat  offenbar: 

(1) 

28* 
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da  aber  auch 

ao  Tolgt  daraus: 


(!) 


nenn  demnach  diese  Integrale  einen  von  Null  ver-'^tbiedenen  WeHh 
haben,  so  besteht  auch  ein  Unlerschieil,  je  nachdem  mao  in  eiut 
andern  Ordnung  Integrirt,  gleichviel  oli  die  Function 

C^=" +  ?*")» 
anendlich  ivird  oder  nicht  zwischen   den  Grenzen  ■\-a  nnd  — > 
ßir  X  und  (/. 

Alan  wird  sich  nun  leicht  überzeugen,  dass  füT  alle  Functio- 
nen dieser  Art,  welche  immer  Nnll  werden.  In  «elcher  OrdoiiDg 
man  X  und  y  nach  einander  Null  setzt,  auch  der  Werth  des  dop- 
pelten Integrals  (I)  immer  Null  wird,  wodurch  die  Gleichung  (2J 
nnmittelhar  befriedigt  ist.    Dless  ist  immer  der  Fall,  nenn  man  hat: 

™(2p  +  I)>2r(y; 

denn  setzt  man  y=kx  und,  um  dem  Werthe  oo  fiir  £  anuzuwaicheo, 
Mcb  x=hy,   so  wird: 


M«_l)2j>+1 

nnd  demnach  z  immer  Null  für  x  =  Q,  (f=0,  da  in  diesen  Aos- 
drücken  k  und  h  nur  von  — 1  bis  -|- 1  genomniea  werden  dürfen, 
am  alle  muglicben  Werthe  von  x  und  y  zu  umfassen. 

,  Wird  dagegen  ni(2/»  +  l)~2w^<0,  so  wird  ans  (3)  2=^» 

fOr  ^=0,  so  lange  £<]  ist;  man  bat  dagegen  f= — <: 
k>  I,   and  1=0  lur  jeden  Werth  von  x.  sobald  k=il  ( 
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«titd;  dasselbe  ergibt  sieb  aus  Gleichung  (4),  wenn  A>1.  <1 
oder  =:1  uDÜ  ^=0  ijeseUt  nird;  liir  alle  Werthe  von  m,  n,  p, 
q,  welche  der  vorstehenden  Dedingimg  entsprechen ,  zeiirt  also  die 
Function  :  einen  ganz  Khulicben  Gang,  nie  die  von  Conrnot  ge- 
wählte, und  gibt  desshalb  auch  beim  Integriren,  ohne  Rücksicht 
ini  <Iie  Bedeutung  des  Integrals,  Werthe  von  entgegengesetzten 
Zeichen,  wenn  die  Ordnung  umgekehrt  wird. 

Hat  man  endlich  m('2;»-]-l)=2ng',  so  wird  z  eine  Function  von 
k  oder  —  und  erhält  daher  für  ;r=0,  y=0  gleichzeitig  eine  unend- 
liche Menge  von  Wertben,  welche  entiveder  den  Werthen  von  k 
tm  — CO  bis  +00  oder  den  Werthen  von  k  von  —1  hia  +1  und 
den  Werthen  von  h  von  +1  h'ts  —1  entsprechen,  und  zwischen 
den  (irenznerlhen 

=  =  +  1   ßr  A=Ü, 

i=— 1   für  A=0 

Enthalten  sind;  die  Function  i  erhält  also  (tir  «=0,  5=0  glei 
Mitig  alle  mljglichen  Werthe  von  — I  bis  ^-^  *),  ivird  aber  n 
nais  unendlleh.  Demohngeachtet  geben  viele  dieser  Fuuclio- 
WB  auf  gleiche  Weise,  wie  es  oben  nach  Cournot  geschehen 
itt,  inte&ritt,  Werthe  von  verschiedenen  Zeichen,  VFenn  man  die 
Otdnung  der  Integration  umkehrt. 


Nehmen  wir,    um  dies 
fieser  Funttiunen  heraus. 


läher  zu  beleuchten 
mlich  die  Function 


die  einfachste 


und  stellen  wir  uns  dieselbe,  um  uns  ihren  Gang  recht  anschau- 
lich EU  machen,  als  Gleichung  einer  Fläche  in  Bezug  auf  recht 
itinklige  Coordinalen  vor.     Die  Form 


"a^+i' 


(6) 


mter  welche  dieselbe  nach  dem  Vorhergehenden  gebracht  werden 
bann,  zeigt  sogleich,  dass  dieselbe  von  jeder  durch  die  Achse 
der  i  gelegten  Ebene  nach  einer  zur  Ebene  der  xjf  parallelen  Ge- 
raden geschnitten  wird,   deren  Entfernung  von  dieser  Ebene  sieh 


*)  Eine  ihnliclie  Fonclion  bähe  ich  schon  im  zweiten  Bande  meinea 
„Bandliuvhes  der  Mechanik"  in  der  Anraerkaog  to  g.  101.  S.  24». 
luipracliea. 
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ilitt  mit  der  Tsni>eDte  k  des  Winkels,  welcben  die  scbneiden^e 
Ebene  mit  der  Ebene  der  .es  liildct,  ändert  und  immer  sn-lscheD 
+  c  und  — c  liegt.  Schneiden  ivir  dagegen  uosere  Fläche  durtb 
eiae  zur  Ebeoe  der  xy  parallele  Ebene 


ao  zeigt  die  Eliroinations-Gieicfanng 

(c  +  i,)»/«=Cc-i,)a;a.  0) 

das8  jede  solche  Ebene  unsere  Fläche  nach  zwei  in  der  AcbsQ 
der  :  sich  kreuzenden  Geraden  schneidet,  so  lange  fj  <c  i«ti 
die  Ebene  der  xy  sellist,  für  welche  :i=0,  schneidet  dieselbe 
nach  7.wei  unter  sich  rechtiviiiklichen  Geraden,  welche  die  Wis- 
kel  zwischen  den  Axeii  der  x  und  y  ha!l>iren;  (Jir  :,  =  c  falle« 
beide  Geraden  in  eine  zur  Achse  der  x,  für  i,:= — c  in  eine  mr 
Acbse  der  y  parallele  Gerade  i-.usammen,  lün!;s  welcher  dann  un- 
sere Flüche  von  der  sonst  schneidenden  Ebene  berührt  wird. 
Endlicfa  Tdr  i,>c  wird  die  Gleichung  (7): 

und  gibt  nur  noch  imaginäre  Wertbe  für  y  oder  x;  die  Fläche  lli 
also  zwischen  den  beiden  berührenden  Ebenen  i= J^c  eingeschl» 
een  und  enlliült  das  Stück  der  Achse  der  *  von  i  =  —c\A* 
i^  +  c.  Man  wird  sich  durch  diese  Betrachtung  leicht  überieB- 
gen,  dass  unsere  Fläche  dutclt  eine  Gerade  erzeugt  gedacht  "ö; 
den  kann,  weiche  fortwährend  zur  Achse  der  :  senkrecht  bleltti 
sich  in  dieser  Axe  zwischen  i=— c  und  i  =  +  c  auf-  und  niedw 
bewegt  und  dabei  fortiviibreud  um  dieselbe  dreht;  sie  18 1  also  eine 
Art  Schrauhenaäcbc,  besteht  aber  aus  zwei  rechts-  und  zwei  linl» 
geivundenen  symmetrischen  Theilen,  welche  eich  in  den  Ebenen 
der  XI  und  yz  an  einander  anschlicssen,  in  jener  über  der  Ebene 
der  xy,  in  dieser  unter  derselben,  so  dass  die  FlScIie  von  det 
Achse  der  ncgaliven  i  aus  engesehen  in  Bezug  auf  die  Achse  dtf 
y  dieselbe  Beschuffenbeit  besitzt,  nie  von  der  Achse  der  positica 


iBezL 
Um 


,uf  lue  Achse  der 


n  anschauliches  Bild    unserer  Fläche  zu  erhalten,  darf 
man  dieselbe  uur  entweder  durch  eine  Kreis -Cylinderfläcbe 

x'^  ■\-  y^=-T'' 

schoeidea,  und  x^rcosia,  ^^rsino)  setzen;  man  findet  dann  als 
Gleichung  der  Ourcbschnittscorve  oder  als  Gleichung  der  Fl8dw 
selbst  in  Cy linder- Coordioaten  den  Ausdruck: 


tmtMätiglom  VerOmbrUcätm,  aSfi.  419 

2=cco82cD»  i»=iarccos-» 

c 

welcher  zeigt,  dass,  wenn  man  die  erzeugende  Gerade  sich  gleich- 
furmig  um  die  Achse  der  z  drehen  lässt,  ihre  auf-  und  absteigende 
Bewegung  längs  dieser  Achse  keine  gleichförmige  sein  darf;  oder 
man  schneidet,  unserm  Zwecke  besser  entsprechend»  unsere  Fläche 
dorch  die  vier  Ebenen 

wodarch  man  Taf.  VI.  Fig.  3.  erhält,  welche  mittels  der  Glei- 
ifhongen  (6)  leicht  zu  construiren  ist  und  die  Coordinaten- Achsen 
fal  einer  solchen  Projection  darstellt,  dass  von  den  damit  zusam* 
MenräUeAden  Kanten  eines  Würfels  die  eine  halb  so  groscT  er* 
•eheint  als  jede  der  beiden  andern. 

f     U  ( Madfadeln  wir  auf  diese  Weise  den  Gang  der  Function 


f 


a:«— i« 


^-  garifgend  kennen  =gel0mt  nnd  nns  überzeugt  haben,  dass  hier  für 
[  den  Werth  von  s  von  einem  Durchgang  durch  Unendlich 
h  dvchaos  keine  Rede  sein  kann,  so  wollen  wir  das  Integral 

;       v-ej       axj       üy.^_^^~     cj       ayj      <^^2^.^« 

lAT 'dieselbe  Weise  behandeln,  wie  es  im  Eingang  mit  der  von 
GiBxnbt  ij^wählten  Function  geschehen  ist,  und  ohne  Rücksicht 
dtfiof,  wsA  dieses  Integral  bedeuten  soll*    Man  hat 


md  damit  ergibt  sich  nach  und  nach: 


-1, 


da?./i/y(2a:arctang— — y)=2c  /       <Lr(22rarctaog a) 

l     s=2«z/,(a;*arctang-— aa?)+2c/       dx.-^grrZÄ 

>  — tf 

f  , 

\       =  2c^jr  (a:*arctang a^  arctang  — ) , 


Ipd  we^n  man  hier  beachtet,   dass  arctang  —  bei  dr=0  durch  \n 
Uiidinrch|;eht,   dass  also 
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arctan^— — =Jn 
geDommen  werden  miiss,    so  findet  mati: 

find  demnach  auch  in  gleicher  Weise: 

nnd  damit  einea  ähnlichen  Unterschied  zwischen  Ü  \}ind  ü'  tiib 
bei  der  Function  von  Oournot,  ohne  dass  das  Aenderungs* 
gesetz  zwischen  den  Greniten  des  Integrals  durch  Ca* 
eudlich  gebt. 

Es  ist  dadnrch  unwiderlegbar  bewiesen,  dass  das  Uneil^ 
lichwerden  nicht  die  Ursaube  dieser  verschiedenen  Wertbe 
kann;  es  miiss  dieselbe  also  nolhwendi^  doch  in  der  Behandlung 
des  Integrals  liegen  und  in  derselben  ein  Fehler  mit  eingeschlicba 
fein,  der  zum  Vorschein  kommen  luuss,  sobald  wir  dem  Integral 
einen  bestimmten  8i)in  niiterlegen. 

I 

Nach  dem  Vorhergehenden  liegt  ea  nun  sehr  nahe,  die  Fnoctim 


als  Aendeningsgesetz  zweiter  Ordnang  in  Bezug  auf  die  gleiib- 
zeitige  Aendernng  von  a:  und  y  des  von  unserer  vorher  belradi- 
teten  Fläche,  der  Ebene  der  xi/  und  zwei  zu  den  Ebenen  der  n 
und  1/z  parallelen  Ebenen  begrenzten  Raumes.  V  zu  betracbtenj 
so  dass  man  bat  *) : 


d.-i 


Ä^  +  y" 


•)Man 
S.  121.  u. 


n  „naadbuch  der  Uechanilc"  ILU^ 


SKcler  unabhan0geH  VeränderUchen ,  ete. 
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Man  iTÜrde  aber  sehr  irren ,   vcenn  laan  den  oben  gefandeiiea 
Werth  (8)  oder  (9)  von  £7  als  das  Maass  des  von  nnserer  Fläche, 
der  Ebene  der  oftf  und  den  vier  Ebenen  x:=  +  a,  y^j^a  begrenz* 
tea  Raumes  AZCBDEFHBJEKZ  (Tnf.  VI.  Fig.  3.)  nehmen  wollte, 
und  das  vorliegende  Beispiel  macht  es  f>erade  recht  deutlich,  nie 
Bothivendig  es   ist,    beim  Integriren  auf  den  in  der  Einleitung  zu 
meiner  Mechanik  (I.  Bd.  S.  113.)  au%6stellten  Satz  Rucksicht  zu 
Defamen,  für  welchen  raan  in  den  Beispielsammlungen  von  Mag- 
na» und  Sohncke  nur  die  Andeutung  findet,  dass  man  nicht  durch 
Null  hindurch  integriren  dürfe,  während  man  in  den  Lehrbüchern 
der    lotegral-ßechnung  stilkchiveigeiid  darüber   hinweggeht  oder 
aici    mit  den    von   Cauchy    erfundenen  Schwierigkeiten   für  den 
I  Durchgang  durch  Unendlich  piagl.     Ich  habe  a.  a.  O.  gezeigt,  dass 
'  der  Durchgang   durch  Unendlich   keine  grösseren  Schwierigkeiten 
bietet,    als   der  Durchgang  durch  Null,    wnd  dass  es  auf  die  Be- 
■  deutung,  welche  einem  Integral  beigelegt  wird,  ankommt,  ob  raan 
I  durch   Null  oder  Unendlich  hindurch    integriren   darf  oder    nicht, 
bdetn  „man  in  solchen  Fällen,    wo    das    Aeoderungsgesetz 
einer  Function  beim  Durchgang  durch   den  Werth  Null 
oder  Unendlich  das  Zeichen  ändert,  oder  wo  es  mit  der 
Fnnction  selbst  durch  Unendlich  geht,   ohne  das  Zei- 
I    chen  zu  wechseln,    für  das  bestimmte  Integral,    dessen  Gren* 
1    leo  zu  beiden  Seilen  dieser  Wetthe  liegen,    darauf  Rücksicht  zu 
i    nehmen  hat,    ob  die  betreffende  Grösse   ihrem  Begriffe 

inach     entgegengesetzte    Werthe     erhalten    kann     oder 
nicht,   da  im  ersten  Falle  die  Integration  immer  einen  richtigen 
Werth  gibt,    während    man    im  ztveiten  Piille  (wo  man  dem  Inte- 
gral   die  Bedeutung  einer  CurvenlSnge,    Fläche  u.  s.  f.  unterlegt) 
I    das  Integral  In  zwei  Theile  zerlegen    muss,    deren   gemeinschaft- 
i  liehe  Grenze  da  ist,  wo  das  Aendernngsgesetz  Null  oder  Unend- 
Geh  wird ,    und   dann  ohne  Rücksicht  auf  die  Lage  der  Grenzen 
'   den  Werth  von  jedem  Theile  zu  berechnen  und  deren  Summe  zu 
nehmen   hat." 

Wenden  wir  diesen  Satz,  für  welchen  man  a.  a.  O.  den  Grund 
angegeben  findet,  nun  auf  unsern  vorliegenden  Fall  an,  und  inte- 
(riien  wir  unsere  Function 

I  nrirst  In  Bezug  auf  jf,    nehmen  also  X  als  unveränderlich  an,  so 
)  erhalten  wir  durch  das  Integral 


"  dx 


=fd!,..^^. 


liiffTitinvj^ 
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die  Oberflficbe  O«  «Ines  EuC;Acbse  d^r  4r  ««Qkreefeten  Sdlliittes 
abcdefg  (Taf«  VI.  Fig.3.)>  ?oa  welchem  ein  TbeiL  ^<^  ühet  del 
Ebene  des  sry  liegt,  währeod  zvreil  Tbeile  dicrund  :€^  unter  die* 
8et  Ebene  liegen  und  aU  negative  FlScfaen  erjicbeitien,  weil  da/S 
Aenderungs^i^etB  . 

■    •  gase    h  ,  % 

■ 

fSr  y:=zx  Null  wird  und  das  Zeichen  wecbsdt  Wird  daber  das 
Torbergebende  Integral  geradezu  zwiscben  den  Grenzen  -{-a  und 
—  a  genommen  9  so  gibt  dasselbe  nur  den  Unterschied  zwiscbeo 
dem  Flächeninhalt  der  oberhalb  und  der  unterhalb  liegenden  Tbeile^ 
lind  man  muss,  um  die  ganze  Fläche  Ojr  zu  erhalten^  das  Integral 
in  drei  Theile  zerlegen,  von  denen  der  ierste  von  jy=+a  bis 
y=+ar,  der  zveeite  von  y=:  +  ;r  bis  y = — a:*  der  dritte  von  y=— * 
bi«  f/.=.,-r-a  reicht,   ao  dass  man  hat: 


<»•       I 


dV 

dx 


'  =  0*=/    dff.z+J       dy.z+J       (dg. 


=c[^y  (2a:arctang^— ^) +^y(2a?ärctang-^— ^) 


—  o 


+  ^y(2;t?arctang^~y)] 


a 
= c  [(4» — 1)  a? — 23:arctang-:  +.c + (jc— 2)x+ (4«— 1)» 

— 2a?arctaDg  — +•] 

•I? 

=  2c  [(ir  — 2)a:— 2a:arctang  -  +  a]. 

i 
'    '  ■' 

Dieser  Ausdruck  ist  nun,  wie  schon  angedeutet»  das  Aeoclif 
rungsgesetz  unseres  Rauminhaltes  in  Bezug  auf  die  Aende^voS 
der  a: ,  er  muss  also  noch  in  Bezug  auf  diese  Veränderliche  toD' 
+  a  bis  — a  integrirt  werden,  um  den  Rauminhalt  F  zu  erhalten; 
dieser  Werth  von  Ox  besteht  aber  aus  drei  Gliedern,  von  denen 
die  beiden  ersten  mit  x  Null  werden  und  das;  Zeichen  wecbseloi 
während  diess  für  das  dritte  nicht  d^r  Fall  ist;. in, Betreff  der  bei- 
den ersten  muss  also  wieder  eine  Theilung  des  Integrals  eintre- 
ten, das  letztere  dagegen  kann  sogleich  zwischen  +a  und  ^0 
genommen  werden,  und  man  erhält  so: 
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F=2cy      "«Zar[(3i;— 2)ar— 2ararctang|] 

o 

+  2e  r   "rfarK«— 2)0;— 2a:arctang^]  +  2cy      'dx.a, 

o  — «  . 

was  offenbar,  wie  es  notb wendig  sein  mnss,  auf 

/+a  a 

dx  \  (jp— 2)ar— 2a;arctaDg-  +  d] 

o 

Unanskommt  and  den  Werth 

V^=icJx[l{n — 2)o:*  — or^arctang— +a2arctang--l 

=2  4c  (J  («  -  2)  a« — i^raa  +  J  ^a«) =2  (a; — 2)  a«c 

llr  den  geanchten  .Rauminhalt  gibt. 

"Will  man  nun  zuerst  in  Bezog  auf  o?  integriren,  alao'zuenft 
die  Oberfläche  Oy  eines  zur  Achse  der  y  senkrechten  Schnittes 
bestimmen,  so  findet  man  leicht  mit  gleicher  Berücksichtigung 
«Dsers  obigen  Satzes: 

V  V 

=z2cJz  (o:— 2^  arctang  -)  +  2c  Jx  (or— 2y  arctang-) 

y  y        y  y 

=2c[a— 2^  arctang- +  {n^2)y], 

nd  damit  folgt: 

[  /'+«  a 

f         F=2,2r/       dy(a— 2yarctang-  +  (7r  — 2)y]=2(7C  —  2)a^, 

r  t/  y 

\  wie  vorher.  Man  kommt  übrigens,  wie  man  nun  leicht  einsehen 
I  wird,  viel  einfacher  zu  diesem  Ergebnisse  wenn  man  nur  das  Vo- 
!  Iimen  eines  der  acht  s^^mmetrischen  Theile  berechnet,  aus  wel- 
1^  dien  das  Ganze  besteht,  z.  B.  das  des  Theiles  AZCXB,  welcher 
i^    ton  den  Ebenen  der  xy  und  xz,    der  krummen  Fläche  und  von 

ler  zur  yz  parallelen  Ebene  ar=a  begrenzt  wird.    Denn  fiir  das 

Tohimeh  Vi  dieses  Theiles  hat  man  einfach: 

AxJ    ^y-^y^-y     €ir.^j,(2a:arctang^-y) 

0  0  0  ^ 

/a  a 
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und  erhält  damit  wieder; 

unser  Integral  gibt  also  Im  jetzigen  Fülle,  seiner  Bedeutung 
nach  richtig  behandelt,  densellien  richtigen  Werth,  ob  man  zuerst 
in  Bezug  auT  x  oder  in  Bezug  auf  y  integrirt.  Der  oben  ISr  J7 
gefundene  Wertb  (8)  oder  (9)  dagegen  hat  bezüglich  des  Raum- 
inhaltes gar  keinen  brauchbaren  Sinn ;  denn  wenu  auch  der  Ausdruck 

2c  (2x  arctang o) , 

welcher  durch  die  er^te  Integralion  zum  Vorschein  kommt,  nacb 
den  Unterschied  des  Klücheninhaltes  der  über  und  unter  der  EbeoS 
der  xy  liegenden  Theile  der  Schnittfläche  abcdeft/  ausdrückt, 
ist  doch  jener  Werth  von  U  weit  davon  entfernt,  den  Uuterschled 
der  Über  und  unter  derselben  Ebene  liegenden  Räume  darxustet- 
Jen,    weil  wegen  des  Zeichen  Wechsels  für  x=^(i  das  Integral  ans 

'dem  ersten  Gliede  2»;  arctang  —  zwischen  +  a  und  —  a  wieder  eina 

Differenz  gibt,  Hührend  das  Integral  des  zweiten  Gliedes  a  eine 
Summe  zweier  Fläihen  vorstellt,  und  daher  die  Function  U  nacb 
der  Multiplication  dieser  Fläch endifferenzen  und  Flächcnsunimen 
mit  dem  constanteo  Factor  2c  aus  Stummen  und  Differenzen  vaa 
Rauminhalten  so  zusaniraengewilrfelt  ist,  dass  sieb  in  Befeug  auf 
den  eigentlichen  Rauminhalt  unseres  Kürpers,  tvie  bemerkt,  kein 
brauchbarer  Sinn  herausfinden  t&sst. 

Wenn  wir  uns  nun  aber  streng  an  den  oben  ausgcsprochenni 
Satz  halten  und  unserem  doppelten  Integral  V  die  Bedeutung  täau 
Grösse  unterlegen,  welche  entgegengesetzte  Werthe  annehmeo 
bann,  so  muss  dasselbe  ohne  weitere  Zerlegung  richtige  WeriLfi 
geben,  und  doch  besteht  noch  der  Unterschied  in  Folge  einer 
^verschiedenen  Ordnung  in  der  Integration.  Betrachten  wir  dahet| 
um  diesen  Umstand  aufzuklären,  die  gegebene  Function  als  Aei^ 
j^etungsgesetz  zweiter  Ordnung  von  der  Ordinate  t  einer  FlSch^ 
.^eren  Gleichung  auf  recbtvvinklige  Coordinaten  bezogen  wenleo 
^oll,  und  nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  gerade  die  von  Cour- 
^not  gewählte  Function,  weil  diese  im  jetzigen  Falle  eine  leich- 
tere Anschauung  zulässt,    als  die  Function  (5).    Wir  haben  dann 

dy  -  dx  -"{xHv^y^' 

und  man  wird  sieb  nach  den  bereits  ausgeführten  lategrationea 


veeier  vnaihängigen  VeränderUehen ,  etc. 

oder  nmgekehrt  durch  Differenzireii  leicht  üherzengen,  das»  die 
einTachste  Function,  welche  der  vorstellenden  Gleichung  genflgt, 
die  Form  hat: 

s = c  arctang  — = c  arccot  ^ . 

doss  also  die  entsprechende  Fläche  eine  genühnlicho  Schrauben* 
fläche  ist,    erzeugt  durch    eine  Gerade,    welche  immer  senkrecllt 
zur  Achse   der  :  gerichtet  hleibt,   diese  Achse 
Di)d  sich  sowohl  ßleichTiirmig  um  dieselbe  dreht,  als  auch  gieich- 
(cirmig  in  ihr  fortbewegt,  sn  diiss  sie  immer  in  derselben  Zeit  den 
Weg  c  in   der  genaunlen  Achse  zurücklegt,    in  welcher  sie  sitA*  d 
Bm  die  Winkel -Einheit  (den  Winkel,    dessen  entsprechenden  B^J 
gen  seinem  Ualhmcsser  gleich  ist)  dreht.    Nach  der  gewühnlicheW*  | 
Vorstellung    von    einer  Schrunbenlläche   ist  die    obige   aber  « 
Schraube  mit  doppeltem  Gauge,     da  die  erzeugende  Gerade  i 
immer  zu   beiden   Seilen  der  Achse  erstreckt*),    und  gibt  dahet^*3 
dorch  eine  concentrische  CyUndertläche  geschnitten,  eine  doppelte^ 
I  Schraubenlinie,    von  denen  die  eine  in  der  positiven,    die  andenffl 
fo  der  negativen  Achse  der  y  anfingt.     Nehmen    wir^  ferner  Alf* 
gegenseitige  Lage  der  Coordinaten -Achsen  in  der   gewöhnlichen' 
'  Weise,  so  dass  von  der  positiven  Hälfte  der  Achse  der  t  aus  sn- 
'  gesehen  die  Bewegung  von  der  Achse  der  positiven  x  gegen  die 
I  Achse  der  positiven  y  hin  im  Sinne  eines  Uhrzeigers  stattfindet, 
»  ist  unsere  •Schraubendäche  nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnung 
tili  rechtes  Schraubengewinde,  genmetrisch  betrachtet  aber  einSi 
Unksge  wurdene  Schraube,  wie  sie  in  Taf.  VI.  Fi?.4.  von  einet- 
Cjlinderiläche    geschnitten    durgestellt    ist.      Die    Gleichung    der 
Schnittlinie  oder  auch  der  Schraubenlläche  seihst  in  Cylindercoor"« 
dioaten  ist  ;. 

Bau  muBs  aber  dabei  bemerken,  dass  die  Gerade,  Tvelche  durch) 
iiese  Gleichung  für  einen  gegebenen  Werth  von  o  bestimmt  wird, 
dio  Cylinderfläcbe  in  zwei  Punkten  schneidet,  dass  also  diese 
Gleichung,  allgemein  betrachtet,  ebenso  eine  doppelte  Schraubeu- 
Enie,  wie  eine  doppelle  SchraubenSäche  vorstellt.  Dless  rührt 
daher,  dass  der  Fahrstrahl  r  in  dieser  Gleichung  fehlt  und  der- 
selbe desshalb  eben  sowohl  positiv,  als  negativ  genommen  wer- 
den kann. 

Untersuchen  wir  nun  die  Bedeutung  unseres  doppelten  Integrals; ) 

•)     Vom   genmetrlsdien   SCandpunhle    aui    betrachtet   ist  daher   i 
gewöhnliche  eingängige  Schraube  mit  flachem  Gewinde  nur  e 
Sekrsnben  fl  äcbe. 


DecAer:    Veber  eine  Kltme  von  Iniegrai/iinclionm 


n=fäa:f.,,.c^,^, 


sivisclien  bestimmten  Grenzen  in  Bezug  auf  diese  Seh  ran  benfläcb^  I 
Indcni  wir  diese  (irenzen  zuerst  allgemein  mit  x^  und  a-Q  (Urs,  ' 
mit  ^,  und  y^  für  y  bezeichnen. 

'  Integrlren  n-lr  zuerst  in  Bezo:*  auf  y,  so  erhallen  nir  in  den 
Assd  rucke 

j     '^^  —  ^f    Vi ilo^^ 

^'  dx        \yi^^^x^     .V  +  'i^V 

den  Unterschied  in  den  Aenderunc^üesetzen  der  Ordinate  i  io 
zwei  zur  Ebene  der  xz  pai.-illeten  Schnitten*),  vrelube  um  die  Or- 
dinalen ^,  und  yo_  von  dieser  Ebene  enlfemt  sind,  und  in  zwei' 
Punkten  dieser  iSchnilte,  welche  densellien  Abstand  x  von  der 
Ebene  der  yi  haben.  Bezeichnen  nir  daher  diese  Aeoderungsga* 
setze  selbst  mit 


(a,-©.- 


so  haben  wir  fiir  einen  beliebigen  Werth  cor  x: 

Intpgriren  wir  dann  diesen  Ansdrucfc  in  Bezug  auf  x  zwischett' 
den  Grenzen  a-|  und  Xq,  so  gehen  wir  !n  jedem  Schnitte  »OB 
einem  Panlite,  dessen  Absclsse  x^  ist,  zu  einem  zweiten,  dessen, 
Abscisse  Xi  ist,  fort,  heslimnien  zuerst,  den  obigen  Ausdruck^ 
theilweise  betrachtend,  den  Unterschied  zwischen  den  entsprechen- 
den Ordinalen  z  dieser  Punkte  und  dann  durch  das  ganze  Inte-' 
gral  den  Unterschied  zwistben  den  Unterschieden  von  zwei  Ordi* 
naten  In  demselben  Scbnitte;  denn  man  erbüll  durch  diese  znaite^ 
IntegtatioD:  ^ 


—  cfarctang—  — arctang  -^. 
'  yo  Ha 

Man  geht  also  in  dem  Schnitte,  dessen  Entfemnng  von  der 
Eben«  der  ^i^^]  ist,   von  dem  Punkte  Xiyi,  dessen   dritte  0^ 


')  Man   Tcrgleiche  mein    „Handbvch    der   Hechanik" 
Eioleiliing.  §.  32.  a.  ff. 


\ . 
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nate  2x,9i.0ei,  zu.  deroPankteoTo^i»  dessen  dritte  Ordinate  ebenso 
py,  sein  wirdy  über^  und  in  dem  ScbnStte,  dessen  Entfernung 
D  der  Ebene  der  a:z=yQ  ist,  von  einem  Punkte  oti^q  zu  einem 
mkte  ^Qf/o9  und  bestimmt  so  einerseits  den  Unterschied  der  Or« 
laten  z^^y,  und  ZxoVi»  andererseits  die  Differenz  der  Ordinaten 
y,  und  Zxf^y'of  tind  zuletzt  gibt  das  ganze  zweite  Integral  den 
erth  des  Aggregats: 

Xt  :r  X  X        M^^ 

=  G(arctaDg arctang— —  arctang—  +arctang^,    i 

0  den  unterschied  zwischen  der  Summe  von  je  zwei 
Igonai  gegenüberliegenden  Ordinaten  z.       ^ 

Kehren  wir  nun  die  Ordnung  beim  Integriren  um,  so  erhalten 
'  durch  das  erste  Integral  in  Bezug  auf  x  in  dem  Ausdruck 

.    *_/'*'\       (^^   —  (    ^0         £i     ^ 

1  Unterschied  der  Aenderungsgesetze  der  Ordinate  z  in  zwei 
Ebene  der  yz  parallelen  Schnitten,  deren  Abstände  von  dieser 

rae  Xx  nnd  x^  sind^  und  für  zwei  Punkte ,    weiche  derselben 

XI  parallelen  Ebene  angehören.    Die  zweite  Integration  gibt 

inmit  derselben  Bezeichnung  wie  zuvor  den  Werth  des  Aggregats: 

di  die  Function: 

c(arctaDg^  — arctang^^  — arctang^  +arctang^) ,     (14) 

Xq  *"  Xq  Xi  '    Xi 

che  ganz  auf  den  vorhergehenden  Werth  ()3)  zurückkommt» 
in  man  beachtet,  dass  man  hat: 

fi  X 

arctang^=  In — arctang— , 
X  y 

r  wenn  man  beim  zweiten  Integriren  die  Beziehung 


/ 


dx .  --äT?5=  ^.arccot;^ 


endet»  wodurch  man  den  Amdmcfc    • 


1  \ 


MMl^  unabAänffipen  VeränderüeAen,  etc. 


,.  flb  A  2:c,«i=carctang-^»    för  F  2«^yo  =  <?arctang-— ;-» 


,  weno  man  unter  arctang-^=a  nar  einen  Bogen  zwischen  0 


\V:. 


i«  versteht,  bestimmter  ausgedrückt: 
H=c«,  Xxiyo=c(jr— a),  i*o»o=^(^  +  «)5  ««oyi=5<K2»— «), 

•  * 

^hjDit  wird: 

F=«»iSfi  +«3rö!fo  — feiyo  +  «*oyi)  =  -^(2«— 4«)C.        (15) 

r  ■ 

^«nstieht  man  dagegen  unter  dem  Punkte,  dessen  Prqjectiön  in 
tbciiö  der  ^^  durch  die  Coordinaten  a:=-|'^i9  y^=^+yi  1^®' 
wfapd,  den  Punkt  ^l',  so  hat  man 


in 


z»iyi  =carctang~  =  c(29S-|-a) 


t  J 


ij^elraten»  und  findet  damit 


J]z=,  Xac. 


m 


le  Function  U  erhält  also   in   diesem  zweiten  Falle  einen 

itlich  anderen  Werth   als  im  ersten ,    nicht  blos  einen  von 

Umgesetztem  Zeichen,   und  man  sieht  leicht,   dass  dieYon» 

'not  angenommenen  Grenzen  -fl  und  — <1  fiir  o:  und  y  nur 

besonderen  Fall  der  vorhergehenden  Annahme  darstellen  und 

man   daför  überhaupt  Xx^=^y\    setzen  kann,    wodurch  man 

rund 


w< 


[7= — nc   oder  =  +  5rc 


t»  je  nachdem  man  den  Punkt  A  oder  A!  wählt.    Auch  wird 
'Idcfat  einsehen,    dass  der  Unterschied  in  den  Werthen  von 
zz:2nc  oder  gleich  der  Höhe  eines  Schranbengange^  scnOi 


diesem  Unterschiede  nach  der  Wahl  der  Punkte  A  oder  A' 
aber  die  Ordnung  in  der  Integration  in  einfachem  Zusam- 
^e.    Integrirt  man  zuerst  in  Bezug  aof  x,   so  macht  man 
die  Schnitte  AB  und  EF  oder  A'B'  und  EF  und  he- 
ri  darin  den  Unterschied   der  Aenderungsgesetze  von  s)  In 
|ijMf  2(  in  den  Punkten  B  und  F  oder  Bf  und  F;  dann  geht 

axiu. 


yi. 
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V 


maa  bei  der  zweiten  Integration  in  Bezug  suf  y  von  diraen  Pu 
ten  aus  längs  jener  SchnNte  im  Sinne  der  positieeii  y  Tort, 
kommt  dadurcli  nnthivendi^;  vnn  B  nach  A  oder  von  B'  nach 
und  ¥on  F  nach  E  und  erhall  so  für  ü  immer  den  Werth  ( 
— (In — 4o)c,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  wird,  wenn  maa 
A'  und  B'  die  entsprechenden  Weitbe 

in  die  Gieichuni;  (13)  einführt.  Inlegrirt  man  dagegen  zuersl 
Beiug  auf^,  so  hestimmt  man  zuerst  deu  unterschied  der  l 
derungsgeseUe  von  z  in  Bezug  auf  x  in  den  Schriitlen  AE 
BF,  oder  ähnlichen,  und  ziiar  in  znei  entsprechenden  PunI 
£  und  F;  dann  geht  man  bei  der  ztvelten  Integralinn  in  B( 
auf  üt  von  £  und  F  au«  im  Sinne  der  positiven  .r  fort,  fvndi 
man  nothwendig  von  E  nach  A' ,  von  F  nach  B  kommen  und 
I^  den  Werth  {16}  ^iac  erhallen  niusa.  Man  hat  es  also  i 
gar  niemals  mit  dem  Punkte,  dessen  Cooidinnton  ai^O,  y 
sind,  zu  thun,  und  es  ist  ganz  gleiuhgüllig,  was  fär  eine»  W 


das  Aenderungsgeeetz  zweiter  ürdni 
erhält. 

Ganz  hhnliche  Verhältnisse  Gnd< 
welche  durch  die  Gleichung: 


dxdy 


!=:—  (jr^arclans  —  —  y"  arctang— ) 
dargestellt  mrd,    und  von  welcher  die  von  mir  genülilte  Fat) 


I   Pill 


1 


* 


das  Aenderuugagesetz  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auT^Tund  gi 
drückt.     Denn  man  zieht  aus  (17)  zuerst  die  Aenderungsgese' 


^  =  -(ararctang|-y),    ^:=^ 


(a:— 2yarctang-). 


nnd  dftrans  folgt: 


"'dx_  "Vfy_l    .r'~g* 
dff  tfx        c    3;*+iy'' 

Auch  diese  Fläche  besteht  aus  einer  unendlichen  Anzdti  i 
nlRirroiger  Windungen,  welche  niemals  ia  sich  selbst  i 
r«»,  sondern   die  Achse  immer  enger  nmHchliesse«,   < 
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itiRier  durch  deri  Anfaii^s|mnlct  ^hen,  hd  dass  i  immer  Null  ist 
ßr  j  =  0  und  j^O.  Man  überzeugt  sich  darnn,  wetin  man  die 
Gleichung  (17)  zuerst  aar  die  Form  brinjiti 


ci  =  (x^  +j'J  ardang^  —  Uj» 


(18) 


lann  auf  Cylinder-Coordinaten  bezieht,  indem  mau  vr^-|-$^ 
,  X  durch  rcostii,    t/  durch  rsinoi   erdplzt,    wodurch  sie 


ei  =  r^(w  — iTTsin'id) 

Vfwt.     Diese    Gleichung   zeigt,    dass  i   für  r^O  immer  Null 
n  daaa    i   aber    für    ein    consfantes  r  mit  ci  wächst,  daes  also 
Me   Cylinderfläche    vom   Halhmesser  r  von    unserer  Fläche  nach 
[  ^er    schrauben  fiirmig    aufsteigenden     Spirale    geschnitten    vrird. 
I  Schneiden  ivir  dieselbe  dagegen  durch  eine  zur  Ebene  der  xy  pa- 
rallele Ebene  im  Abstände  i=c  von  dieser  letzteri^n,  so  zeigt  die 
Cleichung 


I  die  Pro]'ection  der  Schnittcurve  in  der  Ebene  der  3:y  eine 
ten  den  Anfangspunkt  convergirende  Spirale  ist,  welche  fQr 
I  Umgang  acht  schwache  Aus-  und  Einbiegungen  besitzt 
jUicb  dürfte  noch  zu  erwähnen  sein,  dass  die  Gleichung  (18), 
Mü  gi^kx  gesetzt  wird,   die  Form 

I-;  ■=  3:=[{1  +  £a)arclangi—  i^t/t'] 

^It;  sie  zeigt  so,  dass  jede  durch  die  Achse  der  i  gelegte  Ebene 
ere  Fläche  nach  einer  unendlichen  Anzahl  von  Parabeln  schnei- 
.   welche   alle  die  Achse    der  ;  zur  gemeinscbaftliclieii  Achse 
[den  Anfangspunkt  als  gemeinschaftlichen  Scheitel  haben;  von 
r  Kugeldüche   begrenzt,    bildet  demnach   diese  Fläche  gleich- 
a  einen  spiralfürmig  gefüllten  ßhimenkelch  und  ist  gewiss  eine 
liehr  interessante  Erscheinung  unter  den  geemelri^chen  Flüchen. 
fSit  unsern  jetzigen  Zweck  genügt  es,  sich  aus  dieser  Darstellung 
!l  fiberseugen ,  dass  auch  hier  vier  Punkte,  deren  Frojectioneo  in 
r  Ebene  der  xi/  den  Anfangspunkt    einscbliessen,    nicht   nach 
uider  folgend    durch  ein  krummliniges  Viereck  verbunden  wer- 
den können,  und  dass  davon  die  Verschiedenheit  in  den  Wertfaen 
I4m  Integrals 

Ü=  I       dx  I       dy.-    i  ,--, 
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faertühtt,  -n'enn  tnan 
vorhergehenden  Falle . 


I  hilf.prnIfiiDelhJien 

I  anderer  Ordnung  integrirt,  gerade  V 
obgleich  hier  die  Ordinale  i  für  x=ü. 


immer  den  heslimniteii  Werlh  Null  hat  und  das  Aenderungegcs« 


immer  endliche  und  reelle  Wertbe  hehSlf.  ^H 

Die  Ursache  für  den  Onterschied  in  dsn  Werthen  eines  du 
pelten  Inlegrais  muss  demnai'h  in  der  ßeschnffetiheil  der  Ititegr 
functinn  selbst  gesucht  werden,  darin,  dasK  dus  unbestimmte  1 
tegral  liir  denselben  Wertb  der  Veraiiilerlichen  mehrere  Werll 
erhallen,  und  dass  man  daher  lär  dieselben  Grenzwerthe  d 
iinabhfingigen  Veränderlichen  Terschiedene  Combin 
tionen  Ton  entsprechenden  Werthen  des  Integrals  b1 
den  kann.  Wenn  übrigens  ein  solches  Integral,  nelches  d 
durch  die  Formel  (1)  bezeichneten  Klasse  angehört,  und  ftir  wi 
ches  Kicb  verschiedene  Werihe  ergeben,  in  der  Anwendnng  v( 
kommen  sollte,  so  werden  die  näheren  Umsländc,  welche  mit  il 
Bedeutung  des  Integrals  verbunden  sind,  unter  ßeriicksichtigDl 
unsers  obigen  Satzes  immer  auf  den  richtigen  Werth  führen.  D 
gegen  ist  das  von  Cauchy  benulzte  und  auch  vonAnderen  nac 
geahmte  Verfahren,  den  Durchgang  durch  Unendlich  dadurch  zu  DI 
gehen,  dass  man  sogenannte  verschMindende  Griissen  einschiet 
und  statt  direct  zwischen  \- Xy  und  ^;r|  zu  inlegriren,  ztfiscbl 
■{^Xi  und  +E,  dann  zwischen  — t  und  — j,  inlegrirt,  nichtj 
gänzlich  zwecklos,  sondern  führt  auch  zu  ganz  falsche, 
gebnissen.     Zerlegt  man  z.  G.  das  Integral 


"^r'-^r'' 


*•; 


aod  dann  in  *) 


..*)  AIdd  weade  hier  nicht  ein,   dais  die  xwcile  Zcrlegong  übn' 
■ei,    weil  das  enle   unbesttiumte  Integral  ■  -■  nicht   mehr  oaea^Uil 

wird  zwitclien  dan  Grenieo  -{- '  "ad  — 1  für  X\  die  Fiini^tiim 
wird  auch  nicbl  anendlich  zwiaclieii  den  Grenzen  -f- 1   und  — 
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+  «r  +e  •-  -1 


/  —  d         f     /Vfl  g9, |«a  /»— f  ^ ^    \ 


-1  J#  -1 

'  «0  ergibt  sich  nach  und  nach : 

1  Ä 

=  4(iff  —  arctangd — arctang— +  arctang-). 

V  C 

LImI  man  zuerst  c=:0  werden  und  dann  ^,  so  wird 

wie' bei  der  unmittelbaren  Integration ;  setzt  man  aber  zuerst  d=0 
nd  dann  €=0^   so  erhält  man: 

17= -jr: 

■•cht  man  endlich  d  =  v€  und  setzt  dann  €=0,   so  folgt: 

r/^=  4arctangv  —  ;r, 

vorio  nun  v  alle  möglichen  Werthe  annehmen  kann.  Mit  solchen 
Eflnsteleien  kann  man  also  allerlei  herausbringen»  selbst  die 
griissten  Widerspruche,  wie  ich  schon  in  der  Einleitung  zv 
ieiner  „Mechanik*'  «gezeigt  habe,  nur  nicht  viel  Braiichba- 
tSy  wenigstens  nie  mehr  als  auf  gewohnlichem  einfachen  Wege 
;efunden  wird. 

Durch  die  vorhergehenden  Erörterungen  wird,  in  Verbindung 
lit  dem»  was  ich  in  der  Einleitung  zu  meiner  Mechanik  über  die 
ntegrale  gesagt  habe,  zur  Genüge  dargetban  sein,  dass  es  doch 
Ddllch  an  der  Zeit  sein  dürfte,  sich  von  der  mangelhaften  Vor- 
teilung und  der  einseitii^en  Bedeutung,  welche  man  bisher  mit 
en  Integralen  zu  verbinden  pflegte,  loszureissen  und  einer  allge- 


iHge  X  anbeitiramt  bleibt,  wie  es  fär  die  erate  Integration  doch  in 
arTbat  fler  Fall  ist,  und  offenbar  haben  die  Werthe  :r=0  und  |f=0 
leicheD  Antheil  am  Unendlichwerden  der  letzteren  Fanction.  JedenfalU 
MB  naeh  der  Theorie  von  Gaachy  diese  zweite  Zerlegong  nicht  nach- 
leilig  sein. 
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ineinea   BOBcb&ulicbeii  Bedeutung   der   Integrale  mehr   Rücksicht 
Euzu#enden,    als  der  viel  verarbeiteteu  Unterbrechung  der  Stetig- 
keit,   111   neleher  iodessen  der  Durchgang  durch  Unendlicb    nicht    ■ 
einmiil  gerechnet   werden  kann;    man  sollte  doub  endlich    einmal 
L  sor  Einsicht    konimeii,    dass    Tür    geschlossene   IntegralausdrScke 
L  die  geträumten  Schivierigkeiten  beim  Durchgang  durch   ünend- 
[lieh  nicht  im  mindesten  grüsser  sind,  aU  die  für  den  Durchgang 
des  Aenderungsgeselzes    durch  Null,    und  dass  diese  Schwierig. 
I  keiten,  nenn  man  f^ie  noch  so  nennen  durt',  nur  an  der  Bedeutung 
dbs  Integrales  haften,    endlich,    was  hier  noch  besonders  berror- 
zubeben  bleibt,    dass  nicht  der  geringste    vernünftige  Grund  vor- 
handen it<t,  n'e<>en  eines  besonderen  Wertbes,   welchen  das  kta-    I 
derungsgesetz   zweiter  oder  höherer  Ordnung  für  glcichieitige    | 
bestimmte  VVertbe  sämmtlicher   oder  mehrerer  unabhängiger  Ver-    i 
Snderlichen   annimmt,    einen  Zweifel    in  Betreff  des  VVerthea  des 
entsprechenden    mehrfachen    Integrals  zu   hegen,    da    man  es  bei  \ 
jeder  eineelnen  Integration  immer  nur  mit    einer  Veränderlichen    ' 
zu  thun  und,    wenn  es   die  Bedeutung  dieses  Integrals  erfordert, 
darauf  zu  achten  hat,   ob  und  wo  das  Aenderungsgeselz    dieses   , 
Integrals  zwischen  seinen  (irenzen  Null    oder  unendlich  wird.   In- 
dem dabei  die  übrigen  Veränderlichen,  in  Bezug  auf  welche  nach-   \ 
her  noch  integrirt  werden  soll,  ganz  allgemeine  Werthe  behal-   ' 
ten,    während   die  Veränderlichen,    in  Bezug  auf  welche  bereite  '\ 
integrirt  worden  ist,  entweder  durch  bestimmte  Werthe  oder  durch 
Functionen  der  neuen  Veränderlichen  ersetzt  sind;  jedes  Integral 
ist  Aenderungsgesetz   für  das  zunächst  in  Bezug  auf  eine  andere 
Veränderliche  auseuführende;    es  hat  eine  ganz  andere  Form  awl  i 
eine   ganz  andere   Bedeutung  als    das   frühere  Aenilerungsges«(»i  J 
es    kai|u  dessbalb  für  die   Integration    gar  nie    in  Frage    koranW^.  j 
was  ein  Aeuderuugsgesetz  höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  mehrewj 
unabhängige  Veränderliche  für  gleichzeitig  festgesetzte  Werihft  1 
dieser  letztern  werden   mag,    oder    irgend   ein  Zweifel   über    dea   ■ 
Werlh  eines  mehrfachen  Integrals  entstehen,  wenn  jenes  Aende- 
,  rangsgesetz  ffir  solche  gleichzeitig  bestimmte  Werthe  der  VetSD- 
derlichen  einen  besonderen  Werlh  erhalten  sollte. 


Während  man  früher  den  Fehler  beging,  uubegreuzts 
Reihen,  welche  nur  analytii^cbe  Noibbehelfe  zur  annähernden 
Darstellung  oder  Berechnung  einer  Function  sind,  einer  geschlas- 
seneu  Function  gleichzustellen,  ist  man  i[i  Betreff  der  Integrals 
in  den  enlgegengesetzten  Fehler  verfallen,  indem  man  auch  di» 
Integrale  in  geschlossenen  Ausdrucken  auf  den  Rang  ves 
Näherungswerthen  oder  endlosen  Reihen  herabgezogen  hat,  nel 
man  sich  eben  nicht  von  der  Vorstellung  trenoen  konote,  da»  in 


vmeier  vnabhängi^^  Veränäerüchen,  ete*  4S5 

Integnl  eioe  Summe  sein  mässe,  und  zwar  eine  Summe  einer 
inendlichen  Anzahl  von  Nullen  oder  vielmehr  einer  unendlichen 
Amuhl  von  Gliedern,  deren  Werth  zwischen  Etwas  und  Nichts 
gleichsam  in  der  Mitte  schweben  und  weder  das  eine  noch  das 
andere  sein  sollte.  Für  die  angenäherte  Integration  muss  man 
lidi  allerdings  mit  Reihen  und  Summen  behelfen,  und  ist  dann 
allerdings  auf  solche  Grenzen  beschränkt,  zwischen  denen  sich 
auf  dem  eingeschlagenen  Wege  noch  angenäherte  Werthe 
darstellen  lassen;    man  rechnet  dann  aber  immer  mit  der  ganz 

bestimmten  sehr  kleinen  Grösse  ^x  oder  — — ,   worin  n 

n 

doe  bestimmte  sehr  grosse  ganze  Zahl  bedeutet;  mit  einer  söge- 

Bannten  unendlich  kleinen  Grösse,  welche  nicht  Nictits  und 

nicht  Etwas  Ist    (und  diese  liegt  doch  auch  dem  Ca u eh y' sehen 

Begiriffe  des  Integrals  zu  Grunde)    hat  noch  Niemand   gerechnet 

ind  wird  Niemand  rechnen;    sie  ist  eine  blosse  Fiction,  mit  wel- 

Aer  sich  die  Mathematiker  nur  zu  lange  schon  getragen  haben» 


höhere  Analysis,  namentlich  die  Theorie  der  lotegralrech- 
inmg«  ist  viel  einfacher,  als  sie  bisher  dargestellt  worden;   aber 
ias  Einfache  bleibt  immer  das,  was  am  spätesten  gefunden,  und, 
trenn    sich    einmal    gewisse   Ansichten    eingenistet   haben,     am 
*  achwersten  erkannt  wird. 

■    -.  ■ 


Nachschrift   des    Herausgehers. 

Dem    Wunsche    des    Herrn     Verfassers,    vorstehenden    Aafsats    iiB' 
liva  Abdrucken    zu   lassen,    habe    ich   gern    entsprochen,    ohne  das« 
^Ifnae  der  Srhluss  gezogen  werden  darf,  das«  ich  alle  darin  aiMigespro- 
flheoea  Ansichten  za  den  ineinigen  mache.  G. 
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Ueber  das  allgemeine  Niveau  der  Meere. 

Von 
Herra    Professor   und   Director   K.   v,   Littrot 

KU  Wien.  ! 

£Aiif  Bulna   an  ihn  getlcliletii  Bitte   hat  Hirr   Director   von  LillrawU  1 

-    I   Einwilligung   zum    Abdruck   diesei    aus    den    SitznogsbcrichlM  I 
;Ii  Osler reii'hUclirn  Akiidemie  der  Wisse iiethanru  tDiBlIiemalimli- 

B*turwigsen<ch«ruid>e  KUbsc,  Novvmlieihett  1833)  «alUlinleii,  sehi  bcmstkent-  , 

««ÜLaTricbliceRosnllateenlhnllendenAursatEeszaerLlieilendieGöleBehaliLtK)  : 


Durcb  die  Daten,  welche  sich  bei  dem  Geschäfte  eines  Com- 
missärs  für  den  vor  kurzem  ausgerülirteii  geodätischen  Anschlosa 
TOD  Oe^terreich  und  Russland  in  meiner  Hand  vereinigten,  wm- 
den  mir  einis^e  neue  Beiträge  zur  Lusung  der  beEcuntiten  Streit- 
frage über  die  Nireaudifferenzen  verschiedener  Meere  geboten. 
'Da  ich  in  dem  der  kais.  Akademie  erstatteten  und  in  ihre  Ueat 
SchriEten  aufgenommenen  Berichte  Gber  die  ebengeaaante  trigoDO- 
metrisithe  Verbindmig  hierauf  nicht  näher  eingehen  konnte,  ahnt 
mich  von  dem  dortigen  Hauptzwecke  zu  sehr  zu  eiitfertien,  so  sei 
es  mir  gestattet,  iiniständlicher  auf  diese  Sache  xuriiciczu kommen 
und  den  heutigen  Standpunkt  jenes  Problems  zu  bezeichnen.  — 
Es  wird  aber  hier  nur  von  freien,  eigentlichen  Meeren,  nicht  im 
BioDeneeen,  wie  das  Kaspische  u.  a.  sogenannte  I\leere,  die  RedeeellL 

Die  •Jsterreichischen  Vermessun>^en  im  Kirchenstaate  und  ta 
Toskana,  verbunden  mit  frßber  von  franzUsischen  Geodäten  ££■ 
machten  Bestimmungen  geben  ^): 


))  Bericht  üher  die  in  den  Juhren  1847  — IBäl  »usgefiihrlD  Verllio- 
dung  der  asterreivliiduhen  und  ruksiavhcii  Landtsrermessung,  betniulcn 
abgedruclit  nua  dem  V.  Bande  der  DenkKchriften  der  mnlliematiach-Datoh 
winsenaehnftlivhen  Klaa»;  der   kaii.  Akiidemie  der  Wiaaenaclinfteo,  S.K. 
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Mittelländiscbes  Meer  höher  als  adriatisdiea  um  OM  Toiseo,  ■:. 

Ads   der    Triangulation    der    Pyrenfien    zwischen   Perpignan    unl 
Bayonne  Tand  Coraboeufi),  im  allgiüiieineii  tlbereiniitinmiend  niiL  J 
liieren  Bestiimnungen  von  Delanibre*); 

Atlantischer  Ocean  hiiher  aU  mittellJIndisches  Meer  um  0.46  T.     1  i 

Das  während  der  frauziisischen  Occupatio!)  eines  Theiles  vo|l  j 
Deutschland    unter    Delcros    von    Frankreich  aus  his  Darmstadf,  | 
geführte  und    später  durch    deutsche   Geometer  über  Westphaleu, 
PreuBsen  und   die  Niederlande   his  Amsterdam  fnr^esetzte  trigo- 
Mmetrische  Nivellement  *)  ergab:  '  ' 

Nordsee  hiiher  als  allantiMcher  Ocean  und  Mitteimeer  um  0,10  T.     | 

rfM  nach  Obigem  i 

Nordsee  tiefer  als  allantt):cher  Ücean  um  0.13  T.  .|  1 

Der  Hühenunterscbiod  zwischen  Nord-  und  Ostsee  kann  nicht  :j 
ais  restgestellt  angesehen  werden,  .so  lange  die  betreffenden  EKfl 
geboisee  der  schlesnig-bolsteinischen  Vermessungen  nicht  bekannt  \ 
gemacht  sind,  was  nach  einer  Nachricht,  die  Ich  vom  Herrn  Pr(l>)  \ 
ftssor  Olufsen  in  Kopenhagen  erhallen,  erst  in  einigen  Jahretf-I 
leecheheu  dürrie.  Einstweilen  erfreut  sith  die  gegenwärtig  gan)^,/ 
Ut«,  aus  der  Nivellirung  des  Uoltjleiiier  Canalea  *)  abgeleitet^*] 
Angabe : 

Osteee  hüber  als  Nordsee  um  S  Par.  Fuss  oder  1.3  T. 

Ducfa   des   meisten  Anscheines    von    Bürgschaft.     Diese  aufrallend'n 
grosse  Höhen-Differenz  hat  übrigens  gerade  bei  zwei  so  vielfälti^tl 
tusammenhängenden  Meeren    sehr  wenig  Wahrscheinlichkeit    fOr^ 
eich.     In  der  That  wurde  dieselbe  auch  früher,   z.  B.  nach  e 
Zusammenstellung  von  Woltmaiin  *),  nur  zu  1  F.  2  Z.  in  gleiche» 
Sinne  wie  oben  angenommen,    während  aua   der  durch    die  üstei 
teichisch-russische  Verbindungs  Triangulation  gebotenen  Ankni 
oiig  des  adriatischen  Meeres  mit  der  Ostsee  ^  unter  Zugrun 
l^ung  obiger  Daten  für  die  Niveau-Unterschiede  vom  adriatischen 


')  Dejcriplinn  ^^om^triciiie  de  lu  Franre.     Tome  ].  p.  334.  , 

')  AnDHlcs  de  Chimie  et  de   Phyaiijue.     Tome  I.  p,  (iö. 
>J  Uullelins  des  Seaiice«  de  lu  Cld^se  des  Sciences  de  l'AcadFniie  E| 
4«  Bruielles.     Aunee  1851.  ji.  355. 

«)  Poggendortf's  Aimalen  der  PhjsiL.     Bund  XVIII.  S^ito   131, 

■)  PaKgendorff'a  Annalen  der  Phjsik.     Bond  II.  Seite.««. 

')  Siehe  den  olien  ritirten  Beriebt  Seile  11.  t't    j..  il.  ■M4_i.> 
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Mtttelmeer,  atlaofiBch«!)  Ocean  und  IVordse«  sich  ergibt: 
tiefer  ala  Nordsee  um  1.86  T.,  was  ich  nur  anlnhre,  um  die  T^f 
ligo  Unsicherheit  zu  zeigen,  welche  auf  diesem  Punhfe  nac(i| 
herrscht,  ohne  einer  auf  so  wenig  natürliche  Weise  ahgelelteteo, 
Zahl  irgend  weitere  Wichtigkeit  beilegen  zu  wollen.  Eine  vor- 
läufige Entscheidung  hierüber  tri rd  uns  die  in  Iturzen)  zu  «rnftr- 
tende  Verüffentlichung  der  ans  der  schwedisch -russischen  Ver- 
messung folgenden  Niveaudifferenz  zwischen  dem  bointschen  ood 
dem  Eismeere  geben.  ' 

Für  d»8  letzte  <>Iied  der  ganzeu  nm  Europa  laufenden  Kelt« 
von  nieereshühen  bleibt,  da  eine  unmittelbare  Verbindung  d«s 
schwarzen  Meeres  mit  dem  IVIittelmeere  noch  gänzlich  fehlt,  eben 
nur  das  Resultat  des  trigonometrischen,  durch  General-Lieutenant 
V.  Tenn  er  in  Riissland  ausgeführten,  an  sich  gewiss  vorlreSlicbeDt 
aber  durch  seine  grosse  Ausdehnung  immerhin  gefährdeten  Wvel- 
lenient  >)  von  Memi-I  bis  an  die  Donau-Mändtingen : 

Ostsee  hiihcr  als  schwarzes  Meer  um  0.53  T., 

'odurch  frühere,  übrigens  ininier  bezweifelte  Vermutbungeo 


1  baltischen  gegen   da 


besondere  tiefen  La< 
viillig  widerlegt  werden. 

Fasst   man  sämmtliche  gegebene  Zahlen 
steht  man  alles  auf  einen    und   denselben  Spiegel, 
atlantischen  Oceans,  so  findet  man: 

Mittelmeer  tiefer  als  atlantischer  Ocean 

Adriatischea  Meer      „      „  „  „ 

Nordsee  „       „  „  „ 

Ostsee  hoher  „  „  „ 

Scbwarzes  Meer         „      „  „  „ 

_wohei  zu  bemericen  ist,  dass  beide  letzt«  durch  ihre  verhSltiriU' 
massige  Grösse  hervortretende  Daten  auf  der  unsicheren  DifferM 
Ewischen  Nord-  und  Ostsee  beruhen 

Bedenkt  man  übrigens,  dass  auch  die  verläss liebsten  unta 
diesen  Daten  durch  Operationen  gefunden  sind,  die  oft  Hundert' 
Ton  Meilen  znrflck  zu  legen  hatten,  so  kann  man  obige  Zahlen  al)e^ 
faaupt  nicht  eigentlich  als  streng  nachgewiesene  und  wirklich  \» 
stehende  Niveau-Unterschiede   der  genannten   Meere   betracbteiv 


s:  f.  utifQiB 


Leier  da»  allgtmefnt  Kietau  der  Ketre. 


I  es  diMil  salefae  Ceben>ich(  mebr,  zu  zeigen,  das^  «vir 
|^et>t  k«ineo  (>ruiid  haben,  iri;end  liedeutendere  f-IShenunleT' 
tvischen  den  niitlleren  Spiegeln  der  verschiedeiien  eurn- 
kcben  Meere  anjunehnien. 
Moch  vor  f;a(T7.  kurzer  Zeit  wäre  einer  Verall {gemein erung  sol- 
\Ak  Aniialiine  aul'  alle  untereinander  commu  nie  Iren  den  Meere 
hplBSchlich  die  bis  dahin  ailoptirte  Hilhe  des  rothen  Meeres  im 
fte  (■estoTiden.  Heule  besteht  dieser  Wider$prutli  nicht  mehr, 
■flia  einzige  hierüber  existirende  unilliche  Quelle  '},  so  viel 
Jbekantit.  nur  als  Manuscript  fredrotkt  und  sehr  selten  ist  — ' 
Herdaiike  deren  endliche  Auflinduni;  der  Celalligkeit  des  Hefm 
lalerialriilhes  v.  ?iegrelli  —  su  sehe  ich  mich  bemüssigt, 
bvichtigsten  Momente  aus  der  neuesten  Geschichte  dieser  oH 
Ktbeoen  gcogrupbiKcheu  Frage  in  Kürze  milznlheilen. 

Bis  vor  etna  ftinr  Jahren  hatten  die  üeBuitafe  der  Kivellirung, 
le  vnt«r  S.  M.  Lepere  im  Jahre  179<J,  bei  Gelegenheit  von 
itpoleitn's  Expedition  nach  Aegjpten,  vorr;enommen  wtirde. 
Tolle  Geltung.  Diese  Arbeit  war  mlKen  unter  den  Wecbselfnllen 
itB  Krieges,  eÜig,  ohne  alle  Conirnle  und  mit  einer  mehrmonat- 
ficben  Unterbrechung  auRgefiihit  Worden,  indessen  hallen  die  GC- 
(chickllchkeit  der  dabei  verwendeten  Genmeter,  die  Uebereinslim- 
anng  ibrer  Ergelinisse  mit  Schriftstellern  des  Allcrthitniä  und 
■ndere  Umstfinde  lange  Zeit  hindurch  den  Glauben  an  die  Rich- 
tigkeit jener  Resultate  unerschüttert  erhalten.  Bei  nSherer  Be- 
trncbtung  aber  musste  man  sich  gestehen,  dass  der  ans  dem  Ai- 
Tellement  von  17911  Tolgende  Hlibennnlerschied  von  mehr  als  9  Moires 
f3r  zwei  etwa  IG  deutsche  Meilen  von  einander  entrernle  Meere 
auf  heine  Weise  zu  erklären  sei.  Den  herrschenden  Winden, 
welche  eine  lange  Weile  als  die  plausibelste  Ursache  jener  iNiveau- 
differedz  galten,  konnte  dieselbe  nicht  /.u geschrieben  werden.  Ja 
■ich  bei  (^eoauerer  L'htersucliung  zeigte,  dass  diese  beständige» 
Winde  im  rothen  Meere  von  Norden  wehen  und  also  gerade  das 
Gegentbeil  des  hier  gefundenen  Resultates  (rothes  Meer  hUher 
als  Mittelmeer)  hätten  lieivirkeu  mü!>sen.  In  Folge  dieser  Zwei- 
Eel  vereinigten  sich  endlich  im  Jahre  J847.  wo  das  alte  Project 
eines  Durchstiches  der  Landenge  von  >Sue/  nieder  auftauchlei 
drei  Brigaden  von  Ingenieuren,  eine  englische  unter  R.  Stephen- 
aon,    eine  rfsterreichischc  aatSt  Negrelli  und  eine  IVanEüsische 


')    Sociflrrt'rtiide.  deTistlimci 
Kapporl  de  l'ingänieur,   18tT.     Au 
Comptca    tendua    de   l'Acad^mie 
pag.  4SI.  und  XXX VII.  p.  »1. 


aox  de  Ib  Lri^adc  fran^niae. 
t  HerichlEi  findet  man  in 
I   de   Paria,   Tome  XXXI. 


Itei  Tineh  um  0^ 
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unter  Talabnt  zu  umständlicher  Terrain-Errorscliung  des  Istliiiwi> 
Die  beiden  erstgenannten  hatten  die  Aufgabe,  die  Kfisten  am  mVU 
tellSadischen  und  rnthen  Meere  anfzonebmen,  die  letzte  sollte  du 
I  Innere  des  Landes  antersuchen.  Die  Ausrüstung  dieser  fraveik 
Bisuhen  Brigade,  die  ihre  Operationen  unter  unmittelbarer  Leitung 
Ton  Bourdalnue  am  'J3.  September  I8J7  begann  und  am  6.  Ja- 
nuar 1843  schloss,  ivar  eben  so  vortrefflich,  als  das  ganxe  Ver* 
fahren  uniRichtig  und  Vertrauen  verdienend.  Uie  Messungen  vntgt 
80  angeordnet,  dass  sie  sich  ätets  selbst  conlrolirten  und  über; 
dies  wurde  das  ganze  Nivellement  durch  eine  beilttulige  Wiedev 
bolung  geprüft  und  richtig  befunden. 

Es  ergab  sich  bei  mittlerem  Spiegel: 

Kothes  Meer   bei  änez   hüher  als  Mittelmei 
M^tres  oder  0.41  T., 

somit  auch  hier  ein  so  zu  ^agen  unmerklicher  Nifeau-Cnterschied. 
Dieses  überraschende  Ergebuiss  veranlasste  eine  genaue  Unter- 
suchung des  INivellement  von  1790,  und  es  gelang,  mit  voller  Eri- 
dens  die  Ursachen  nachzuiveisen,  ivelche  dessen  so  sehr  abtrei- 
chendes  Resultat  hervorgerufen  halten.  Der  Vollständigkeit  wegen 
führe  ich  noch  an,  dass  wenn  man  die  Fluthhiiben  von  Alexan- 
drien  und  Tineh  gleich  voraussetzt,  woran  wohl  nicht  gezweifelt 
werden  kann,  die  grüssteu  Huhen- Differenzen  beider  Aleere  sieb 
stellen    wie  folgt: 

Büchste  (AequinoctialOKIuth  bei  Suez  hüher  als  bei  Tineh  um  l.^T.  J 
Niederste  Ebbe  „       „    tiefer    „    „       „       „  0.23,, 

•o  dass  sogar  diese  vorübergehenden  Niveau-Unterschiede  in  iliren 
grOssten  VVerthe  kaum  das  Viertheil  der  früher  ffir  die  mitllertr 
Spiegel  behaupteten,  alxo  für  best&ndig  gehaltenen  DiS'erens  er- 
reichen. Nach  einer  Mittheilung  von  Breton  •)  hat  Llnant  d> 
Bellefonds,  Generaldirector  der  Strassen-  und  ßrilckenbaolei 
In  Aegyplen.  mit  den  von  Bnurdalone  zurückgelassenen  luslru' 
inenten  vor  kurzem  Aas  Nivellement  zwischen  diesen  beiden  Mee- 
ren neuerdings  und  zwar  wieder  so  vorgenommen,  dass  die  Op9- 
ration  in  allen  ihren  Theilen  cnntrolJrt  war.  Das  Resultat  stimnt 
mit  dem  Obigen  auf  018  Metres,  um  welche  Grüsse  näinlicb 
Llnant  das  rothe  Meer  niedriger  ^s  Boürdaloue  fand.  Eben»  . 
unerheblich  waren  die  Abweichungen  von  den  früheren  Ergeboid' 
een  für  mehrere  andere  Punkte  der  Landenge.     Da  auf  diese  &rt 


■)  Comiites  rendn«  de  l'Anadamie  dcaScieoren  de  Pari».  TolIll9^ÜXfll. 
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B  Niveaudifferenz  gleichsam  fiinlraal  bvstimnil  wurde,    so  kann 

n  von  den  Eiriivürren,    welche  Favier  ')    nicht  auf  eigentliche 

Uigen,  Bondern  auf  blosse  Conjecturen  hin  geRen  das  Nivel- 

I  Iä-17   neuerlich    vorgebracht,    wohl  kaum  eine  wesent- 

e  Afnderung  erwarten. 

Nicbt  in  gleicher  Weise  sicher  abgeschlodsen  ist  eine  Frage, 

i   bei  Beschäftigung  mit  diesem  Gegenstande   kaum  über- 

ann,  nämlich  der  Niveau-Unterachied  zwischen  slillem  und 

jintiseheni  Occan.     Lloyd  und  Palmare  "),    die  1829  im  Auf- 

1  Bolivar  die  Landenge  vonPanama  erforschten,  fanden 

Ich  eine,  eigentlicher  Controlc  entbehrende,  aber  wie  es  scheint 

(grosser  Vorsicht  angeslellle  Nivellirung  von  etwa  19  deutschen 

nien  Länge: 

Stilles  IVleer  hoher  aU  atlantisches  um  0.55  T. 

\^  AuK  einem  im  Auftrage  des  damaligen    franziisischen  Ministe-' 
ans  der   auswärtigen  Angelegenheiten    (Guizot)    von    Courli- 
Tnea  1S43  ausgefiihrten  Nivellement  ^),    welches   von  N.  Garella 
nicht   vollständig   wiederholt,    aber   wenigstens    zum  Theile 
itrolirt  und  bestäligt  wurde,   ergab  sich: 

Stilles  IVleer  hoher  als  atlantisches  um  1.49  T. 

Die  Abweichung  dieses  Resultates  vom  Lloyd'schen  schreibt 
ella  hauptsächlich  der  Unsicherheit  in  der  Bestimmung  des 
~  liegeis  im  stillen  Meere  zu.  Auch  Chevalier  bestrei* 
iie  von  Lloyd  angenommene  Fluthhühe  des  stillen  Oceans, 
(et  dieselbe  aber  zu  hoch,  was  obige  Abweichung  beider  Mes- 
iUDgen  noch  vergriissern  würde.  Legt  man  einstweilen  liir  das 
llille  Meer  das  Mittel  dieser  beiden  Bestimmungen  zu  Grunde  und 
Iwziehl  man  wieder  obige  Angabe  ftir  das  rothe  Meer  auf  den 
lHantischen  Ucean,  so  hat  mau  folgende  Ergäuzangen  zu  der 
froheren  Zusammenstellung: 

Bothes  Meer  tiefer  als  atlantisches  Meer  um  0.(^  T,„  ,,^^ 
Stiller  Ocean  hoher  „  „  „       -,     1.02  „ 

:^ 

<)  Camptcs  renilujj  de  l'AcaitKDile  ile«  Sciencci  üc  Paria.  TomeXXXTlI.- 
P.  78.  UDcl   Mnignn,   KusmoH.      Vol.   111.   p.  340,  ,,_ 

■)  AI.  Chevalier,  l'istlime  de  Panama,  Paria  1S44,  p,  112.  tutfi 
IiOndon  Philo«.  TrunsHCtiona   1^30,  p.  63, 

')  'S.  Garclla,  prnJEt  d'un  canQl  de  jonction  de  l'acean  pacifigne 
■1  da  roccan  atlaotiqaa  ä  iww»  de  l'U^me  de  FaiuqiB,   Parii  1^, 


I. 
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^^^H      fehler  liegen.    Ich   habe    abrjgene  Hiimlinldt'H   bekannt»  kM 
^^^^M      atetriEche  BeslimmuDg  >),    nornach  Aas  stille  Meer  uia  3  BUfl 
^^^H      tiflfer    aU    das    allantische    läge,    hier  absichtlich    nicht  oHH 
^^^^B     Rechnung  gezo;:eii,   da  nach   ihres  berühmten  Urhebers   elK^f 
^^^^H     Crlheile  diene  bestimmung  ehen  nur  die  Kleinheit  dieses  MilW 
^^^^P     Cnterechiedes  ganz  im  Allgemeinen  zu  zeigen  im  Stande  naiäM 

^^^H            Nachstehende  graphische  Znsaromenstellung  (1.45  P.  Z.  =1^ 
^^^^^B     diene  Eur  V«rdeutlicliung  des  (lanzeii. 

H                        "■''  ""*"  »tillor  0.:Mn. 

m 

^ 

M 

1 

a 

""-iM 

^^^V     ,      Man  sieht  hier  auf  den  ersten 
^^^^^H      sten  Bestioimnngen  (Ostsee  und 
^^^^^H      der  ersten   derselben  abhängige 
^^^^H^      sich  am  meisten  von  den  übrigen 
^V                 wa»  wohl  zn  beachten,   ganz  nah 

K                         Wir  können  demnach  den   ol 
^^^H       bisher  völlig  entscheidender  Grund 
^^^^b      Meeren    irgend    bedeutendere  ble 
^^^^1      nehmen,    so  weit  unsere  heutige 

Klick,  dassdie  beiden  und« 
stiller  Ocean),    so  «vie  die  ?<? 
lessang  des  scl.varzen  Meer* 

genauen  Daten  enirernen,  did 

an  einander  fallen. 

en  aufgestellten  Satz,    dass  mt 
entbehren,  bei  den  europäischen 

bende  Höhen -Differenzen  anzO' 
Erfahrung  reicht,   auf  alle  nil 

überhaupt  ausdehneti. 

plnnd,    »njoge   aoi   r«pvn  6^* 
e  III.  p.  &56. 

^^^H^             ,>)  A.  de  Hnmboldt  et  A.  Ilnn 
^V                    BOiiale*  da  noavean  conttnent.     Ton 
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Ceberblickt  man  das  hier  Vorgetragene,  so  findiet  man,  dass 
vir  in  der  Kenntniss  dieses  Gregenstandes  etwa  seit  denselben 
Iragp  ^)  vor  nun  kaum  zwei  Deeennien,  bei  Gelegenheit  einer 
loderen  Untersnchöng  behandelte,  bedeutende  Fortschritte  gemacht 
Üben:  das  adriatische  Meer  ist  mit  dem  mittielläudischen ,  so  wie 
khisehen,  dieses  mit  dem  schwarzen  Meere,  das  rothe  Meer  mit 
dem  Mittelnleere  genau  verbunden,  zwischen  stillem  und  atlanti- 
icliem  Ocean  eine  neue  Messung  ausgeführt  worden.  Alle  diese 
Fortschritte  aber  haben  im  allgemeinen  auf  eine  Verminderung 
ler  bisher  angenommenen  IVivean-Differenzen  (in  Asn  gfrSssten  ge- 
|[enseitigen  Elxcedeoz  der  einzelnen  Meere  etwa  von  6  auf  1.5  T.) 
:eleitet  und  somit  unseren  Ansichten  eine  und  dieseTbö  Richtung 
egeben,  das  sicherste  Zeichen,  dass  wir  auf  dem  Wege  zur 
(Wahrheit  sind.  Und  so  dürfen  wir  zuversichtlich  erwarten,  in 
Ichster  Zukunft  die  läng  gehegte,  auf  unrichtige  Beobachtung 
in  gefasste  Meinung  von  sehr  ungleichen  Spiegeihuhen  verschie- 
9ner  Meere,  an  der  man  um  so  fester  gehalten  zii  haben  scheint, 
!  w«iMger,,Tpn  i^ornherein  irgend  klare  Grunde  zu  ihjren  .(lunsten 
»rächen,  ganz  aufgegeben,  und  alle  damit  zusanmenbapgende^, 
ypothesen  fallen  zu  sehen.  Schon  Arago  hat  mit  dem  Scbarf- 
icke,  der  alle  seine  Arbeiten  anszeicbnete,  statt  der  bis  dahin 
»wohnlichen  Herleitung  gewisser  Meeresströmungen  aus  Niveau- 
ifferepzen  andere  Erklärungsweisen  als  nothwendig  erkannt,  und 
iiaai  hingewiesen,  dass  die  früher  beliebten  Voraussetzqiigen  von 
iverhältnissraässig  starker  Verdunstung  wenigstens  för  das  mit- 
lländische  Meer  ganz  unnütz  seien,  eioSchic^al,  das  ähnlichen, 
)€b  im  Schwange  gehenden  Annahmen  von  nichtcompensirten 
nflüssen  der  Nordsee  vielleicht  in  Kurzem  ebenfalls  bevorsteht. 


')  Annaaire  du  bureau  des  Longitudes  paar  1836,  p.  312| 


.  ■-  •.   ♦ 


'» 
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Bemerkungen  über  die  Rectification  der  Ellipse. 

Za  Klögel'8  math.  Worterb.  Sapplem.  2te  Abtb.  S.  838. 

Von 

Herrn  Director  Strehlke 

zu   D^nzig. 


Unter  Voranssetzung  der  dort  gewählten  Bezeichnungen  k 
der  elliptische  Bogen: 


:=  ßd(p.Va^cosg>^  +  b^sin(p^' 


•-i»j 


Wird  die  Grosse  unter  dem  Quadratvnirzeizeichen  mit  K  bezeick 


net,  80  hat  man: 

/ff  Sy.coay«       /* ff  ö^p^siny?  _  © 

0  0 

/  9  dtp. cos qfl       /* 
VK      -J 


(I) 


ff8y.8iny*_     — z.B  16. Z      ^ 

VK     ~j»(a«— «•)  +  o»— 6«'    ^*' 


wo  f»  die  Grenze  für  die  GrSssen: 

b'  =>/!£, 
a"z=\(a!-\-h'), 

(^=1(0." -{-b"), 
bf"=:Vl^, 


^)  Für  die  Berechonng  ron  öi*+^)  ohne  Logarithmen  sei  bemerke 
diMy  wenn  a{*)=ia+k,   öi»)s=za'{-k'i 
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1 

= i' .  €089«  An  qf  -f  2^^  •  cos  tp' .  sin  9^ + ^V" .  cos  q>" .  sin  ^  -f  — » 

*■  —  o"— 8  8.«*    ' 

II.      8«      W. 

hach,  Addiijiqii^  un4  Si^btractioa  der  Gleichung^en  (1)^  and  (2) 
f oltipBcation  mit  a^  und  b^  erhält  man : 

renn  man  für  z  den  durch  a,  b,  a',  b'  u.  s.  w.  ausgedrucfc- 
i^erth  setzt: 

?  ((^)*+  2«'^'  -  2  (a"  -  Ä'O*  -Mof^-V'T  --  ^ .  • .)  +  16Z. 

6 
S. 836. a.a.O.  ist,  wenn  tang^=~.tang9). 


/        a(costt^~cosy) 
^       (a— 6)sm9>.cosif; 


idem  man  statt  des  Verhältnisses  — ,  iftng^cotgg)  setzt: 

sin«,/ -.  cos t^-^ cos y  _  sini(y+t^)  , , 
^         sin  (9  —  ^)         cos  4(9 — if;) ' 

,       sini(5P-H0 
tangg)'==-p=========.       • 

V  cosy.cosif^ 


*  • 


b' 
man  weiter  tangtf;'  =  --v.tang9S  so  hat  n|an: 


loB  gemeinschaftlichen  Tbeil  Ton  aN,  ^(*)»  A;  nnd  k'  die  Ergän- 
▼oa  a  zo  afp)  ond  />(»)  bedeaten. 


4M  8irek$ker  BetMtJ^im^en  l^er  die  Rüüium&i^  dm'^tsmpsf- 


cos4(y'  — 1<l') 


IL      9.      W. 

WeoD  9?  =:=  ^>  so  verschwindet  2.  und  man  hat  fiir  den 
tischen  Quadranten  q  den  folgenden  Ausdrock: 

Berechnet  man  die  Glieder  (a^-r-ö'O ,*  (a'"  -  b"')^  u.  s.  w. 
^«r^  XJ^^..../'so  bräacbt  inan  nur  die  zur  Bestimmung  von  fi  b 
benutzten  Logarithmen. 

F0r  eine  Ellipse;  de^en       ,  /  \  : 

.       a     =\        s 

*    -Sri,-    •     ■■  

ist:      a*  =0,75 

6'  =0,70710  ^U  .8655.... 

o"  =0,72855  33905  9327.... 

.*<'  =ft728^  76eW5  «09«.... 

a^  =0,72839  55240  771  .... 

Ä"  =Ö,'?283Ö  650^  696  .... 

o'»'=0,72^  5515a(  234  ....=6^^=,». 

Hieraas  ergiebt  sich:    ,  .    . 

-4a'6'         =      1,14366    51285    62.... 
:_ü.4(a"_:6«')2=_  0,00000   02149    77.... 


und  endlich 


_ 5^(0/// -.6^)«=-. (0,00000    00171    07)2.-. 

fr  ••  ^        ■■  *" 


« 


*    ( 


iotfifftigg^r:    Darsfelliing  der  algebraischen  Qieiehung  etc.  t/O 

9  =  1,21105    60275    fi9. 
Legendre  *)  hat 

9=1,21105    60275    68. 
Inden  meisten  Fällen  wirdmanbei  7DecimalenniUdetnAusdrttcke 

ii8f  reichen. 


Darstellang  der  algebraischen  Gleichung  des  nten  Grades 
idr  durch  ihre  Ableitungen  und  constante  Funktionen. 


•       I 


Von 

Herrn   L,  Mosshrugger^ 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonsschule  zu  Aar  au. 


I.  Da  jede  Ableitung  einer  Funktion  eine  Beziehung  zu  der 
l^nktioD  seihst  hat  und  jene  wieder  in  Beziehung  zu  ihren  Ab- 
leitongen  steht  u.  s.  f.,  so  geht  daraus  hervor,  dass  sich  die  Funk- 
tion durch  ihre  Ableitungen  darstellen  lässt,  wie  dieses  schon  bei 
lern  Taylor' sehen  und  M  a  c  lau  r  in 'sehen  Lehrsatz  geschehen 
M;  jedoch 'kommen  bei  der  Entwickelung  des  erstem  die  Ablei- 
l^ngeD  in  Verbindung  mit  der  Veränderlichen  x  und  deren  Poten- 
fteo  vor^  bei  der  letztern  hingegen  kommen  jene  Ableitungen  für 
Kewisse  Werthe  von  x,  gewöhnlich  für  a;=0,  in  Verbindung  mit 
ier  Veränderlichen  x  vor.  In  unserer  gegenwärtigen  Untersuch- 
icg  wollen  wir  die  algebraische  Gleichung  des  nten  Grades  blos 
Inrcb  ihre  Ableitungen  in  Verbindung  mit  constanten  Funktionen 
Ier  Coefficienten  jener  Gleichung  darzustellen  suchen. 


*^  Exercices  Tom  III.  p.  344. 
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Diese  Gleichung  ist: 


y=j:«-|-aij:*~'+a2a;*~*>....+«r«-2^*+öii-ia?+aii=0. 


(1) 


Hieraus  folgt: 


yrrn^^-^+Cn— l)fliar««-*+(n— 2)crai"~'+«— +2flji-2a:+aii— 1, 

y  =:n(n— l)a:»-«  +  (n— 1)  (n— 2)aiar«-8+(n— 2)  (n— 3)flaa;'«-*+.... 
f  .... +3.2.afi-3ar  +  2.1oii-9, 

y = n(n— 1) ....  3 .  a:«  +  (n— 1)  (n-.2)...  .2fl,  ar  +  («—2)  (n— 3  )....2  .La,, 
y=n(ii— •l)....2ar  +  (n— l)(n— 2)....2.1ai, 

(n) 

j(=n(nj— 1)....2.1. 

Setzen  wir  in  diesen  Aasdrucken  ar= ^  und  bezeichnen  all- 

n 

gemein  das  Produkt  n(« — 1)  (n— 2) ....  (n — m+1)  mit  [n]!"»,  so 

erhalten  wir: 


( ■•  / 


X'r 


«»«*»  nur.  dircA  a^  AtteUimtm  taut 


U» 


■«  » t 


//    . 
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Die  oberen  Z^eicben  gelten  für  ein  gerades^   die  unteren  für  < 
ungerades  tu. 

Aus  den  obigen  GleieJiungen  erhalten  nir: 

ly ^24.??i£l.  _^*_-.  L  +  ^C 

+  «(«-.!)  / IT  "^  +^''*  1  -  { [«]!«-!  }2  +  [«]!- 

also  ist: 

(fi-2)  I  y  1^        (n-2) 


(n-2) 


.y a  ■  3^1^^  ,     ^^2^    .  6(13 


(n-3) 

Non  iHt  aber: 


*+    n     +  n(n— J)  +  «(m-I)(«— 2)— ^'^+  «^"^  +    b    '  n(tt-] 


+  «(M-1)'~      n      "'  +-'««1  -nKn-i) '  «(n-l)(n- 


oder  auch; 


"^  +     n     +«(n— l)+«(n-l)(»— 2)— ^^+n^''^  +    n  ^^Ö»^ 


^        n'       (« — I) 


n(n — 1)(«— 2)  (  n^  '  «         1-2  ■  -^ 


folglich  ist: 

(»—2) 
(n-3)  (n-l)  (n~2)  (n-l)  -.     «, 

y y    .  y  2y  n 


(n-3) 

•■^ ^_^__ ii_ 

n(»— l)(n— 2)[n— 3]!-- 


mmBfa4€t  nur  durch  ihre  AdieUungm  umt  cM        451 


US 

(n-l)  (n-2)  2«  .V     «•     .       .. 

(«-3)  y    .  y  -^   -aL-^    (»-8) 

er  ist 

Hl  -^  +     n     +  Ji(7i- 1)  +  n(ii— l)(n-2r  «(n-l)  (n-2)(n-3) 


-4  — ^^+„>'«^  +     n     +w(ii^+;f(n-l)(»-2y 


^  «(«— l)(n— 2)  '         n*  *  n        i  -a  >      a  j 

3  1     (it^l)(n~2)(n^3) 

■*"  n(«-l) (n-2) (w— 3)  )  '  n»  '^^ 

+ :^2 örfl2— 0103+4.2.1.041 


wenn  wir  die  Funktionszeichen  einfahren: 

(n-2) 

l_^J ,       3  \y\^        _^n 

-4  "-  [«]!»-»[n]!«-3  -r  „(n— 1)  |  [n]!«-i  \^ '  [n— 2]!^^ 

(ii-l)(n— 3)  (n-4) 

n  ,  fi 


* «(«-  l)(«-2)[n]!»-i[«-3]!«-o"^M(»-l)(«-2)(«^3)[n-4]I"-«' 

i 

ab^r 

[n]!"-^     '  1 

3[n]!»-4  3 


7i(»— 1)[«-2]!«-^  I  [n]!»-ip"'4 .3  { [n]!»-»!«' 

3[w]!»--* 3_ 

fi(n-l)(n  -2)[n]l«-i[«— 3J!»^  "~  4[ii]!«-^ 
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und 


[n'\\^* 


w(«— l)(w— 2)(w-3)[7i~4]!«-8 
ist,  60  ist: 

Anf  gleiche  Art  finden  wir: 

(n-f)  („_a)  („_i)  («_3) 

y   ""   ö[w]I»-i  ^6.4.3|[ii]!«-i}®'^5.4lM!»-M* 

(n-l)  («-4) 
3^    •  3(-  2i        («-5) 

j«_l)(„«iZ[)  (n-l)  («-3) 

(«-6)     V-^T^         5(y!4.2^_^  10{.y)^    2(_^. 

^    ==  6[«]!«-i  +6.5.4.3t[n]!«-M*'^6.5.4{[n]!«-M3 

(n^l)  (n-4)  (n~l)(n-ö) 

my\^.y_^       öy  'y__^  (,_o)    ^ 
+  6.5|[7i]!«-M2+  6[7i]!»-i  "^^-r" 

Es  ist  hieraus  das  Gesetz  der  Coefficienten,   so  wie  das  der 

Funktionen   leicht  erkennbar,   so  dass   also  allgemein,   wenn  *t 
den  mten  Binoinialcoeflßclenten  der  Ttten  Potenz  bezeichnet:        j 

1  (n-l)  (n-2)  2  (n-l)  («-3)  \ 

(n-l)  (n~m+l)        m— l]g  jt/i"»— ^.  fi     «i      «"-^]5  \v\"^^  .1/    «i 


3  (n-l)         (n— 4)  fn-3  («— 1)  (n—m+i) 

"»~i}$  ly}™-*.  y_^       ■  "'■"^K  {yr  '  y_^['f^' 


«1—2  («— 1)  (n— in+l) 


„        (n-n») 


Setzt  man  hierin  mz=n  — 2,   m^n'-'],   m  =  7t,    so  kommt: 
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(»-1)     ,„         "•'B{yf*~*.y_£i        "~'^lyr"*-y_£i. 

'^(»--2)[ii]^  +  [n-2]!«--47[«]r*-iF*  ■*^  [n-2]!»-*|[n]!''-i|«-* 

«—4  (n— 1)  ,,, 

«»--8  ]g  lyP.y  ^    ^-n 

1    («-1)     (n-2)  2    («-1)       (n-3) 

«— 4*  («— 1)  /„  «—3  (n— 1)    /^ 

1  (n-l)      (n— ^)  2  (rt— 1)        (11-3) 

''"^  fi[ji]!«-i  +  [w]!»-a|[„]I«^i|«-.2  +  [«3!«-s  t[^]|«-i  ,«-.8 

„-3(n-l)    ,,  n-2(n-l)   ,  l  . 

'  +••"+   [7i]!2»t[n]!»-il2" +""tn]!i[n]!'-i  .  '^^-^'^ 

n.    Aus  den  in  I.  gefundenen  Gleichungen  lassen  sieb  le^ht 
olgende  ableiten: 

•-2)  |yj2  (n-2) 

»  =2[^+    y-J' 

/      ,v  (»--l)(n-2) 


»> iy» 


3  -if     jr--;i        („-3) 


»  = 


(n-lXn-a)  (n— 1)  («-3) 

*  ~4.3.2{[«]!"-"i!ä+4:3t[n]!»-ij* ''■  "4[n]!"-»    +   ^-?' 


(n-l)(n-2)  (n-l)    (»-») 


f  ~ 6.4.3.2|[»i]F=ir*  +  5.4.3 t[n]!—M» "^ 571  iM!=M* 


(n-l)  (n-4) 

5[«]!«-i "  +  3'--' 


If 


2  (n-l)  (11-2)  S    (n-l)        (n-3) 

(••-1)           "}$|y|«-2.,y   Ol         "».{^r-^y_?i 
y^    <yr       - «__  , «_ 

4  (n-l)       (n-4)  (n-2)  (n-l)  ^  n-l  (n-l),  '^' 
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Die  Richtigkeit  dieser  letzten  GleicbuDg  nnd  also  auch  aller 
vorhergehenden,  woraus  sie  entstanden  ist,  lässt  sieb  leicht  durch 
die  Maclaurin'sche  Reihe  beweisen;    denn  diese  ist  allgemeiD: 

(«-«)  (n-l)  (») 

Setzen  wir  hierin  «= ^  und  bemerken,  dass  y  =  (a;+— ^)[w]!"~^ 

(ii— 1)  u^  u 

also  y«  =(a+"-^)[n]!"-^;  dieses  aber  wird  für  tf=  — —  zu  Null; 

(n)  -  • 

ferner  ist  r^^    för  jeden  Werth  von  a  gleich  1,  und  alle  nach 

dem  letzten  Gliede  jen^  Reihe  folgenden  Glieder  werden  für  uih 
Sern  Fall  zu  Null.  Es  wird  also  bei  unserer  Annahme  von  y  und 
u  die  Maclaurin'sche  Reihe  zu: 


n* 


s.-».a+s;.!i(«  +  a)+!^(,+i)H^(«+5)'+.... 


n 

(n-2) 


(n-1) 

Es  ist  aber  nach  I.  ar  + -^  =  p-i^;5,   also: 

7*  1^1* 


s  ilt 


^  («-3)  («-2) 

y     öl  («-!)    «  «Ol        (n-l)    ^  («-1) 

Nun  ist  ab^r 

*»  n{w-l)  1 


[^]!»^2— i.2.«(n~l)(n-2)....3.2""(«-.2)(n— 3)....3.2 

1 1 

""  (n— 2)(n-3)....3>2.1  ""|^:^]!«-«' 


v.4nr  «Aa  iStades  nur  durch  ihre  Ableitungen  und  eU.        4&6 

folglich  ist  das  vorletzte  Glied  dieser  Reibe  mit  dem  zweiten  in 
No.  (5)  identisch;   ferner  ist 

«1    j^ ft(n— i)(n>-2) 1 

RF^"'1.2.3.«(»—J)(w—2)(»—3)....4""(w-3)(n-4)....4. 3.2.1 


""[«^3]h-3' 

woraus  die  Identität  des  dritten  Gliedes  in  No.  (5)  mit  dem  dritt- 
letzten dieser  Reibe  hervorgeht;  avif  gleicheWei.se  wird  die  Iden- 
tität der  übrigen  Glieder  von  dieser  Reihe  mit  jenen  der  Reihe  (5) 
hergeleitet. 

« 

III.     Um  der  Anfiosang  unserer  eigentlichen  Aufgabe  näher 
zu  kommen 9   bemerken  wir,    dass  nach  I.: 

(n-2)  (II-2)  ^y\i 

(n-2) 

ist    Führen  wir  diesen  Werth  von  y_j^   in    der   zweiten-  Glel- 

n 

drang  II.  ein,  so  erhalten  wir: 

(n-l)(ii-2)  (n-1) 

(«-Ä)^    y   .  y  |y|3  («-3) 


also  ist  auch :  ^ 

(fi— 1)  («-2)  (n— 1) 


(fi— 1)  («-2)  (n— 1) 

(n~3)  (ft— 3)         y   .   V  I^P 


(n~3)  _  (n— 2) 

Dieser  Werth  von  y^^i  und  den  obigen  von  y_5i  in  der  dritten 


n     *  « 


€leichung  IL  eingefi^hrt,  gibt: 

(n-l)(ii-3)      ,   (n-1)  (n-2)  (n-1) 

also 


^       ^  (n-1)  («-3)      ^       («-l>(„-a)  («-1> 

«»-4)     _(n~4)  y       y  \         [yf    y  ,        (y|4 


8* 


PäL  •  (»—4)  («—8)   . 

»uhreR  wir  ferner  diesen  Werth  von  y_jx  «wd  jene  von  y__£i  und 
|^«i'  in  der  vierten  Gleichung  von  II.  ein,   so  erhalten  wir: 
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(«-6)_  y  .y  \yf  y \p\^  y 

y   ""i^«-i     1 .2{ [n]!«-i |2 "»"3. 2.1t[n]!'-M« 

(•-1) 

""5.3.2. li[7i]I»-M*''"^-^ 
Fahren  wir  auf  diese  Weise  fort,  so  erhalten  wir  allgemein: 

(n-l)  (n-m-l-1)       (n-1)  (n~m-f-2)      (n-l)      (n-m+S) 

(n-m)    y    .    y      .lyP-    y      ,  {yr   '    y         , 
y    "■    [n]!«-i    "~2.l{MM2"*"3.2.1|[w]!«-i|«    "*" 

(n-l)  (n-2) 

|y}m-2    .    y  y 

••••*  [m  -  2]!'«-2  |[n]!«-i  I«-»  ^ 

(n-l) 

^  ^  iw[m-2]!"»-2|[„]!a-ijm-i  +y-^- 

Das  obere'  Zeichen  gilt   für  ein  ungerades,   das  untere  für  eio 
gerades  tit.  ^ 

Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich  endlich  leicht  folgende  ab- 
leiten, wenn  man  m=«--2,  m=n  —  1,  m  =  n  setzt: 

(n-l)  .,,  (n-l)    ir  (n-l)     F 

' __  y -y         (yP  y_ ,       \y\^  y  , 

(n-l)         (n-2)  (n-l) 

■  {yr-^   y         ^  [.yl»-^ . ;  ^^ 

••••  ±[n~4]»-4 1  [w]!»-*  |»-4"*'(K-2)[»-'4]!«-*|[«]!»-i|«-»"*y-ir' 

(n-l)    ^  (n-l).       ...  (n-l)       IV 

'V-y.        lyi^ » y      ,      tyi'  -  y ,- 

2^"-  [^--i~2.1.{[«]!«-M2"^3.2.1([w]!n-M»      ^"' 

(n-l)  (n-2)  (n-l) 

••••  ±  [n-.3]!«--3|[w]!«-^|«^"*"(«--l)[n--3]!«-9{[n]!«--*}«-2"*^-7' 

(n-l)     .  (n-l)    ^  (n-l)     ... 

y  •  y         iyl^  y  iy)    y 

y~[^]!^^"^2.1|[w]!«--M^  +  3.2.1{[w]!«-M'"''^'* 

(n-l)  (n-2)  (n-l)  '   ^ 

••••*[w-2]!«-2j|-^]In-ljn-2  +  «[n-  2]!«-2i[„]!n-l  jn-l  +3^-^^ 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  ^ip  ungerades,   das  untere  ßr 
ein  gerades  m.    In  der  Gleichung  (7)  Ist  nun  die  algebraisch 


dtot  JHim  Grades  nur  durch  ihre  Ableitungen  und  eic.        4JSl 

BleichuDg  des  nten  Grades  nur  durch  ihre  Ableitungen  und  die 
[konstante  y_SJL  dargestellt. 

IV. '  Cm  eine  noch  allgemeinere  Darstellung  der  Gleichung  I.  (1) 
a  geben,  behalten  wir  alle  früheren  Bezeichnungen  bei  und  neh- 
nen  an,  es  sei  ^  eine  ganz  beliebige  ganze  oder  gebrochene,  je- 
loch  positive  Grosse,  so  haben  wir  nach  L: 


(n-l) 


der,  da 


[&!=(¥-'*) +^  +  '*' 


n 


i*— r;^!?;^ 


W 


st: 


(«-!)  (n-1) 


^emer  ist: 


der 


«  ^     2flift  ,      2^2      ,  Ai        ^ ,    .    X  [«]!*•""*  .  /    .   X« 


Iso  auch: 

(n-2)  (n-2)  (n-l) 

Um  die  ferneren  Entwickelungen  allgemeiner  und  leichter  zu 
lachen,  nehmen  wir  wieder  den  Maclaurin'schen  Satz  zu  Hülfe, 
tth  welchem : 

OH-a)  (n-1)  («) 

+-+pr^i:3(«+J»)"-Hpjz^j5=i.(a:+»*)"->+[^(^+<*)-+... 

r     . 
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Nach  diesem  finden  wir  leicht,  daüis: 

(n-3)  (n-3)  (ii— 2)  (n-1) 

(n-4)         («-4)  (11-3)  (n-9) 

(«-1) 
ff-^.(a;+ft)8 

+  3,2.][n]!»-*  +  ^*+''^ 

(n— in)  (n— fii)       (n— in+l)  (n— 7«+2)  (n— .ra-|-ä)  v 

(fi-i) 


(8 


i 


y-M 


y-*i(a?+|»)*  ,  y-^jx-t-n)^ 


y=y-^+ V^^+f'^  +    ■2.1      + 


[8]l 


8 


■X* ••♦•' 


(^' 


V.    Wir  finden  oben  aus  IV,: 

■       ) 

(n-l)  (n-1) 


(n«2) 


Dieser  Werth  von  x  +  (i  in  dem  Ausdruck  für  f^z^  *>u  IV.  sii* 
«tituirt,  gibt: 


(„-2)  (n-2)         (n-l)Cn-l) 


(n-1) 


J  r(n-2)  (n-2)         («-i)(n-i}         ,y_       -n| 

Der  Werth  von  a;-f  (li  und  dieser  letzte  von  (ar  +  ft)^  in  dem  Aus 

(n-3) 

druck  für  r  ^^„-3  "*  ^^-  eingeführt,  gibt: 

(n-1) 
1        p(n-3)  (n-3)         («-2)  («-2)        V-ii     , 

(n-1)  («-2) 


■litt  Mt»  ertäe*  mtr  durch  ihr*  AUettunffeu  und  ete.        4B0 


'I 
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I  „ 
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Das  obere  Zeichen  gilt  für  ein  gerades,  das  untere  för  ein 
ungerades  m.    Das  Gesetz»    nach  welchem  die  Funktionendiffe-  J 
renzen  gebildet  sind,    ist  offenbar;    das  Verfahren,  wie  jeder  foN 
gende  der  Coefficienten  aus   dem  vorhergehenden  gebildet  wird, 
soll  in  der  folgenden  Nummer  gezeigt  werden. 

VI.    Wir  haben  in  V.  bereits  gefunden,  dass: 

(«-1)  (n-l)  (n-2) 


also  ist  auch : 


(n-2) 


folglich : 


Da  ferner 


oder 


mithin : 


folglich  ist: 


(«-2) 


(11-2)  (n-a) 

Ä8  —  A,  Aa—  [,|]l«-l  v^^l  ~  (n-2)^ 


(»-3) 
(«-3) 


In  der  Entwickelung  von  (ar  +  ft)*  in  No.  V.  sehen  wir,  dass: 

(n-l)  (n-l)     (n-2)         (n-l)(n-3)        («-4)  (n-2)' 

Hieraus  finden  wir  leicht: 


«iü^Mfli  eradts  nur  durch  ihre  AMeitunffem  tmd  leu*       481 

.,.-  («-2)  («-3)  («-4) 


wer 


^-4) 


also 

(■-4) 

Setzt  man  in  V.  die  Entwickelung  von  x  +  ii  noch  eine  Potenz 
weiter  fort,  so  findet  man: 

(«-D  (a-1)     (n-2)  (it-1)      («-3)       (n-1)  (n-4) 

(«-1)   («-2)  (n-a)(ii-3)         («-6) 

^er  auch: 

(^2>  («-8)  (n-4)  («-5) 

y— A* 

roraus 

(B-ft) 

f6=-A\*f4iP|»Ä,-^Ari«Ar3+2*ri#^4-3iP,ir,H2iraÄr3+  ^j^* 

ISO 

Latidem  Bisherigen  sehen  wir,   dass  allgemein: 

(«-2)  (n-S)  («-4y 

\m^ Äi  Äm-1       |-^-j j„.i  Äm-2  +  j-^-j j^_i  A„,  _3  —  ^^^^^  K«-4 

(n-m+a)  (n-in fl)  («— m)        /  '*  ^ 

^0  das  obere  Zeichen  für  ein  ungerades,    das  untere  fär  ein 
Serades  m  gilt 
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VII.    Wenn  wir  mit  einer  geoaueren  Betrachtung  der  Wertbc 

der  rzijijiri  die  Bemerkung  Verbinden,  dass  K^  eine,  K^  zwei,  Ij 

drei  etc..  Km  rn  Dimensionen  bat,  so  kuDoen-  wir  bei  den  Be- 
stimmungen in  VI.  auf  eine.allgen^einere  Welsie  verfahren. 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  der  Kürze'  und  besseren 
combinatorischen  Uebersicht  wegen: 

Äi  mit  1,  also  JTi«  mit  Hill,  JTi«  mit  111111,  etc., 
JTa  mit '2,  also  K^^  liüt  2222^,    KJ^  mit  22222,  etc., 

80  di^  ?B,  B.  Kx^K^^X^=l\VmA  wäre. 

(n-Ä) 

Wir  sehen  aber  aus  dem  Werth  von  ftiTT»  dass  er  aus  der 

Verbindung  der  Elemente  1,  2^  3,  4,  5  zur  Summe  5  entstanden 
ist,  oder,  trenn  wir  die  eoinbinatoriscbe  Bezeichnung  gebrauchen, 
sich  durch   ' 

*  F[i....]  ^  *  Ffi....]  + « F{u^]  +  •  F[i...] + » Ffi....] + 5 

t  '  t  «  4 

darstellen  lässt,   oder  da: 
1,1111  +  i;il2  + 1,121+1,13+ 1,211  +  1,22+1,31  + 1.4=«  F[i....], 

2,111+2,12  +  2,21  +  9.3= 'rp....]. 
3,11  +  3,2  =«rp....]. 

*,  .  4     ' 

■-•.•...•  • 

5  =  5, 


...r 


:<l 


also 


bl 


*F[i...]==l,llll+{l,112+l,12l+l,211+2,llI}+|l,13+l,31+3,ll| 

+  {1,4+4,1}  +  {1,22  +  2,12+2,211  + {2,3 +3,21+5. 

Es  ist  also  nach  obiger  Bezeichnung  und  nach  dieser  Formel^ 
wenn  wir  die  Abwechslung  der  Zeichen  wie  in  VI.  berücksichtigen: 

wie  oken. 

Zur  besseren  Verständigung  wollen  wir  noch  den  Werth  von 

y %"^  ,  auf  die  ebengezeigte  Art  herleiten.    Es  ist:. 


fH.'.;ja=*%:..]-r-*  F*p.:.o+*  F[i.;..}+«  Fti....H-»  rii'.,..j+»-Fti.;..j*7,    . 

1  2  3  4  6.6 

.  <-  ■■ 

....]  =  l,nilll  + 1,11112  + 1,11121  + 1,11211  +  1,12111  +  1,21111 
*^t,112ö  +  1,1212+ 1,1221  +  UliÖ+ 1,2121+ 1,2211  + 1,1115 

.  + 1,1131+ 1,011+ 1,3111+ 1,123 +1,132+ l,2I3+lv231+1.321 
+ 1.312  + 1,222+1,33+1,141 +J,411f  1,114+1,24+1,42+1,51 
+  1,15+1.6, 

....]  =  2,111  II  +  2,1112  +  2,1 121  +2,1211+2,2111  +«,122+2312 
+  2,221+2,113+2,1314  2,311  +2,32+2,23+2,14+2,41+2,5. 

„  j=3,llll  +  3,112  +  3,121  +  3,21 1  +  3,13 + 3,31  +  3,22  +  3,4, 

•Fp....]  =  4,111  +  4,12  +  4,21  +  4,3, 

•r[i...o  =  5,11 +5,2, 

'Fri....]  =  6,i, 

7=±7.  ■ 

nt  nan^'die  gleichbeil«uteDdeq  zasammen,  so  hat  man: 

1,111111  =  R\r, 
112  +  1,11121  + 1,1 12n  + 1,12111  +  1,2111142,11111— 6jr,»fa,, 
l,l,li3  + 1,1131  + 1,1311  +  Ulli  +  3,1111 =SÄi4Ä'3, 

12  +  l,12i2+ 1,1221  + 1,2112  + 1,2121  + 1,2211  +2,1112  +  2,1121 
.      ;,\        +2,1211+2,2111,'=  10^,  »i^a.  • 

J414+ 1,141 +  1,411,+ 4,111  =4Ai3ir4, 
+ 1,132+ 1,213  + 1,231  +  1,321  + 1,312+2,113+2,131  +  2,311 
.,:+ 3,112  +  3,121  +  3,211  =  laV^iTs» 
1,15 +  1,51+ 5,11  =  3JE,2Jr6. 
/;   ,     .   2,122 +  1,222 +2,212 +2,221 =4ii»J^, 
!    1,24 +  1,42 +  2,14 +2^41 +  4,12 +4,21  =61-,  iri*4, 

l,6  +  6,l  =  2jr,ir6, 

,'  1,33  +  3,13  +  3;31  =  3lVÄi .  / 

2,23  +  2,32  +  3,22  =  SJra'JTs , 

2.5+5^=i^,ir6, 

3,4+4>  =  2iriJr4, 

81' 
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Berücksichtigen  wir  die  gehörige  Abwechslaog  der  Zeichen,  so 
folgt  hieraus,   dass: 

(«-T) 

-f-  3^2  A3  —  2^3  Kl  +  Kjm 

Die  allgemeine  Combinationsform,    wornach  diese  Ausdrücke 
belitimnit  werden  können,  ist: 

i.r[i....]  =  ^'\  F[i....]  +  «-«Fei....]  +  »-3  F[i....]  +  «-4  Fp....3 
+ ....  +  »-'^  Fpi....]  +  ....  +  *  F[i....]  + 1  F[i....]  +  w. 

VIII.    Setzen  wir  in  IV..  Formel  (10)  nach  einander  m=n— 2, 
m=w— -1,  m  =  w,   so  erhalten  wir: 

10    '     0  mm  Ir      Ir 

(n-2)  (n-2)  _(«-!)  («-!) 


«//        m 


.t 


■     j  n-i  -  ^     J  ^y^y^^  -^  (y  -  y-/*)  ^1  +  (3^  -T:y-iu)  Ä2 

(a;  +  W         ""  [n]!0  _(n-2)(n-2)  (n-l)(n-l) 

\    -+....+(y  -  y-iu)Äi-3i:(y  — y-A*)^«-«^ 
(y-y-iu)— (y— y-i")  A +(y— y-i«)^2--(y— y-/i)  iTg 

'  >.(13) 

(„_a)(n^2)  _(n-l)(n-.l)  f    ^    * 

+  — +.,..  +  (y  -^^A')Äi-2  +  (y—  y^fj)Ku'-x 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  ein  gerades,  das  untere  für  ein 
angerades  n. 

Diese  FormeF  (13)  drückt  eine  mir  noch  nicht  bekannte  Form 
des  Binomiums  aus  „die  Werthe  der  iTi,  K^,  K^^  etc.  können  nacli 
den  obigen  Anleitungen  bestimmt  werden. 

Bemerken  wir,  dass  [2]! V[w]!«-2==: [3]!« [n]!«-3=: [4]!» [ii]M 
=  [5]!*[w]!«-*=  ....[n]!«-^,   so  folgt  aus   den  Gleichungen  in  V.; 
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[y  -  y_^)2=[2]!i[«]!«-i[(y  -  y-^)-(y  -  3^-^) JTJ,      ' 

i,_l)(n-l)  (ii-a)(n-3)        (n-2)(n-2)  („_j)  ^„_i; 
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traden  nur  durch  ikre  Aähitunffe^'Mititt;^^     4M 
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h,    weil   allgemein    [n]I«-M W!"-^»-*  =  { [n]!""^"  Ist: 
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4§ß    Mo$9.brM9§er:   Darsteiiuni  4m-  algebraischen  Gleichung 
IX«  Ans  den  vorbergehenden  Gleiehungen  in  VIII.  erhalten  v 

(n-1)  («-1) 
:  («-2)  (fi-2)  1^  __  y       \^       (n-1)  (n-1) 

..-^ ;.     .         y-  ^-^=[2]!^M!»-^  +  1 3^  -  3^-mI  ^1 
folgUch,   da  .y-.^=[M]!«-Hi:i*--fii},    so  ist: 

(n-1)  (n-1) 
(n-2)        l-M  —  •/    ,,12       (n-1)  (n-1) 

Auf  gleiche  Art  finden  wir  aus  jenen  Gleichungen,    wenn 

(n-2)  (n-2)  ^     ;  (n-3)  ^ 

den  Werth  von   y  —  y-~ß  substituiren  und  statt  y-fx  seinen  frul 
gefundenen  Werth  \nY''-^\K^^—'iKiK^^K^]  setzen: 

(n-l)in-l)        '     '(n-1)  (n-1) 

^   -  [3]!»{ [«]!«-!  1»  +  ~[2]!i^!»-i     +  ^2^  -  J'-m)  (*i  -*j 
ebenso  finden  wir: 

(n-1)  (n-1)  :-  -in^)  (n-l)  (n-1)  (n^l) 

^    ""[4]!3t[n]!»-ip  t    I3]!2([w]!»-M^        [2]!a[w]!«-i*  ^^^ 
Wir  fi^ehen  aber  aus  den  bis  jetzt  entwickelten  Werthen.  1 

(n— 2)  (n-3)  (n-4) 

y»     Vi      y9    ^^^^  <^i^  Coefficienten   der  fortlaufenden  Poten: 

(n-1)  (fl-1)  ^  ^  ^  ^  V 

von  \y  —  y— ^1  nichts  anderej^  sind  als  die  in  VI.  gefundenen  Wer 
von 

(n-1)  .  (n-2)  («-8)  (n-4) 

[n]!«-!'     [«]!«-!'     Jn^n--!'     [«]!«-!' 
wir  können  also  allgemein,  schreiben  :     . 

(n-1)  (n-l)  (n-1)  (n-l)  (n-1) 

y    ~  [wi]!"»-!  l  [w]!«-M'»-^  "*"  [m— i]!«-«  {[w]!»-i!'»-2-  [^-ju-i 
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o       i\ 


'  (n-l)  (fi-ir  -  -y_ 

+ ly  —  y-/*}  •  pgppi  +  y-fj^' 

X.    Will  man  endlich  die  Funktion  y  darch  alle  Ihre  Ablei- 
loBgen  dargestellt  erhalten  >  so  hat  man  aus  VIIL: 

^       *    (n-l)  (n-l) 

*  =  pjii  [n]!«-i  +  Jy  •"  y-A*i^i  +y-iu> 

(n-l)  (n-l) 
ü-j)         {«  — «      }3         (n-2)(n-a)  (n-l)  (n-l)  (n-3) 

»  =  [3]!2{[„yn-i|2+  {y  —  y-/i>  ^1—  ty  —  y-iu)^2+y-i»> 

(n-l)  (n-l) 
^^  }y-y-/xl*      /r^^^"""^^^      («-2)(n-2) 

?  ^^^r^h^z'^^y-y-f^'^^i-^y-y-f^^^^ 

:  (n-l)  (n-l)  (n-4) 

;     *  +ly-y-iu)Ä'3+y-/i, 

(n— -2)  («-«)  __(»-l)  (n-l)  tu 

+— +  .".±{y  —  y-iulÄ*„-5+  {y  —  y-/*}Ä'n-4+y-A*t 
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(n-l)  (n-l)    ^__^ 

_(n-2)  (n-2)  (n-l)  (n-l) 

+— +....i-{y  — y-/i)i&i-4±{y  -y-^iJÄ 


+aM* 


(iH-l)  (n-1) 

+  —  + ....  db  {y  —  y-/*)^»-s  T  {y  —  y-iu }  ÄI-« +y-i«» 


C«-i)(«-i) 

_(n-2)(n-2)  (n-l)  (n-1). 

+  —  +....  + {y  —  y-^ )  JTa-ä  +  {y -— y-iu }  Äi-i +y-Ai. 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  ein  gerades,  das  untere  für  ein  un- 
gerades n. 

Wir    können  diesen   Gleichungen   auch   eine  andere  Gestalt 
geben,   weqn  wir  bemerken ,   dass  nach  I. 

(n-l)(„_l)  p{^  pf\n)  pip) 
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und  ebenso: 
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.  4   .  *r   .     i    ■    ^ 


Miscellen. 


Gelegentliche  Bemerkueg  des  Herausgebers. 

Die  schone  Abhandlung  des  Herrn  Oskar  Werner  in  dem 
forigen  Hefte  9  welche  auch  eine  grosse  Anzahl  sehr  bemerkenswer- 
ter goniometriscber  Relationen  enthält^  veranlasst  mich  zu  der 
Engenden  gelegentlichen  Bemerkung. 

-Herr  Oskar  Werner  bedient  sic)i  in  dieser  Abhandlung 
hrdiglingig  der  Bezeichnung  sinor",  cosj^,  u.  s.  w.  statt  der  in 
neaerer'  Zeit  hin  und  wieder  gebräuchlich  gewordeneu  Bezeich- 
Mog  8in**a;,  cos":r,  u.  s.  w.,  und  nach  meiner  Ueberzeugupg  mit 
km  Vollkommensten  Rechte.  Ich  habe  schon  in  mehreren  mei- 
ler  frflheren  Schriften  auf  die  Unzweckroässigkeit  der  von  franzo- 
BScbeD  Mathematikern  eingeführten  Bezeichnung  Bm^x»  cos^^r» 
u  s*  w«  aufmerksam  gemacht»  und  will  meine  Grunde  für  diese 
bsicht  in  der  Kürze  hier  wiederholen. 

]•  Die  Bezeichnung  sin*j;,  cos^^r,  u.  s.  w.  ist  streng  genom« 
len  flftlseli»  denn  sino;,  cobx^  u.  s.  w.  sind  wie  alle  ähnliche 
lyndiole  in  der  Mathematik  einfache  Symbole  und  keineswegs 
b  getrennte  oder  trennbare  Symbole  aufzufassen,  weshalb  man 
Indnras  »inx^^  cosar",  u.  s.  w.,  nicht  sin "o;,  cos''^,  u.  s.  w.  schrei« 
lei  mnss, 

%  Die  Bezeichnung  sin**a?»  cos^jr»  u.  s.  w.  ist  unpraktiscli 
mi  lunvifrecfcniässig^»  am  allermeisten  auch  für  den  Druck,  und 
imnat  sich  schlecht  aus,  namentlich  wenn  die  Exponenten  zu- 
mnmengesetzte  Grössen,  wie  etwa  8m  — 2n-|-6^-t-3A  u.  s.  w.  sind, 
*$s  nao  hoffentlich  bei  Vergleichung  zweier  Ausdrucke  wie 


.., .. 


sin8"»-*«+ö*+**j;   und  ßina:»"-*«^^*^*^ 
sieben  wird. 
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3.  Die  BezeicIiDung  sinnj-,  cos"^,  u.  s.  w.  ist  Incoiueqi 
Denn  wenn  man  s'Wa:,  co8",r,  u,  s.  w.  statt  »inx",  cosa:",  u, 
schreilien  nill,  niüsste  man  doch  der  Consequenz  wegen  wohl  nncb 
jedenfalls  V*^  statt  (V^)*.  ferner  /^"y  statt  /iy"'  ")  ecbreilien, 
da  doch  Jeder  neiss,  daas  ^™^  in  der  Malhetnatlk  schon  eins 
hitnmeltveit  verschiedene,  sehr  beslimmte  und  allt^emein  recipirt« 
Bedeutung  erhalten  hat.  Man  schreiht  ganz  richtig  •äif",  weit 
man  an  dem  allgemeinen  Grundsatze  festhält,  dass  ^y  ein  ein- 
faches untrennbares  Syuibot  ist. 

4.  Die  Bezeichnung  Hn":E,  cas^x,  u.  s.  w.  ist  Hcliftdllcli  fül 
junge  Mathematiker,  namentlich  tvenn  sie  auf  Schulen  sich  scboB 
.dergleichen  Dinge  angenühnen,  weil  gerade  diejenigen  deulschei 
Mathematiker,  tvelche  im  trigonometrischen  Caicul  dii 
grösete  Gewandtheit  besitzen  oder  heseseen  haben, 
wie  Gauss,  Beasel.  Encke,  J.  F.  Pfaff").  u.  s.  w.  sich,  » 
viel  ich  weiss,  dieser  Bezeichnung  nie  bedient  haben,  und  mu 
doch  annehmen  muss,  dass  junge  Mathematiker  sich  dereinst  tt 
dem  Studium  der  classischen  Werke  dieser  Männer,  die  in  de^ 
gleichen  Dingen  als  hauptsächlichste  Autoritäten  gel- 
ten müssen,  wenden  werden.    Deshalb  sollte  man  am  we- 

gstenaufdcutscbcn  Gymnasien,  Realschulen,  u.s.w. 
n  Schülern  dergleichen  üin<<;e  angewühnen. 

Ich  habe  dies  hier  üelegentliLh  wieder  einmal  zur  Spracbe 
I  bringen  wollen,  /ufällig  veranlasst  durch  die  schone  Abhandlung 
des  Herrn  Oskar  Werner,  werde  übrigens  natürlich  im  Arcfii» 
wie  bisher  auch  fernerhin  fortfahren,  der  enliregenge setzten  An- 
sicht ihr  Recht  widerfahren  und  jedem  Autor  hereit willigst  edltt 
Art  und  Weise  zu  lassen.  Meine  Schuler  in  meinen  Vorle- 
sungen verlassen  die  iSchrcitiart  sin''.r,  cos"^,  u.  s.  w.  imrotr 
sehr  bald  wieder,  wenn  ihnen  dieselbe  auf  der  Schule  leider  aD> 
gewohnt  worden  ist,  und  gerade  diejenigen,  welche  die  meislS' 
Gewandtheit  und  Eleganz  im  Caicul  sich  zu  erwerben  im  älaaila» 
sind,  kommen  immer  sehr  bald  zu  der  aus  völliger  Ueberzeugiw| 
gewonnenen  Ansicht,  diiss  aie  sich  hei  sin:e",  tos^r",  u.  s.  Ni' 
nnendlich  weit  hesser  stehen,  als  bei  sin".i;,  cos"a:,  u.s.w.  D!ei 
I  i^t  wenigstens  meine  Erfahrung.  Da  die  Suhjectivität  des  Leh- 
xers  bei  solchen  Dingen  immer  viel  thut,  mögen  vielleicht  Ander* 
hiervon  abweichende  Erfahrungen  gemacht  haben.  G. 

•)  Soll  M  ^(V")  heiascn,   «o  arhroiht  man   belmnnllieh   knn  ätH"^ 
•*)  Dieser  aasgezeiclinEte   HathemHtiker    eiferte   immer    «ebr   gegcl 
■1n"£,   Dan*x,   u   a.  w. 
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'     Hen  DirectoT  Strehlke  in  Danzig  schreibt  mir  unter  dem 
31.  März  J854  Folgendes  : 

99  Als  eiD«  Ergänzung  einer  früheren  Mitthellang  über  die 
ZiU  9S*)  lege  ich  ein  Blatt  der  Elbinger  Anzeigen  bei,  worin  die 
Bereebnang  der  Zahl  auf  400  Decimalstellen  enthalten  ist.  Pro- 
fessor Richter  schreibt  mir,  dass  über  die  Richtigkeit  der 
332steD  and  333sten  noch  ein  Zweifel  vorbanden  ist/'  G. 

Es  ist  nach  4maliger  Bereebnang  in  400  Decimalstellen: 

«=3,  1415gb^  !26535  89793  23846  26433  83279  50288  41971 

60399  37510  58209  74944  59230  78164  06286  20899  86280 

3<826  34211  70679  82148  08651  32823  06647  09384  46095 

tOS82  23172  53594  08128  48111  74502  84102  70193  85211 

08650  64462  29489  54930  38196  44288  10975  66593  34461 

S475  64823  37867  83165  27120  19091  45648  56692  ^^ 

48610  45432  66482  13393  60726  02491  41273  72458  70066 

0B315  58817  48815  20920  09882  92540  91715  36436  78925 

90360  01183  05305  48820  46652  13841  46951  94151  16094 

Richter. 


.Aiuii^  1108  einem  Briefe  des  Herrn  Professor  Dr.  Wolfers 

in  Berlin  an  den  Herausgeber. 

'    tf ir  AM^  Oberfläche  der  Zone  vom  Aequator  bis  zur  Breite  tp 
indst  man  bekanntlich  leicht  den  Ausdruck: 

2  3  4 

'      aj^sin^ll+gC^sin^Hge^sin^^+^^^sing^^  +  etc.), 

«od  Ueraiu  für  9  =  90^  die  Oberfläche  des  halben  Sphäroids: 
(I)  -'IbM  1  + 1  e«  +  I  e*  +  ^«e  +  etcl. 

ßiöier  letztere  Ausdruck  wird  weit  convergenter ,    wenn  man 
statt  der  halben  kleinen  Axe  6  die  halbe  grosse  a  mittelst 

62=a2(l— e«) 
dMfiihrt»  indem  alsdann  der  Ausdruck  (1)  übergeht  in: 


•)  Tbl.  XXI.  S.  119. 


Diese  zwei  Formeln  klinnen  unter  andern  als  rnntrolle  dienen. 
wenn  mnn  einmal  die  Oberllfiche  eines  SphüroiiU  zu  berechnen  hat 
BerllN  den  20.  November  18ri3. 


Herr  Professor  firunerf  hat  mir  ein  Schreiben  des  Beim 
Ubbo  Meyer  mitgetbeilt,  »orin  dieser,  und  ziv^  mit  valten 
Rechte,  in  Bezug  aul'  eine  von  mir  veröffentlichte  Efgfinzung  di 
Jacobi'schen  Theorems  die  Priorität  fiir  sich  in  Anspruch  nimmt 
Die  envähnte  Arbeit  entstand  beim  ersten  Stiidinm  der  elüiitlscbeH 
Functionen  aus  dem  Bemühen,  den  Bei^eU  l'ür  das  von  JacobI 
binterlassene  Theorem  abzukü'rzen,  und  wenn  Herr  ProFess« 
Grunert  dieselbe  aiifnahni'),  eo  ist  dies  wobi  nur  deshalb 
scheheiL,  weil  der  von  mir  au^cstcllte  Ausdruck  nicht  ganz  < 
form  mit  demjenigen  des  Herrn  IMeyer  ist,  und  weil  vielleicU 
auch  der  von  mir  gewählte  Gan^  fiir  einen  solchen,  der  sich  Itf- 
ber  der  bisherigen  Darstellungsweise  anscbliessen  will,  einjgM 
Interesse  haben  könnte,  '  F.ssen. 

Schreiben  des  Herrn  Ubbo  H.  Meyer  an  den  Herausgeber.' 

Eine  Abhandlung  des  Herrn  Essen  über  die  „Ergänznag  dfi^ 
ersten  Jacobi'schen  Theorems  von  den  elliptischen  Functionen" 
in  (hrem  Archive  T.  XXr.  Nr.  20.  hat  mir  Veranlassung  zu  eini- 
gen Bemerkungen  gegeben,  welche  ich  die  Ehre  habe,  Ihsen 
hiermit  mitzutheilen. 

Wie  Sie  wissen,  kann  man,  dem  Jacobi'schen  Tbeoreme 
gemäss,  die  Constanten  ^,  A,  uj,  c^, ....  up— j  so  beslimmen,  dasa 
if>,  als  Function  von  (p  gegeben  durch  die  Gleichung 

(1)  '■ 


ä)<i-SÖ--'>- 


•1011;= 


fi    (1— c'-'sin^OaSin'qjXl — c-siii'H4sin''g3)...(l— 


,njV 


-) 


'op-,sinV 


*)  Irh  hnhe  llieHc  und  einij;«  andere,  aauh  epHlere.  Arber [Rn  des  Bern 
XiiiGO  aaf genommen ,  wpü  ihre  Scibs  taländigboil  unverhennliar  uil 
weil  sie  mir  eben  wegen  dieger  Unalhäng-igkeit  von  anderweitigen  Unlonn- 
ehongen  lehrreich  xa  sein  Hvhienen.  Sehr  lieb  itt  cb  mir  auch  jettt,  / 
auf  dieae  Weiae  die  Aufmerhaambeit  auf  Herrn  Ubbo  H.  Mejei 
dem  jedenfalls  die  Priorität  der  Erfindung  gEliübrt,  treffliebe  Ati^j^ 
TOD  Neuem  hiDgelenkl  wird,  6. 
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der  Gleichung 

(2)      C  ,    ^     ^..r*--ä± — 

GeoCige  leistet.  Es  gilt  diess  aber  nur,  wenn  p  eine  ungerade 
Zahl  Ut.  Das  Jacobi*sche  Theorem  ivürde  deshalb  ergänzt 
sein»  wenn  man  durch  eine  ähnliche  Gleichung  wie  (1)  der  Glei- 
chung (2)  genügen  könnte  iiir  eine  gerade  Zahl  p. 

Man  Bat  Herr  Essen  gefunden,    dass,  wenn  für  eine  gerade 
Zahl  p  ^  als  Function  von  9  gegeben  ist,  durch  die  Gleichung 

^^^  *  —  (1  —  c^sin  2«^  sin  2g>)....(l-c2sin«tfp-isinä^' 
dadurch  nicht  der  Gleichung  (1),  sondern  der  Gleichung 

/y  d(p P^  d^     

Vi  — c^sin^'^'t/        ^T^k^cos^Mf 

■t  ■ 

genügt  wird. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  dadurch  keine  Ergänzung  des  Ja- 
cob i'scheiji  Theorems  gefunden  ist,  obschon  es  keine  Schwie- 
rigkeit hat,,  aus  dem  gefundenen  Satze  eine  Ergänzung  zu  errei- 
dwn.'  .Man  braucht  nämlich  nur  zu  setzen: 

cosc5 

cos  tlf  =      /.  -z=  , 

^      Vi— Ä^sin^ö 


woraus 


sini/;  =  V  1 — A'^  ^j=—  .^ , 

VI— Ä^sm^üD 


V  1  — Ä^sm^Ci) 
lod  es  findet  sich  leicht: 

/^  d^ /*  ®  d(5     

Vi— ife^cos^v;  ^J       VV^k^sin^ö 

.  o  '  o 

.  Abo  wird  der  Gleichung 

/9  dtp P^  dQ 

Vi— c«sin«q>""'*t/        VT-^sin*S 


Genüge  geleistet  rlurch 


t>- «1^^)  ■■"<»- 


\^}-kHm^ä      (l— c^s 


,»«isi 


)....(i-c^si 


und  um  die  Ergänzung  dea  Jacobi'schen  Theorems  zu  vollen- 
den, muss  man  noch  ans  der  letzten  Gleichung  den  Ausdruck  toi 
sinif  in  s'inip  ableiteu. 

Es  Rcheint  mir  aber  durchaus  nutzlos,  eine  solche  Transfor 
matiiin  vorzunehmen,  indem  ich  glauhe,  diese  Sache  im  Archiv« 
(ThI.XVII.  S.  85.  sqq.)  ziemlich  erscfaüpfend  dargestellt  zU'hab% 
Das  erste  der  dortigen  Theoreme  (S.  85.  u.  86.)  tfilt  allgemetn 
mr  jede  ganze  Zahl;  das  zweite  (S.  93.  u.  94.)  gilt  fiir 
gerade  Zahl  und  das  dritte  (S.  •)4.)  fiPr  eine  ungerade  Zabk 
Dieses  ist  daa  nämliche  wie  das  Jacohische,  und  so  ist  da» 
zweite  —  wenn  man  es  so  nennen  will  —  die  Ergänzung:  denh 
beide  sind  im  ersten  enthalten  und  werden  daraus  abgeleitet 
durch  die  Zahl,  im  Besonderen  entiveder  als  eine  gerade  odw 
als  eine  ungerade  zu  betrachten.  Aus  dem  zweiten  Theorem 
'  mflssen  sich  also  die  Resultate  des  Herrn  Essen  ableiten  lassen. 
Wirklich  braucht  man  bloss  seine  Bezeichnung  einzuführen. 


Setzt  n 


sinu=Pei,t, 

da8,Pi=Q,ff,  u.  folslieh  S^!p=VJ. 

ist,   sogleich 


lieh  sinip=Pi,  co8fp=Qr,  V~l  —  c''siD*qj=ßji 
ü  =  Qöi,t,    V  l  —  fi^siu^ä  =  tt8x.k,  so  hat  man,' 


,  8^ü-fl\^l— A^in'B 


Schreibt  man  überdiess  p,  (i,  und  sinuni  statt  t 
die  Formeln  des  zweiten  Theorems  über  in : 


^  Bin*(la'  ' 


,  Pm  ,80  geh« 


F  *^l-c'«i.>  (l-c".in"«,.in=<P) 

...(l-c2sin2«p-asia'vJ 

c-S^^x'-S.)- 

<■-;£$:) 

\^1— c^sin  V  (1— fä  sin  ^sin  V)- 

,.(l-c'sii>%;^.io«») 

Vl-Ä^sinäÖ 

tl-c'=sin%sinV)(I-f«sinV3sin=9,).. 

.(l-c«.m'«„.in'j)J 

V  (I  — c'sin  V)  tl  -  cäsinXsin»  ....(l—Ca  sin  »(^-.,»10*5 
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cos  (13 

cosif;  = 


■od  diese  ist  die  nämliche  Gleichung  des  Herrn  Essen,    welche 

S.oboe  Transformation  bloss  durch  Hinschreiben  aus  den  vor!- 
IPonneln  abgeleitet  wird. 

Ich  habe  diese  Bemerkungen  nicht  gemacht,  um  die  Arbeit 
:  im  Herrn  Essen  zu  schmälern;  denn  er  wird  Mühe  genug 
^gdabt  haben,  die  richtige  Formel  durch  Tatonniren  zu  finden. 
^Bt  mir  ^  war  diess  anders,  da  die  Theoreme  nicht  wie  das 
[mcelil'Bche  ans  der  Lnfl  gefallen  erscheinen,  sondern  im 
'.  BaMumenhange  mit  dem  Vorhergehenden  sich  wie  von  selbst 
;  llgaheil;  (Archiv.  T.  XVI.  S.  395.  sqq.)  Nicht  also  um  den  Herrn 
'Essen  zu  tadeln,  schreibe  ich  Ihnen,  vielmehr  möchte  ich  ihn 
>'sdoer  Geschicklichkeit  wegen  auffordern,  seine  Untersuchungen 
uf  diesem  Gebiete  fortzusetzen;  aber  damit  er  sich  nicht  die 
:  Hflhe  gebe,  zu  suchen,  was  ein  Anderer  schon  gefunden  hat, 
^irlrde  es  ihm  vielleicht  zu  empfehlen  sein,  auf  meine  Aufsätze 
l^&rehiv.  T.  XVI.  No.  33.  T.  XVII.  No.  3.  und  No.  19.),  die  er  nicht 
i  gdesen  zu  haben  scheint,  Rucksicht  zu  nehmen.  Aus  dem  letz- 
.  ien  Aufsätze  wird  er  z.  B.  sehen  können,  dass  auch  für  die  ellip- 
:  ÜMhen  Functionen  der  zweiten  und  dritten  Art  ähnliche  Theoreme 

^  gefimden  sind. 

,  ••■    ■ 

Dass  ich  nicht  dem  Herrn  Essen,   sondern  Ihnen  diese  Be- 
f'imkaDgen  mittbeile,  geschieht  erstens,  weil  ich  voraussetze,  dass 
Sie  mit  dem  Herrn  Essen  in  Correspondenz  stehen  oder  wenig- 
stens mit  ihm  bekannt  sind,   und  es  ihm  angenehmer  sein  wird, 
solche  Bemerkungen  von  einem  Bekannten,  'als  von  einem  Unbe- 
bkumten  zu  erfahren;  zweitens  weil  ich  doch  auch  Ihnen  die  Sach- 
f»hfp  Torzulegen  wünschte,  damit  Sie  als  Herausgeber  des  Archivs 
'.  fjli^  Veranlassung  zu    einem   Prioritätsstreite,    dem  ich  ganz  ab- 
[^iMeigt  bin,  beseitigen  möchten*):    Sie  sind  um  so  mehr  darauf 


^  ..   *)  Herr  Ubbo  H.  Meyer  wird  aber    gewis«   entschuldigen,    dsM 

i  hÜ  Mir  die  Erlanbniss  genommen  habe,  diesen  seinen  lehrreichen  Brief, 

f  ta  kh  vorher  auch   Herrn  Essen   mitgetheilt  habe,    im  Archive  ab- 

I  fadm  sa  lassen.                                                                     6. 
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angewiesen,  weil  beide  Abhandlungen  in  Ihrem  Archive  abgedruckt 
ei^chienen  sind. 

Schliesslich  erlaube  ich  mir  noch  eine  Bemerkung  über  die 
„Berichtigung"  (Archiv.  T.  XXL  S.  344.).  Ich  habe  die  Abhand- 
lung des  Herrn  Professor  Dienger  (Archiv.  4*.  XI.  Nr.  50.),  wo- 
von in  der  Berichtigung  die  Rede  ist,  nicht  zur  Hand,  und  kann 
also  nicht  benrtheilen,  ob  die  'dort  gefundenen  Formeln  richtig 
sind;  so  viel  ist  aber  gewiss,  dass  die  in  der  Berichtigung  mit- 
getheilten  Fornfeln  es  nicht  sind. 

Es  ist  nämlich  nicht  bloss  a;=(msna)^,  isondeni  auch  x=n }• 

eine  Wurzel  der  Gleichung 


X 


a_^ 


1  —  cn2a 


l'fcn2a  l  +  cn2a^^ 


Die  richtigen  Formeln  und  deren  Herlei tuhg  hal^e  ich  gezeigt  m\ 
Archive  T.  XVII.  S.103.:  man  braucht  bloss  is^  a,  cna,  dqa, 
statt  Pa$  Qay  Ba,  c  ZU  schreiben,  um  in  der  Bezeichnung  de« 
Herrn  D  i e  n g er  zu  bekommen : 

l-cn2o 1  1— dn2a 

(sna)   -i4.d„2o~>»«'l  +  cn2a' 

,      ,,      dn2a-|'cn2a      1— m«     1— drt2a 


m 


^     dn2cr— cn2a* 


(dnay 


dn2a_+cn2a 
l+cn2*r" 


=  1— m^ 


l-^cn2a 
dn2a--cn2a' 


Eine  Correctur  der  Berichtigung  wird  also  jedenfalls  notbweif  j 
dig  sein*). 


Groningen,  23.  März  1854. 


Dbbo  H.  Meyer. 


Von   dem   Herausgebet;. 

Wenn  man  die  auf  den  drei  Seiten  a,  6,  c  eines  sphäriscben 
Dreiecks  ABC  senkrecht  stehenden  Höhen  dieses  Dreiecks  respee*f| 
tive  durch  a,  ß,  y  und  etwa  die  Entfernungen  des  Fusspunktes  der  i 
Höhe  a  Ton  den  Spitzen  C  und  B  des  Dreiecks  respective  darek 
X  und  a-^Xy   welche  Differenz  positiv  oder  negativ  sein  kaoiiw 


0  Man  vergleiGhe  auch  Archiv.  Tbl.  XXII.  S.  362. 
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UBeidiii^;  80' bat  inan  nach  den  Lehren  der  spbSrischen  Trigo- 
ovnetiie  die  beideb  Gleichangen : 

cosh:=2C08aco6x,  \ 

'■■  co8C^cosacoa(a  — x); 

der 

co8b  =  cosacosx, 

cos  c  =  cos  cc  cos  a  cos  x  -f  cos  «  sin  a  sin  x, 

igoB  die«en  beiden  Gleichungen  folgt: 

cos  6       .  cosc — cos  o  cos  6 


cosa;^::- ,   sin^= 


Uso  ist 


I . 


cos«  cosasina 


(cos  6\*      /cosc — cosa  cos  b\*  ^ . 
cosa/     '  \       cosasina       J  "^ 


»der 


sin  a'cos  6*  +  (cos  c — cos  a  cos  6)*  =  cos  a^  sin  a?, 

blgficb 

cos  6*  +  cos  c^ — 2  cos  a  cos  b  cos  c  =  cos  a^sin  a^. 

lieraas  ergiebt  sich  auf  der  Stelle: 

sin  a*  sin  a* = l  —  cos  a^ — cos  6* — cos  c^ + 2  cos  a  cos  b  cos  c, 

nd  folglich  zugleich  auch  für  die  beiden  anderen  Seiten  und  die 
lenselben  entsprechenden  Höhen: 

8ina8]na=  V~l — cosa^ — cosÄ^— cosc* +2  cosa  cos  6  cosc, 

sin  j3  sin  6  =  Vi — coso* — cos  6* —  cosc* +2  cosa  cos  6  cosc, 

810  y  sin  c  =  Vi  —  cos  a* — cos  6* — cos  c* + 2  cos  a  cos  b  cos  c, 
tüso  ist 

sin  tt  sin  a  =  sin  |3sin6  =  sin  y  sine 


•der: 


sin  a :  sin  j3  =:  sin  6 :  sin  a, 
sinj3:siny  =  sinc:sin6, 
sin  }f :  sin  a  =  sin  a:  sin  c. 
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■    '  <* 

Ifa  ^{ihärischen  Urieieck  veib^Hßn  «ich  also  die 
Sinus  der  Höhen  umgekehrt  wie  die  Siniis  der  ent- 
sprechenden  Grundlinien,  d.  h.  wie  die  Sinus  der  Sei- 
ten,   auf  denen  die  Höhet)  senkrecht  stehen. 

Im  ebenen  Dreieck  verhalten  sieb  bekanntlich  die  Höhen  um* 
gekehrt  wie  die  entsprechenden  Grundlinien. 


Ueber  den  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  (Taf.  TI:  Pig.  5.) 
seien  ausserhalb  desselben  Quadrate  beschrieben  und  deren  Mit* 
telpunkte  A'  9  B\  C  durch  gerade  Linien  verbunden»  wodurch  das 
Dreieck  A'B'C  entsteht.  Man  soll  die  Flächenräume  der  beiden 
Dreiecke  ABC=A  und  A'B'C'^=A'  mit  einander  vergleichen. 

Man  bezeichne  wie  gewöhnlich  die  Seiten  .des  Dreiecks  ABC 
durch  a>  b,  c  und  ihre,  Gegenwinkel  durch  A^  ß^  C,  so  ist 

A'B^A'C=:^,    B'C^B'A^^,    C'A^C'B  =  :^^ 


und 

j^B'AC'z=:9(y'  +  A,    ^C'BAf ^90^  +  B,    ^A'CB'=W^  +  C. 

Nun  ist  offenbar: 

l    a      o       1     Ä       h '     1     €      c 


uod 


=  -^'  +  T  (bc  cos  A  +  ca  cos  B  +  aAcos  C)- 
Dies  giebt  die  Gleichung: 
A+  ^(a^+b^+ c^)  ==  -^'  +  |(Accos  J.+ca  cos  B^ab  cos  C) 


i- 


oder  -         ;>"/- 

A*  ■— ^ = 2  (ö* + **  +  c***6cciMi  ^  —  cacosA  —  a6  co«  C). 

Nun  ist  aber  bekanntlich 

a* = 6«  4.  c*'-2Ac  cos  il, 

6* = ca+ a«  -  2ca  cos  J?, 

c« = a«+ 6« — 2a6  cos  C; 
also 

^4- 6H<^f=2(a^+6'-|'C^)-^8(fe<»S'^'f  eaedB^-f  a6cos  C), 

folglich 

a^-f  A^+<?^=  2(6ecos^-|-oa€08  fi-f/ift  cos  O- 
Dalisr  ist  nach  dem  Obigen: 

Nim  ist 

1  1  1 

^/=3H6csinil=:5casinB==5a6slnC       ^ 

also»  wenn  man  hiermit  in  die  vorstehende  Gleichung  dividirt : 


folf^ 


ti.' 


A*  1 

•^  — l=g-(cotji -f  cot  JB^-cotC)* 


A^  1 

-^  =  1  +  j  Tcot  ii  +  cot  B  +  cot  C). 


Diese  Relation  findet  man  aus  dem  »«Programme  de  l'unl- 
▼erslt^  de  Bnblin.  1848.*«  mitgetheift  in  den  Noirvotiäs  An- 
nales  de  Mathämatiques  par  Terquem  et  Gerono.  T.VIII. 
1849.  p.  47. 

Weil  A\B\  C=180o  ist,  so  ist 

^a\      *»i     *^t_«ifl<J4-B)     €os(i<+^ 

C0ti<  +  C0tB-f  C0tC==      .      j    .     Ä 7~^TD^ 

6\n(A  +  B)^'-6\nAsmBcoa(A  +  B) 
sin^sin^sinC 

1— cos(4-hiB)^|  co8(^g)-j-sin  Aing> 
^^  sin^lsinJSsfnC 

1  +  cos  A  cos  gcos  C 

^      sin^sinWmC  •  ' 


■'»        ■  H  I 


iNideUen. 

Also  ist  auch 

.' '  V  ..<.■■  o.>^   •  '^v^'^^-     1  +,e9^'A  cös B cos; C 

^  ^sinAsinBsinC 

oder  '. 

j'  1         .1.    ^--aV. 

-r  =  1  -f  jr  (cosec  il  cosec  ^Qosec  C+cotA  cot  jB  cot  ( 

Ist^=90V  solA" 
.  ^..     ol^l+jMJOse^ 

;  y^+jgiö  j^cosB?^*+28in  CcosC 


siD2Ä~*^sin2C 

—    8iD2Ä    ""     sin2C 

l  +  coy(90o>-2ig)  :   l+cos(9(y>— 2C) 

nn.i^'-^      ,...J?^,^«(48V.^)^^.2cos(45o>rC)^ 

sin2jD  sin  26 

Ffir  jB=:C=:45»  ifl(t  hn  voIrtergehendeD  Falle 

4=2,    ^'  =  2^. 


<L  -J      *.:   ^» 


Ist  das  Dreieck  Äl^C  gleichseitig,  so  ist  A  =3  Bz=i  C= 

.,  ;  8iiif|;r=^s^pJ5:^sinC:s2l'^^?.   cos  J  =  cosB=cosC! 

cot  i4 = cot  B = CO  t  C  =  — ;« ; 
also 


Die  Gleichjing  einer  l^Hipse  oder  Hyperbel  sei 


so  ist  bekaDntjicb 
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iten  eiaes  gegdieaeo  PanktttsiliB 


-w  — 


aa  —  bb  o^b 

ichung  der  durch  den  Punkt  (xy)  gebenden  Berührenden. 
i\ir  nun  vom  Mittej^ttni^^.  der  Coi^e  a«if  diese  ßerfihrende 
pendikel,  so  bat  dessen  Gleicbung  die  Form 

v=zAUf  ^ 

;b  den  Lehrea  der  ünälytisbb^n.  .Ge«m^trie  ist 


1+^^  =  0, 


.1    i> 


die  Gleichung  des  in  Kede  stehenden  Perpendikels: 


'  ■    '■■■■-,     . 


hat  man  jetzt»  wennt«,  v  die  Coordinaten  des  Durchschnitts- 
des  Perpendikels  und  der  Berührenden  beieichheav  sd-'defefc 
nung  die  beiden  Gleichungen  :<. 

,  ahi         XU, ,  yp      -^  i      »      I 

—  b^x         aa      90  ,  .  ,       . 

II    man    nun    die   Gleichung  des  geometrischen'  Örlt^  id^l^ 

3hnittspunkts  des  Perpen di|^ls  und  der  Berührenden  finden, 

s  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  x  und  y  bestimmen 

erhaltenen  Werthe  in  die  Gleichung. 


•».;: 


Vfm^l    :, 


•  •  I 


m.    Man  bringt  aber  die  beiden  obigen  Gleichungen  leicht 
Form : 


b'^x        .         a^y         .  a«_ 


f  die  Form : 


dhi         .  b^x        6«_ 

o^x        -*-        a^        y 
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ethält  hierioi  sogieich  cloreh  Muitlplication : 

«•  =  -^ — tt«,    «*'=±"^^ ^^'^ 


abo 


folglich 


d.  i. 


ahfl^Vhfl  _^ 


(«a+r*) 


oder 


.  ♦ 


Ffir  a  =  6,  d.  b.  filr  defa  Kreis  oder  die  gleichseitige  H 
wird  diese  Gleichung: 

Für  deo  Kreis  ist  also 

d.  h.  der  Ort  ein  dem  gegebenen  Kreise  der  Grösse  un 
nacb  gleicher  Kreis,   wie  es  sein  muss.    Für  die  gleicl 

Kjrp^rbel  Ist 

oder 

d.  h.  der  Ort  eine  Lemnlscate. 


i* 

I 


-'i' 


1  ■• 


•  1 


i 

■f 

3 


I 

i 

Kl. 
1 


"1 

'i 


i^i^^^ 


Iff 


laf.E 


.JO' 


I 


(. . 
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Jiterai'iseher  Bericht 

LXXXV. 


Nautik 

^Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  nautischen 
pronoinie  an  der  V.  Ic.  Marine-Akademie.  Von  Dr.  F. 
ab,  prov.  Professor  der  nautischen  Astronomie 
|4eT  k.  k.  Handels-  und  nautischen  Akademie  und 
L  k.  k.  Marine-Akademie  in  Triest.  Triesf,  Buch-  - 
{ttkeret  des  Oes terreichit<chen  Lloyd.     Triest.  1S53.  8. 

f  Ks  ist  höchst  erfreulich  zu  sehen,  wie  mit  dem  Aufschtrunge 
ichifffahrt  in  Deutschland  auch  die  nautischen  Wissenscliaf- 
m  eine  immer  griisttere  Anzahl  von  Bearbeitern  in  unserem  Va- 
rtande  gefunden  haben.  Ein  neues  Zeichen  dieser  Wahrneh- 
tmg  ist  der  vor  uns  liegende  treffliche  „Leitfaden  für  den 
nterricht  in  der  nautischen  Astronomie  an  der  k.  k. 
larine-Akadeniie  zu  Triest  von  Herrn  Professor  Dr. 
chaub  daselbst",  den  wir  daher  etiras  ausführlicher,  als  sonst   I 

diesen  Literarischen  Berichten  zu  geschehen  pQegt,  hesprechei 
ollen. 

Jeder,  wer  mit  den  nauHschen  Wissenschaften  nur  etwas  > 
iher  bekannt  ist,  weiss,  dass  der  Schiffer  den  Ort  des  Schiffes 
if  dem  Meere  auf  doppelte  Weise  zu  bestimmen  pflegt:  einmal 
irch  Messungen  auf  der  Erde  mittelst  der  Logleine,  des  Kom* 
isses  und  des  Stunden-  oder  Minuten-Glases;  und  dann  durch 
eohacbtungen  am  Himmel  mittelst  des  Sextanten,  des  Spiegel- 
'eises,  Prismenkreises  u.  s.  w,  und  des  Chronometers.  Die  erste 
[ethode,  deren  Bestimmungen  natürlich  immer  nur  relative  sein 
innen,  ist  io  gewisser  Rücksicht  den  Operationen  des  Feldmessers 
rhl.X\Il.Hf[.  1.  1 
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vergleichbar,  dessen  Mesätette  and  Boussole  der  Logteine  mi 
dem  Kompass  des  Schiffers  enUprechen ;  die  zweite  Methode  (sSr 
spricht  den  astronomischen  Ortsl>('slimnm[ii;en,  welche  der  Astro- 
nom aaf  seiner  Sternwarte  virnimmt,  und  iiiiterscheiLlel  Hieb  »on 
diesen  nur  dadurch,  dass  ia»  Ohservatorium  des  Seefahrers  auf 
einem  sehr  schwankenden  Grunde  errichtet  ist,  wodurcli  natürlich 
auch  eine  besondere  Eigenthitnilichlceit  der  astronomischen  lastiu- 
mente  des  Schiffers  hedingt  wird,  die,  weil  sie  bei  den  Beobscb- 
tungen  nur  mit  freier  Hand  gehallen  und  gebraucht  werden  kÜiineD, 
sänimllich  auf  das  Princip  der  ReMexinn  gegründet  sein  müsseo, 
wobei  der  Meerhnrizont  die  Stelle  des  kflnstlicben  Queck 
silberhoriznnts  des  Astronomen  verlrill.  Uer  Inbegriff  aller  der 
letzteren  Methoden  iinii,  durch  welche  der  Ort  des  Schiffes  mit- 
leUt  astronomischer  Ueoliachtungen  am  Himmel  bestimmt  nird, 
verbunden  mit  der  für  den  Schiffer  höchst  wichtigen  genauen 
Kenntniss  der  Einrichtung  und  des  Ueliraticbs  der  betreffenden 
Instrumente,  ist  die  „nautische  Aistrononiie",  eine  üIieraD« 
wichtige  Wigseuschall,  von  welcher  ein  grosser  Theil  des  tilücks 
«nd  der  Wohlfahrt  des  Menschengeschlechts  abhängt,  wobei  nicht 
jirbeachtet  bleiben  darf,  dass  die  Resultate  der  Methoden  d« 
lulischen  Astronomie  weit  genauer  sind  als  die  dnrch  Messnn- 
j^en  auf  der  Erde  mittelst  des  Logs,  nebst  dem  .Minutenglase,  und 
des  Kompasses  erhaltenen  relativen  Ortshestimmnngen.  das  et^e- 
nannte  üesteck,  weshalb  auch  diese  letzteren  von  dem  Scilllv 
nur  die  Gissung  (Schätzung),  ja  wohl  auch  die  lodte  oder 
blinde  Rechnung  genannt  zu  werden  pflegen,  wonach  er  zwiKchen 
gegissler  und  beobachteter  (d.  h.  aslronornisch  bei^limmter]  Breite 
lad  Länge  2U  unterscheiden  gewohnt  ist. 

Der    so    eben    in    ihrem  Vorbällmss  zu    den   übrigen    Theilen 

I   der   SchifffahrUkunde  etwas    naher    cbarakterJsirtrn    nautischen 

tronomie  ist  nun  der  vorliegende  Leitfaden   lediglich   geirid- 

['inet,  und  wir  müssen  gestehen,  dass  wir  demselben  in  Bezug  auf 

'  zweckmässige  Kürze,    Einfachheit    nnd  Ueutlichkeit    der  Daratel- 

luug,  dem  Gegenstande  ganz  angemessene  strengwlssenscbatHiebe 

'Anordnung,  überhaupt  in  Bezug  auf  den  in  demselben  uns  in  sehr 

[  'erfreulicher  Weise    überall  entgegen    tretenden    wissen  seh  aftiiciMn 

[  Seist,  der  in  den  Lehrbüchern  der  Schifflahrtskunde  leider  nur  «u 

"^i  vermisat  wird  *),  endlich  in  Bezug  auf  buchst  verständige  Aas- 

*)   TH.  ■.!.  R.  A  rnmplete  EpUonictifPrHcIical  NavigntJUa 

I  »\»j  J-  W.  Noiie.  welcliea  in   England  so  h^lidit  ist,  dasa  uni  arhoa  diu 

1  tfifteenlh  (a tet eoty  pe)  Edltiiin  (Londiin  1852)  lofliegt,  aber  Iq 

•4a(   Thal   eigentlich    dip   ganze    Sc^hllTfahriNliiinilp   zu    wmig    ni(br  td* 

eroem  hloairn  Gedächlniaslirfiin  macht. 
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fahl  ilet<  praktisch  wirklich   Brauebbaren,    ein   geeigneteres  Coni- 
mdium    für    deo    Unterricht    in    der   nautischen   Astronomie  auf 
Barine- Akaderaieen  und  ähnlichen  Lehranstalten   iiiclit  zur  Seite 
y  stellen  nissen.     Freilich  aber  niniiut  dieser  Leitfaden  auch  ein 
16  Maass  tnathematiiiicher  Vorkenntnisse  in  Anspruch,  in- 
I  er  ausser  einer  vollständigen  Kenntniss  der  sogenannten  Ele- 
wntar- Mathematik  —  natiirllch  und  bauptHiJchlich  mit  Einschluss 
aphärischeu  Trigomimetrie  —  auch    eine  geniigeiide    Bekannt- 
laft  mit  den   Anlangisg runden   der  Differentialrechnung   und   der 
ihr«  von    den  Kegelschnitten  vor.-iuisselzt .    woraus   zugleich    ein 
pherer  Schluss  auf  die   Vortrefflichkeit  der  Lehranstalten,    wei- 
der   Herr    Verfasser    seine    Ürätte    in    erfreulichster   Weise 
|dmel,  und  auf  die  tüchtige  nissenschaf fliehe  —   theoretische  und 
ifctisuhe  —  Bildung  der  kaiserl.  Österreichischen  Marineofliziere 
^ogen   werden   kann.     Cebrigeus  sind    im   Interesse    derjenigen 
^tischen  Lehranstalten,  nelche  sich  dieses  Leitfadens  bedienen 
n,    aber  nur  ein  geringeres  Alaass  mathematischer  Vorkenol- 
als  die  k.  k.  Marine-Akademie  zu  Triest  bei  ihren  Ziiglingan 
■tauszueetzen  sich  berechtigt  halten  dfirfen,  alle  diejenigen  Par- 
ten des  Buchs,    welche   die  Kenntuiss  der  Differeiitiiilrechnun^ 
F  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  u,s.  w.    in  Anspruch    nehmen, 
t  kleinerer  Schrift  gedruckt,    und    die  ganze  Darstellung  ist  so 
palten    uorden,    dass    alles  Uebrige   auch    ohne    diese,    höhere 
nntnisse    voraussetEeiiden,    Theile  des   Buchs   vollständig    ver- 
Bndlich  ist,  so  trie  denn  überall,  wie  iiir  sL-hon  bemerkt  haben, 
r  Herr  Verfasser  sich   einer  möglichst   einfachen    uod   leichten, 
|er  di>i;h  überall  strengwissenschaftlichen,  Darstellung  befleissigt hat. 

Um  nun  noch  den  Inhalt  dieses  allen  nautischen  Lehranstalten 

-i  empfebkndeu  Leitfadens   etwas    genauer  anzugeben,    be- 

M'ken  wir,    dass  der   Herr  Verfasser   mit    einer  sehr  deutlichen 

täuterung  der  nothwendigsten  astroDomischen  Lehren  —  natür- 

t  und  Torzüglicb    auch   der  verschiedenen  Arten  der  Zeit,    der 

l^tgleichung  u   s.  w.   ~  beginnt.     Hierauf  wendet  er  sich  zu  der 

iricbtung  und  dem   Gebrauch  der  Epiiemeriden,    nobel  er  mit 

icht  als  ein  in  Bezug  auf  Vollstündigkeit  und  praktische  Zweck- 

isigbeit,    auch    nach    unserer   Meinung,     noch    unüliertroffenes 

[tister    den    Nautical  Alnianac    zu  Grunde  legt,    und  hierbei 

«leich  auch  in  g.  ai.  auf  S.  22  -  S.  26.  der  Theorie    der  Inter- 

j^ation  seine  Aufmerksamkeit  widmet,  letzteres  in  sehr  einfacher 

[  verständlicher  Weise.      Weil    nun   alle  astronomische  Beob- 

ihtuDgen   auf  der   See    hauptsächlich   auf   Uühenmessungen  der 

ntirne  beruhen,   so  »erden  zunächst  die  verschiedenen  Correc- 

Refraction,    Kimmtiefe,    Parallaxe  (diese  auch  mit  Rück* 
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siebt   auf  die   ephfJroidisGh«    Gestalt  der  Erde)    und    Halbmesset, 
Welche  an  jeder  unmittelbar  f^emeasenen  HShe,    bevor  sie  in  die 

I  Rechnung  eingeführt  werden  darf,  angebracht  werden  müseei 
einer  für  den  hier  beabsithti^fen  Zweck  viillig  ausreichenden  W«»e 
deutlich  besprochen  und  ^püterhin  die  zur  Hfibenmessung  et£l>^ 
Verliehen  luslrumente,  hanptsäcblich  der  Sextant  und  die  treffiicheo 
patentirlen  P is  t or ' sehen  Rellexions  •  Inxtruniente ,  natütÜdi  mit 
besonderer  Rikksicht  auf  die  Fehler,  denen  dieselben  nntwwor- 
fen  sind,  und  die  erfnrder^K^hen  f orrecfionen,  ihrer  Einrichtong 
nnd  ihrem  Gebrauche  nnch  liescbrieben.  Sehr  znecbmässig  bat 
der  Herr  Verfasser  der  sorgRillipen  Betrachtunc;  des  so  nichtig« 
aphäriflcben  Dreiecks  znischcn  Zenith,  Pol  und  Gestirn,  auf  n 
ches  fast  alle  astronn mischen  Beobachtungen  zurückkommen,  und 
das  wir  selbst  daher  schon  l.'iniüst  in  unseren  astronomischen  Vnr 
lesungen,  in  Ermangelung  eines  besseren,  mit  dem  liesonderea 
Mamen  des  charakteristischen  sphärischen  Dreiecks 
auszuzeichnen   uns  erlaubt  haben,   —  gewiss    zum   grossen  ' 

■  (hell  für  seine  Schüler.  —  ein  hesonderes  Kapitel  gewidmet.  Wann 
folgen  die  verschiedenen  Methoden  der  Zeitbestimmung:  A.  Ge- 
brauch der  Chronometer.  B.  Zeitbestimmung  durch  eine  einiehe 
Sühe.  C.  Zeitbestimmung  durch  correspnndirende  Hrihen;  und 
Iiierauf  die  verschiedenen,  für  den  Gebrauch  auf  der  See  zweck' 
tnSssigen  Methoden  Her  Breiteubeslimniung:  A.  durch  eine  He- 
rldianhöhe;  I).  durch  Circummeridianhühen ;  <\  durch  zwei  Hüben 
sser  dem  Meridian  und  die  Zwischenzeit  (Methoden  von  Doi 
wes  und  Littrow,  mit  Ri'icksirht  auf  die  V eriinderuni;  des  Ort» 
des  segelnden  Schiffes  während  der  Zwischenzeit  der  Beubacli- 
tungen);  durch  den  Polarstern.  Hieran  schliesscn  sich,  in  natQi- 
ttcher  organischer  Gliederung,  die  beiden  auf  der  See  vorzugs- 
weise anwendbaren  Methoden  der  LSngenbestimmung:  A.  d«tch 
'Chronometer;  B.  durch  Monddistanzen.  Zur  Kcduction  der  Mond- 
'distanzen  sind  als  besonders  einfach  die  Methode  von  Bremiket 
(Astron.  Nachr.  Nr.  716.)  und  die  von  Witscheil  gelehrt  worden. 
Wobei  wir  jedoch  den  Wunscb  auszusprechen  nicht  unterlassen 
wollen,  dass  es  dem  Herrn  Verfasser  gefallen  haben  m-ichle,  die 
Borda'sche  Methode  nicht  ganz  zu  übergehen,  wenn  auch  nur 
Ihrer  historischen  Merkwürdigkeit  wegen,  da  sie,  —  zuerst  in  der 

I  för  die  Geschichte  der  nuutischen  Astronomie  höchst  wichtigen 
Schrift:  Deacrip  tion  et  usage  du  cercle  d  e  reflexioo  elc. 
Par  le  Chevalier  de  Borda.  Paris.  1787.  4.  p.  76  -  p.  80. 
entwickelt,  ~  sich  fast  in  allen  späteren  Lehrbüchern  der  Schiff- 
Tabrtskunde  findet;  wobei  es  uns  aber  nicht  in  den  Sinn  kommeo 
kann,  dem  Herrn  Verfasser  wegen  dieser  Auslassung  einen  Vot- 
Wurf  zu   machen,    indem  unsere  Meinung   nur  ist,    dass   manchen 
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I  au  nautischen  Lehrunstalten  die  AuCnuhnie  auch  dieser 
Jlethode  angenehm  geweaen  sein  würde.  Den  ßcschluss  des 
pnchs  maclien  die  Bestimmung  der  ^'a^iatifln  des  Kunipasses,  wo- 
i  wir  Itir  wetjiger  kundige  Leser  bemerken,  dass  der  Schiffer 
I  Variation  nennt,  was  man  sonst  mit  dem  Namen  der  Uecli- 
^on  oder  Abweichung  der  Magnetnadel  zu  bezeichnen  |>(legt; 
i^lich  das  HLiuptsächlichste  über  Elibe  und  Flulh,  die  für  den 
[pinffer  so  wichtige  Bestimmung  der  HaTenzeit,  d.  h.  der  Zeit, 
nelehe  an  einem  gegebenen  Orte  an  den  Neu-  und  Voll- 
mdstagen  die  Fluth  spfiter  eintritt,  nls  der  Merirliaudurchgang 
t  Monds  an  diesem  Orte,  sn  wie  überhaupt  alles  Dasjenige, 
II  dieser  Beziehung  für  die  Schiffahrt  von  Eledeutung  ist. 
rurgetragenen  theoretischen  Lehren  sind  durch  vollständig 
isgerechnete  Beispiele  genügend  erläutert  worden. 

Man  wird  aus  dem  Vorhergehenden  entnehmen,  duss  in  dem 

ferüegenden,    in  jeder    Beziehung,    auch  in  Rdcksicht  auf  seine 

issere    Ausstattung,  ■  sehr    ansprechenden    und    zweckmässigen 

iche,    «etches  wir  als  Leitfaden  für  den  Unterricbt  in  der  nau- 

kchen  Astronomie    sehr  geeignet  und   für  einen  Beweis  von  der 

NTnrtrefflicblceit  der  Lehranstalt,    für  welche  es  vorzngsweise  be- 

Bmmt  ist,    iiberhaii|it   für  ein  erfreuliches  Zeichen    der  Zeit  bal- 

Nichts  übergangen   Ist,    was  liir  den  betreffenden  Unterricht 

nd  vnn  Bedeutung  sein  kann,    weshalb    wir   nur   unserer  voll- 

Elsmmenslen    Üeberzeugung  folgen,    wenn  wir  dasselbe   nnchmaJs 

[Ktlen  Lehrern  der  Nautik  zur  sorgfältigsten  Beachtung  empfehlen. 

Aber  Etwa.s,    und  zwar  etwas   sehr  Wichtiges,    möchte  anf 
den    ersten    Anblick    doch    mancher    Lehrer    der    nautischen 
LStrunomie  in  diesem  Leitfaden  vermis-'^en.     Es  ist  nämlich  allge- 
Ein  gewöhnlich  geworden,  den  Lehrbüchern  der  Navigation  eine 
pftsser«    oder    geringere    Anzahl    nautischer    Tafeln    beizufügen. 
Itlea  hat  unser  Herr  Verfasser  unterlassen,    und  zwar  nach  unse- 
r  Meinung  mit  vollstem  Rechte.     Denn   erstens  gehören  diese 
(Tafeln  an    sich  nicht  in    das  Lehrbuch,    und  es  wird  sairohl  der 
lebrauch  des  Lehrbuchs  durch  die  angehängten  Tafeln,  als  noch 
lehr   der    Gebrauch    der   Tafeirr   durch    das  den.sclben  voran- 
gehende Lehrbuch,    wegen  des  grossen  Uinfangs,    den  das  Buch 
pnrch  diese  Verbindimgnothwendig  erhalten  muss,  sehr  unbequem 
^rnacht.     Zweitens  aber,  und  das  ist  in  diesem  Falle  die  Haupt- 
iache,  lag  dem  Herrn  Verfasser  bei  Abfassung  seines  Leitfadens 
[tae  treffliche  äauimlung  nautischer  Tafeln  schon  vor,   die  er  sei- 
uche  in  zweckniKssigster  Weise  zu  Grunde  legen,  an  welche 
er  das  Lehrbuch  anschlie^sen   konnte,    was  er  auch   in  der  Vor- 
rede besonders  zu  bemerken  nicht  unterlassen  hat.     Hierin  finden 
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wir  eine  natQrliche  Veranlassung,   roit  der  vorstebeod«»    Aiueigt 
'die  Anseige  des  folgenilen  Werks   zu  verbitiden : 


Nautische  Tafeln, 
Triest.  1853.     li". 


der  k.  k.  Kriegsi 


Wenn  auch  der  hohe  Herniisi^eber  dieser  in  jeder  BeKiehoiig 
treSlicben  und  atisgezeichneten  Tafeln  Sich  auf  dem  Titel  ^icbl 
genannt  hat.  »n  (glauben  wir  dnch,  da  die  Sache  in  üs terr ei l' bischen 
Zeitungen  offen  besprochen  worden  ist,  die  schuldige  Bescheidenheit 
und  Ebrerliietun^  nicht  zu  verletzen,  iverin  wir  den  Namen  desselbra 
hier  nichl  verschweipen.  Der  Herausgeber  dieser  Tal'etn,  welch« 
alle  Offiziere  der  k.  k.  üsferreicbischen  Kriegsmarine  als  (leschenl 
erhalten,  ist  Seine  kaiserl.  künigl.  Hoheit,  der  Durch- 
lauchtigste Herr  Erzherzog  Ferdinand  Masimiltan  voa 
'  Oester reich,  der  Bruder  Seiner  Majestät  <les  jetzt  regierendes 
Kaisers  von  Oesterreich,  welcher  in  der  k.  k.  üsterreicliiscbeii 
Marine  den  Rang  eines  Fre|>atten-Kaj)itains  bekleidet.  Müchte 
es  auch  in  diesem  Falle  fast  unbesebeiden  ersdieinen,  über  iu 
''vorliegende  Werk  ein  Urtheil  abzugeben  und  n&bur  zu  begründen, 
"80  können  wir  uns  doch  nicht  versagen,  hier  anszusp reichen,  «ie 
''Hehr  sich  jedes  deutsche  Herz  erhoben  fühlen  niuss,  wenn  es  bei 
'tersonen,  welche  die  Vorsehung  auf  den  hücbslen  Gipfel  der 
I -'Macht  und  der  Ehre  gestellt  bat,  eine  sn  tiefe  theoretische  and 
''prakttscbe  Kenntniss  eines  wissenschalllicben  oder  techniscben 
Fachs.  80  vielen  Eifer  für  dessen  allseitige  Fiinlerung  erblickt, 
•  aus  dem  uns  vorllegeuden  obigen  Buche  in  deutlichster  Weise 
__1iervorIeurhten. 

Diese,  in  kleinem,    för  ihren  Zweck  äusserst  bequemem  For- 
««lat  gedruckten   Tul'eln    haben    folgenden    luhalt:    I,   Logarithrnen 
;.rder  Zahlen.     Diese  Tafeln  erstrecken  sich,  natürlich  mit  Einschluss 
K'6er  nritbigcM   Proporllonallheile,    von   1   bis   lOOOO.     H.   Logarith- 
I  der  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  und  Cotangenten  von  Minute 
*  »o  Minute.  —    Die  Lugaritbiucn  in  diesen  beiden  Tafeln  sind  fünf- 
'  stellige  und  die  Tafeln    uelbst  sind  äusserst   einfach  und    bequem 
eingerichtet,   so  dass  sie  auch  bei  andern  als  nautisch-aslronomi 
neben  Rechnungen    sehr  vortheilhafte  Anwendung  finden    können, 
indem  es  längst  anerkannt  ist,    dass  fünfstellige  Logarithmen  fiir 
nautische  und  auch  fiir  viele  andere  Zwecke  vnllütatidtg  ausreichend 
sind  und    beaondera   Uequemlichkeit  gewähren.     Die  meisten  an- 
deren nautischen  Tafeln  enthalten,  um  den  Schiffern  die  Kenntniss 
Dider  Rechnung  mit  Logarithmen  zu  ersparen,  auch  die  sogenannten 
•^Datürlichen  Linien;    dass  diese  hier  ganz  weggelassen  werden 
L  lionoten,  ist  wieder  ein  Beweis  von  der  tüchtigen  wissenschaftlichen 
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nrbtldnng  der  Odfitiere  der  U-  b.  Osterreich'iBchen  Marine.  III.  Ver- 
ttldlnng  der  iinllteren  Zeit  in  Sternzeit,  IV.  Verwandlung  der 
brnzeit  in  mittlere  Zeit.  V.  Wnraodlung  des  Bogens  in  Zeit. 
_,  Verwandlung  der  Zeit  in  Bogen.  VII.  Winkel  der  Compass. 
Ucbe  mit  dem  Meridiane.  V|II.  Breit enunlerschiede  und  Ab- 
Mchungen  nach  Stricben,  IX.  Verwandlung  der  AbHeichung  in 
;enunterscbied.  X.  Vergrii^serte  Breiten.  XL  Mittlere  Re- 
lation. XII.  Curreclion  der  Refraction  fi'ir  Teru|jeratur.  XHI.  Cor- 
etion  der  Rerraction  für  Barometerstand.  XIV.  Balbmesser  und 
iparallaxe  der  Sonne.  XV.  Kimuitiefe.  XVI.  Logarithmen 
\  correspondirende  Sonoenbüben.  XVII.  Zur  Heduction  auf  den 
l^dian.  XVllL  Breitenbeetimmung  durtli  den  Polurslern. 
.  VergrOsserung  des  IVIondhalbmesfiers,  XX.  Verkürzung  des 
ticalen  Halhniessers.  XXI.  Verkürzung  des  schrSgen  Haliimes- 
XXIL  Correcliun  der  Horizontal -Parallaxe  des  Monde» 
ken  Abplattung  der  Erde.  XXIÜ.  Untersebied  der  geographi- 
nd  geoeentriächen  Breite.  XXIV.  Htihenparallaxe  des 
Indes.  XXV.  Erste  Verltesserung  der  darch  Approximation  be- 
ftoeten  wahren  Monddistnos.  XXVI.  Zweite  Verbesserung  der 
rchÄpproximation  berechneten  wahren  Monddistanz.  XXVII.  Halbe 
j-nndNachlbogen.  XXVIII.  Ä.Morgen- und  Abendweiten.  B.Cor- 
ißon  derMorgen- und  Ahendweiten  wegen  Refraction  und  Kimmtiefe. 
.  Zeitgleichung  im  mittleren  Mittage.  XXX.  Mittlere  Rec- 
»nsion  der  Sonne.  XXXI.  Dei;lination  der  Sonne.  XXXIl. 
BbiDonatliche  Ungleichheit  der  Zeit  des  hohen  Wassers.  XXXIII. 
reite  uad  Länge  der  vorzüglichsten  Seestädte  und  Landspilzen, 
^enzeiten  und  Hfibe  der  Spiingilnlben.  XXXIV.  Vergleicfaung 
iger  Längenniaasse.  Anhang.  Kurze  Anleitung  zur  Aul'liisung 
r  wichtigsten  nanlischen  Aufgaben. 

Eine  sehr  deutliche  Erlilürung  der  Tafeln,  in  welcher  auch 
)  Formeln,  auf  die  ihre  Berechnung  sich  gründet,  angegeben 
rden,  ist  denselben  vorangeschickt. 

Jeder  Kundige  sieht  auf  den  ersten  Blick,  mit  welcher  Voll- 
■ndigkeit,  Umsicht  und  tiefen  Kennlidss  des  praktischen  Be- 
fcfnisses  in  diesen  schünen  Tafeln,  —  die  selbst  den  Gebrauch 
einer  Ephemeride  zum  Theil  entbehrlich  machen,  ja  auch  bei 
nicht  bloss  für  das  nautische  Bediirfniss  angestellten  astmoomi- 
schen  Beobachtungen  mit  Nutzen  gebraucht  werden  können,  — 
ohne  über  den  Kreis  des  wirklich  Anwendbaren  und  Anwendung 
Findenden  hinauszugehen,  Alles  zusammengestellt  ist.  was  dem 
Seefahrer  irgend  erwünscht  sein  kann,  und  wir  wüsaten  in  der 
lat,  um  sich  eine  gründliche  wissenschaftliche  Kenntniss  der 
mtischen  Astronomie,  in  theoretischer  und  praktischer  Rücksicht, 


I 
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zu  erwerben 9  keine  bessern  Hfilfsmittel  zu  empfehlen,  ab  deo 
obigen  Leitfaden  der  nautischen  Astronomie  und  diese  ausgezeich- 
neten Tafeln. 

Ganz  besondere  Freude  macht  es  uns  im  Interesse  unserer 
Leser  endlich,  diese  Anzeige  mit  den  folgenden  Worten  des  Henn 
Verfassers  des  Leitfadens  für  den  Unterricht  in  der  Nao- 
tischen  Astronomie  aus  der  ^Vorrede  zu  demselben  scbfies- 
sen  zu  können:  „Die  im  Texte  citirten  Nummern  der  Tafehi  be- 
ziehen sich  auf  das  Werk:  ,,„Nautische  Tafeln,  der  k.  k. 
Kriegsmarine  gewidmet ^''S  welches  sich  in  den  Händen 
aller  OflGziere,  Cadetten  und  Zöglinge  der  k.  k.  Kriegsmarine  be- 
findet. Durch  die  hohe  Gnade  des  Herausgebers  jener  Tafeln  bb 
ich  in  die  Lage  gesetzt,  auch  denjenigen  Lesern  des  Leitfadens^ 
welche  die  Tafeln  noch  nicht  besitzen ,  dieselben  unentgeltlich  n 
verabfolgen,  wenn  sie  sich  durch  ihre  ßuchhandlung  an  mich  wes« 
den  wollen.^' 

Mögen  diese  Werke  den  von  Ihren   Herausgebern    beabsich- 
tigten Nutzen  im  vollsten  Maasse  und  in  den  weitesten 
stiften!. 
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Literarischer  Bericht 

LXXXVI. 


ieschichte  und  JLiteratur   der  Mathematik  nnd 
Physik. 

Almanach  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
chaften  (zu  Wien).  Dritter  Jah  rgang.  IS33.  —  Vierter 
ahrgang.  1S94.     Aus  der  k.  k.  Hof-  und  Staatsdruckerei. 

Die  beiden  ersten  Jahrgänire  dieses  Alnianachn  sind  im  Lite- 
machen  Bericht  Nr.  LXVIII.^S.  873.  und  Nr.  LXXVII.  S.  961. 
ngezeist  worden.  So  wie  jene  heiden  ersten  Jahrgänge  enthalten 
och  diese  beiden  neuen  Jahrgänge,    ausser  den  an  sich  interea- 


ginten  Nachrichten 
iichhaltige  Beiträge  zi 
chen  Literatur,  und 
orgfältige  Beachtung, 
iteressaiiten  Aufsatz  de 
ogie  in  Oesterreic 


die  k.  k.  Akademie  der  Wissen  seh  alten, 
ir  mathematischen  und  naturwissenschaft- 
rerdienen  in  dieser  Beziehung  jedenfalls 
Ferner  enthält  der  Jahrgang  )}S53  einen 
«HerrnProressorKreil:  „Die  Meteoio- 
,  neben  den  Verzeichnissen  der 
'ollständiges 


Ichriften  anderer  Mitglieder  der  Akademie,  auch  ein 
^eizeichniss  aller  Werke  und  Abhandlungen  L  e  o  p  n  I  d  v 
ahrgang  1S54  enthält  einen  schiinen  Vortrag Sr. Excel I.  desHrn.Mini- 
tera  v.  Baumgartner:  „Üeber  die  Wissenschaften  des 
■  eistes  und  deren  Verhältniss  zu  den  Wissenschaften 
ler  Natur;  ferner  eine  sehr  interessante  Bede  des  Herrn  Pro- 
eseor  Unger:  „Die  Pflanze  und  die  Luft"  und  den  sehr 
msführlichen  Bericht  des  General  Sekretärs  der  Akademie,  des 
JerroPror.  Dr.  Anton  ScbrOtter,  fiber  die  Wirksamkeit  der 
TU-  xxn.  Hft,  a.  1 


2  Uferamchtr  tfirieht  /..V.V.IT/. 

Kaiserlictien  Akademie  der  Wissenschaften  n 
derselbe»  seit    30.  Mai  1852    vor    »ich   |>e^atigei 
änderangen,    welcher  von  den    Arbeiten   der  Kaiserlicl 
demie  ein  buchst  erfreuliches  Bild  liefert  und   deutlich  ze 
Icräßig  und  eifrig  dtir>^h  dieselbe  seit  der  Zeit  ihrer  GrQniii 
Wissenschaften    nach  den  verschindensten   Richtungen  bb  ^ 
dert  worden  sind.    Wir  empfehlen   diese  Almanaehe  ive^M  ün 
mehrfach  itileressatiten  Inhalts  nochmals  der  Beacbtung  unserer LtW, 

In  den  Gelehrten  Anzeigen,  herausgegeben  FffllH■^ 
gliedern  der  Kün.  bayerischen  Akademie    der  Wi*««' 
scharten.  1653.  Nr.  6S.,  Nr.  m.   und  Nr.  70.    ist  dieRHeil- 
gedruckt,  ivelche  der  Vorstand  der  Kün.  Akademie ,  HeirGebw 
Rath  \.  T  hie  TS  eh,  am  26s(en   November  zur  Vorfeier  ilesW  W 
den   28sten    November  fallenden   Geburtstages    Sr.  Majesfit  to 
Königs  von  Bayern  gehalten  hat.      In  dieser  sehr  schüne«  IW* 
welche  den  vielfachen  Schutz  und  die  Fürderung,  die  äwKilllp 
von  Bayern  Majestät  den  WissenschaReu  in  grossartigstei ^«1  !] 
zu  Theil  werden  lassen,   in  wördigster  Weise  schildert,  «w*" 
auch  die  wissenschaniicben  und  sonsti'ren  Verdienste  des  jütt*^ 
verstorbenen  Dominique  Fran^ois  Jean  Arago,    gebw*'' 
der  Nähe  von  Perpignan  am  26.  Februar  1786,    zwar   kun,  AsV' 
doch  in  so  interessanter  Weise  geschildert,   dass  wir  unsenl^W 
ser  darauf  hinzuweisen  nicht  unterlassen  können.  1 

In  den  Unterhaltungen  für  Dilettanten  ond  FMam 
der  Astronomie,  Geoj^rap hie  und  Meteorologie,  her«»' 
gegeben  von  Ur.  G.  A.  Jahn.  Jahrgang  1853.  Nr.  lÖ.  ft 
21.  2:^.  24.  26.  27.  28.  31.  35.  38.  39.  40.  43.  44.  findet  man  «m 
ausführliche  Lebensbeschreibung  des  der  Wissenschaft  leidem 
früh  entrissenen  trefflichen  Jos.  Job.  v,  Littrow,  auf  irelch 
wir  unsere  Leser  aufmerksam  machen.  Dieselbe  ist  ein  Aiuzd| 
aus  der  von  Herrn  Director  C.  L.  v,  Littrow  ia  Wien  verbsi' 
ten  Lebensbeschreibung  seiues  verstorbenen  Vaters,  die  sidlil 
Ul.  Baude  von  „J.  J.  v.  LÜtrow's  vermischten  8cbrift«|. 
Stuttgart  1846."  findet.  ^ 

Arithmetik.  ^^^| 

ite  Analytik.  Von  Doctor  Ha]^H 
Abtheilung.  1  Rtlr.  15  Sgr.  fllH 
.  10  Sgr.     Hannover.  Hellviag.  la^ 


Die  nnbeslimmte  Ana 
»cheffler.     Erste    Abthe 
Abtbflilung.  1  Thir.  10  Sgr. 
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'Der  Herr  Verfasser  hat  in  diesem  enipfeblenswerlben  Werke 
S  uubestimnite  Analytik  mit  Einschiufis  der  Theorie  der  Wahlen 
ler  neuen  Behüiidlntig  iiiitertrorren,  iosliesondere  ein  neues 
lirbuch  dieses  inteiessanten  Theils  der  reineu  Malliematik  ^ 
ert,  welches  auch  nii  eiiieiithüiu  liehen  Untersuch  im  gen  Dioht 
I  ist,  und  dadurch  einen  neuen  erfreulichen  Beireis  von  dem 
>n  bei  verschiedenen  anderen  Untersuchungen  heivahrten  Scharf- 
^  des  Herrn  Verfassers  liefert.  Die  lilnf  ersten  Abschnitte 
sxiten  den  mehr  elementaren  Theil  und  sind  in  der  ersten  Ab- 
[■.ing  KUänminetigcfdsst  ironlen,  ivelche  auch  fiir  sich  verkäuf- 
Msf,  was  jedenfalls  der  zu  ivünKchenden  weiteren  Verbreitnug 
H^erkes  sehr  fiirdcriich  sein  wird.  Die  zweite  Abtheilung' 
Hr  den  höheren  TheJI,  hnuptsSihlich  die  eigentliche  Zahlen- 
F*  oder  Theorie  der  Zahlen.  Ausser  diesem  allgemeinen  Ür- 
.^  müssen  wir  uns  leider  mit  der  folgenden  Angabe  des  Haupt- 
,lts  begnügen:  I.  Endliche  Ketlenbrfiche.  H.  Auflösung  der 
estimmten  Gleichungen  vom  ersten  Grade  mit  ganzen  Zahlen. 
Theorie  der  Ungleichheiten  vom  ersten  Grade.  IV.  Unend- 
te  periodische  Kettenbrü'ctie.  V.  Auflösung  der  unbestimmten 
Eichungen  vom  zweiten  Grade  mit  zwei  Unbekannten  in  ganzen 
ihlen.  VI.  Die  Oongruenz  der  Zahlen.  VII.  Auflilsung  1)  der 
imogenen  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  mit  drei  Unliekann- 
Hl  sowohl  in  ganzen,  wie  in  rationalen  Zahlen  und  2)  der  allge- 
leinen  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  mit  zwei  Unbekannten  ifl 
itionalen  Zahlen.  VIII,  Allgemeine  Gleichungen  vom  zweiten 
rad«  mit  drei  und  mehr  Unbekannten.  IX.  Komplexe  Zahlen 
id  die  daraus  gebildeten  Kettenbrüche  und  unbestimmten  Glei- 
lungen  vom  ersten  Grade,  X.  Unendliche  Ketlunbrüche,  unbe* 
imnite  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  und  Grundlehren  der 
ongmenz  in  komplexen  Zahlen. 

Es  thut  uns  leid,  den  Inhalt  nicht  noch  näher  angeben  zu 
Innen,  was  eben  wegen  seiner  grossen  Reichhaltigkeit  in  den 
Dzcinen  Tbeilen  unmöglich  ist.  Wir  empfehlen  das  Buch  noch- 
bIs  sorgfältiger  Beachtung  und  Bind  der  Meinung,  dass  es  jetzt 
fin  geeigneteres  Uillfsmittel  ale  das  vorliegende  Buch  giebt,  iveiu| 
an  eich  eine  möglichst  streng  systematische  Uebersicht  der  ge- 
unmten  unbestimmten  Analytik  und  Zahlenlehre  nach  ihrem  neue- 
in Zustande  verschaffen  »ilt,  da  die  Untersuchungen  über  diesen 
icbtigen  Theil  der  Analysis  in  einer  grossen  Menge  einzelner 
.bhandlungen  zerstreut  sind.  Mag  dem  Herrn  Verfasser  auch 
iellcicfal  Einiges  entgangen  sein,  so  wird  man  ihm  deshalb  ebeq 
Wgen  der  grossen  Menge  noch  vereinzelt  dastehender  UnterBUchu»- 
■f^nen  Vorwurf  zumacben  nicht  geneigt  sein.  Möge  das  Werk 
~^,ii»beBoodeie  als  Lehrbuch,  die  verdiente  Beachtung  fiudeiv 


LiterarlucUer  Bfrtcltl  iXXXVI, 


Die  merktrardi^en  Eieenschaften  der  Pythäi 
sehen  Zahlen,  ihr  B  i  I  du  ticisEsesetz  und  ihr  Gebr 
in  der  im  hestimm  ten  AnalyliL  Vom  C.  A.  W.  Ketkban, 
Oberlehrer  am  Gymna^iiD  zu  lilankenb  u  rg.  Eislebes. 
Reichardt.    1853.    S.    10  Sgr. 

-  Zahlen  o,  6,  t-,  welche  der  liedinping  o^  +  i*=c2  genüg», 
nennt  der  Herr  VerTasser  pylha^orist-he  Zahlen,  und  mit  den  Eigai- 
scbaßen  dieser  Zahlen  beschäriigt  sich  daK  von  uns  mit  VergiL 
gen  gelesene  Schririthen,  in  welchem  der  Herr  Verfasser  sann 
Gegenstand  mit  Liehe  und  SorgTall  in  ganz  elementarer  Weise-- 
und  eine  andere  war  ja  hier  auch  gar  nicht  ungebraclit  —  behur 

*delt  haf.  Wir  sind  der  Meinung,  dass  die  in  diesem  Schriflcbat 
bewiesenen  >Sätze  und  aufgelüsten  Aufgaben,  wenn  dieselben  saA 
tkicbt  sämnitlich  neu  sinil,  nianchei^  Interessante  darbieten,  nj 
namentlich  auch  auf  Schulen  sehr  zweckmässig  bei  dem  t'iiUr 
lichte  in  der  Algebra  und  unhcslimmlen  Analytik  als  Uebungcn 
der  Schüler  benutzt  werden  künnen,  aus  welchem  Grunde  »if 
hauptsächlich  das  Schrillchen  der  Än/meiksamkeit  der  Lehrer  in 
höheren  ünlerrichtsanstalten  um  so  lieber  empfehlen,  je  mehr  nidi 

.  dergleichen  kleine  Schriften  urters  der  Beachtung  zu  entziehen  pDegW 

Sammlung  von  Formeln,  Aufgaben  und  Beispielen 
ftus  der  Arithmetik  und  Algebra  nehst  vier  Tafeln  übet 
die  Vergleich ung  der  vorzüglichsten  Maasse,  Oewiclite 
Bnd  Münzen  mit  den  österreichischen  und  franxö«!- 
sehen.  Herausgegehen  von  Dr.  Joseph  Salomon,  0.  ft 
Professor  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien. 
Vierte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Wlei. 
Gerold.    1853.    8.    1  Rthlr.  15  Sgr. 

Da  diese  verdienstliche,  sehr  reichhallige  Aufgabensammlmi; 
ISngst  von  der  vortheilbafteslen  Seite  bekannt  und  vielfach  in  Gfr 
brauch  ist,  so  stauben  wir  uns  hier  mit  der  Anzeige  von  dem  Er- 
scheinen einer  vierten  Auflage,  z«  der  wir  dem  vielfach  verdieatci 
Herrn  Verfasser  von  llerzen  Glück  wünschen,  begnügen  zu  kül' 
neu.  Möge  dieselbe  noch  lange  fortfahren,  zur  Förderung  d» 
mathematischen  Unterrichts  auf  höheren  Lehranslallen  beizutragwl 

Aufgaben  aus  der  Dlfferenzial-  und  Integral-Recll> 
nting  nebst  den  dazu  gehörigen  Auflösungen  von  JaoM 
Haddon  und  James  Hann,  Lehrern  der  Mathematik  an 
der  King's  College  School  in  London.  Aus  dem  Eng- 
Itscheo  übersetzt  von  Uerrmann  Breithaupt.  Mit  einen 
Vorwort  von  Julias  Weisbacb.    Freiberg.  Wolf.  I85J.  l 
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Die  vor  uns   liegeDda  erste  Abtheilong  hat  auch    den  heson- 
ten  Titel: 


dazu  g 


en  aus  der  DilTerenzial-RecIuiung  nelisl  den 
rigen  Aul'lüsungea  vo  ii  James  Haddon.  Mit 
afelD.     Freiberg.    Wolf.    1854.    20  Sgr. 


Diese  Aiifguben^aDimlung  enthält,  nie  eich  hei  einem  engli- 
Bcheu  Utiche  von  vorn  herein  envarlen  liess,  besonders  viele  Auf- 
gaben zn  der  Lehre  von  den  Maxiinis  und  Minimis  und  xu  der 
lichre  von  den  Curven,  überhaupt  vorKugsweise  geometrische  Auf- 
gaben. Die  reine  Differentialrechnung  ist  eher  dürllig  aU  reich 
bedacht.  Auf  Seite  "i\.  ist  der  allgemeine  Ausdruck  des  Restes 
ÄW  Taylor'schen  Reihe  zwar  angegeben  (bei  dem  Maclaurin- 
ecben  Sat/,e,  Seile  24.,  fehlt  er),  aber  Beispiele  lur  die  Beurthei- 
hiog  der  Grüsse  des  Restes  in  besonderen  Fallen,  die  bei  dem 
KCgentvürtigen  Zustande  der  höheren  Analysis  nach  unserer  An- 
Öcht  von  sn  grosser  Bedeutung  sind,  finden  ivtr  nicht;  vielmehr 
nnd  die  Reihenentwickelungen  nur  in  der  geivühnlicfaen  alten  un- 
vollständigen Weise  ausgeführt,  und  über  die  Convergenz  und  Di- 
vergenz der  Reihen  ündet  sieb,  so  weit  unsere  nur  Uüchtrge 
DorchBicht  reicht,  nirgends  ein  Wort.  Wir  glauben  uns  daher 
mit  der  Anzeige  der  Existenz  dieses  Buchs  begnügen  zu  können; 
sind  es  nicht  vielleicht  die  allerdings  in  ziemlich  grosser  Anzahl 
vorkommenden  geometrischen  Aufgaben,  welche  die  Veranlassung 
so  der  Uebertragung  desselben  auf  deutschen  Boden  gegeben 
baben,  oder  etwa  der  tirund,  dass  man  eigentlich  überhaupt  nicht 
genug  solche  Aufgaüensamndungen  haben  kunn:  so  wissen  wir 
BUS,  bei  den  schon  vorhandenen,  in  mehrfacher  Beziehung  ausge- 
zeichneten Aufgabensamndungen  von  Sohncke,  Rogner  u.  A. 
keine  rechte  Veranlassung  zu  dieser  Uebersetzung  zu  denken. 
Wahrscheinlich  wird  uns  aber  darüber  Herr  Julius  Weisbach 
io  seiner  bei  der  zweiten  Abfheilutig  zu  erwartenden,  unzweifel- 
baft  sehr  lehrreichen  Vorrede,  vielleicht  gar  mit  besonders  dan- 
Icenswcrther  Rücksicht  auf  die  aus  seinen  Grundlehren  der 
höheren  Analysis.  Braunschweig.  1849.  hervorgehenden 
Ansichten  über  wahre  mathematische  Strenge  und  Evidenz,  die 
jedoch  wohl  schwerlich  den  Restbetrachtungen  in  der  Differential- 
rechnung, die  wir  nun  einmal  unbedingt  filr  den  wesentlichsten 
Theil  der  neueren  Differentialrechnung  hallen,  Gnade  zu  Theil 
werden  lassen  dürften,  genügende  Auskunft  geben,  bis  zu  deren 
Erscheinen  wir  daher  unser  unmaassgebMches  Urtbeil  mit  gewohn- 
ter  Bescheidenheit  zurückhalten  wollen. 


L 


iammkmih'  »erfent  ixjorN. 


Geometrie. 


Unter  dem  Tilel:     ..Ele 


'faündlun« 
I  iJem  Direetor  derProv 
bei  Julius  ßSdeke 
«rschienen,  weiches 
'Wrderi  verdient.     De 


alytit 


icliiedenen  ('ycloiden  u.  s.  w.  igt  fla 
nzial-Geiveriieschule  ku  Hagen,  Dr.  ZebiBt, 
-  (Iserlohn  und  Ellierfeld)  ein  Icleines  Bgd 
icn  Freunden  der  Mathematilc  ein]ifobien  a 
'  Verfasser  nennt  wohl  mit  Recht  eine  19«' 


^elle  Behatidliing  der  Cycloiden,  deren  Bedeutung  und  Wicbtif 
I  "keit  in  der  Technik  tiekaiint  elnd,  ein  diduktisches  Bedürfniss Cii 
technische  Schulen.  Allerdings  wird  Jeder,  der  die  Eigen schaflet 
'äieser  Curven  studirt  hat,  sich  leichler  in  viele  techaische  AAA 
len  und  Constnictioneii  hineinlindcn,  deren  BegrOndurig  ihm  ssMt 
fehlen  wQrde.  Hierzu  kommt,  dnss  die  tecbniscfaeri  LehrliOcbet 
viele  Conctructionen  angelten,  ohne  nur  eine  derselben  elemeitv 
"Ha  begründen.  Daher  muss  die  Erläuterung  der  Eif^enüchaflea  <let 
Cycloiden  in  synthetischem  Zusammenhange  nohl  als  Bedörfn^ 
vamentlich  für  technische  Schulen  anerkannt  Mcrden.  AucB  « 
Anderer  Beziehung  dürfte  das  Buch  von  Nutzen  sein.  Auf 
ren  Gewerbeechnlen  nerden  die  Kegels cTinilte  gelehrt,  sie  blldtD 
tfne  specielle  Klasse  von  Curven,  die  arj  ihnen  au(ilreteu<]en  KrllP' 
nungskreise ,  Evoluten  und  Evolventen  hingegen  baben  eine  aÜgt- 
meine  Bedeutung.  Wegen  des  Mangels  analytischer  Yorhilduig 
ller  Schüler  ist  es  sicher  wüaschenstrerth ,  dass  die  Begriffe  Icli' 
terer  Curven  an  einzelnen  Beispielen  festgestellt  werde»,  und  Ji 
kann  man  kein  besseres  iv.lhlen,  als  die  Cycloiden,  wie  uns  tu 
Verfasser  durch  die  elementare  Behandlung  derselben  zeigt.  Si 
hat  die  Curvenbehanillung  auf  elementaren  technischen  ScboItP 
durch  das  Buch  eine  Erweiterung  und  Verallgemeinerung  erbal' 
ten.  Die  Art  und  Welse  der  Behandlung  ist  als  eine  durchaw 
gelungene  zu  bezeichnen,  in  welcher  Beziehung  tvir  naraentlid 
'  auf  die  eigentbümliche  Beweisfüliruog  zu  den  gg.  ]].,  12.,  26.  mi 
^.  aufmerksam  machen.  Den  Inhalt  betreffend,  so  scheint  aiA 
neben  Bekanntem  auch  manches  Neue  zu  lindi^n,  z.  B.  die  W 
monischen  Beziehungen  der  Evolute  zur  Curve,  die  einfache  Cw 
structioii  des  Krümmungsmitlelpunktee  der  Epi-  und  Hypocycl» 
den  u.  dgl.  Haben  wir  bisher  hauptsächlich  auf  den  elemeotaru 
Theil  des  Buches  Rücksicht  genommen,  so  Qnden  wir  die  Alf 
'reihung  des  zweiten  analytischen  Tbeiles  keineswegs  unangenv 
«en,  da  es  namentlich  l?ir  Anfänger  von  Interesse  und  Natz« 
sein  muss,  zwei  vollkommen  |Jarallel  gehende  Behandlungsweiso 
desselben  Gegenstandes  zur  Vergleichung  neben  einander  zu  hahtn 
Die  Ausstattung  kann  eine  treffliche  genannt   werden. 


■V  n-l. 
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^Wunder  des  MiminetB  oder  gemeinfasslicfae  Dar-' 
fUnog  des  Weltsystems.  Von  J.  J.  y.  Littrow.  Viert« 
nlage.  Nach  dem  neuesten  Zustande  der  Wtssen- 
ieft  bfarlieilet  von  Carl  von  Littro»-,  Director  der 
|t.  Sternwarte  zu  Wien.  Sechste  Lieferun-.  Stutt- 
Uorrmann,     8. 

|,D>«  filnf  ersten  Lieferungen  dieses  Werks  sind  im  Literaiv 
Berichte  Nr.  LXXIV.,  Nr.  LXXVllL  und  Nr.  LXXXIIL 
Eezeigt  wordeu.  Diese  sechste  Lieferung  bildet  den  Scbluss 
|jWerkes  und  enthält  die  8<:hon  in  der  fünlVen  Lieferung,  sIs 
1  Theil  der  gerammten  Astronomie,  begunnene  Beubach- 
'ude  Astcoiiomie,  also  hauptsächlich  die  Beschreibung  uad 
len  Gebrauch  der  astrononiischen  Inslruaiente  und  die  Darstellung 
^er  verschiedenen  Beobachtungsniethoden.  Wir  wiissten  in  der 
t  kein  Werk  zu  iienuen ,  aus  welchem  sich  alle  Diejenigen, 
die  nicht  Astronomen  vnn  Fach  sind,  eine  eben  so  überaus  deutr^ 
t  Anschauung  von  der  Construction  und  dem  Zweck  der  verr 
tdeoen  asirunnniiscben  Instrumente  nach  ihrem  neuesten  ZO' 
und  vun  den  verschiedenen  Einrichtungen,  nelche  man 
lißlernw urteil  lindet,  verschaffen  künnten,  aU  aus  dem  vorlie- 
I  so  vielen  Beieiehungen  ausgezet ebneten  Werke.  Nacb- 
l^er  Herr  Verfasser  den  Leser  mit  den  unvollkommenen  Werkze4^ 
deren  (>icb  die  Astronomen  des  Alterthums  bedienten, 

um  des  Ptolemaus,    dem  Astrolabium,    den   Ar^l 
HLlarspharen  oder  Armülen  bekannt  gemacht  und  die  Natm^l 
,wt  den  Zweck  der  am  häufigsten  vorkommenden   asIronoroischM  ] 
teobachtunrren  sehr    deutlich  erläutert  hat,    ^ebt  er  über  zu  dWi 
Beschreibung  des  Mauerquudranten,  der  diuptriscben 
ilbre,    der    grossen    Spiegelteleseo  pe  von  llerschel   ubJ*'! 
tosse,  die  so  wie  alle  übrigen  Instrumente  auch  in  sehr  schünen  C 
k,bbildungen    dem   Leser    zur    deutlichsten  Anschauung  gebracht  J 
rerden;    zudem  Mittagsrohr  oder  Passagen- Instrumente«.  , 
em  Dipleidoscop   von  Dont,    dem  Passagen-Prisn 
l.t«iuheil;  den  Sonnenuhren,  dem  tinomon,  wobei  diegrosa^»  | 
|)eJfai  errichtete  Sonnenuhr,  deren  zur  Weltase  paralleler,  dureh, 
f  Mauer,    auf  welche  eine  grosse  Treppe   binuntTührt,    daig«*   i 
r  Stift  nicht  weniger  als  118  englische  Fuss  beträgt,  abg«» 
3det  ist;    dem  Meridiankreise  oder  Mauerkreise  von  ReiJ 
lienbach  und  Truugbtou,  dem  Theodolit,  dem  Acquato« 
iai,   dem    Spiegelsextanten,    den    verschiedenen   Arten  Asm   ' 
ter,   endlich  zu  den  Pendeluhren  und  Chion 
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terD,  dem  Log  und  anderen  nanlischen  Instrumenten, 

nier  oder  ^oiiius,  n.  s.  w.     Alle  die^e   Instrumente  pind  I 

I  bloss  im  Allgenieinen ,  sondern  nacli  allen  ikroii  einzelnen  Tbellen 

^nebstihrenlNebeniiJslrunienteniNiveau's,  Faden 

'  sehr  geaau  beschrietien,  und  die  ßeetinimung  aller  eitizeineiiThale 

j  [«t  Überall  nachgewiesen  norden.     Ausserdem  beschreibt  der  ü«a 

Verfasser   Doch    die    Einrichtung  einer  Sternwarte    in    allgemelHt 

I  bBulicberUeziehnng,  und  hat  dazu  eehr  zweckmässig  als  Üeispitlt 

L  die  grüsste  und  kleinste  der  jetzt  bestehendeii  beriihmteren  Stnii' 

warten,    nämlich   die   Sternwarten    zn    Pulkowa    oud    AI  toi 

en  Grundrisse,  so  wie  auch  die  äussere  Ansicht  der  ersteren, 
IBitgetheilt  worden  sind,  gewählt.  Mit  Betrachtungen  über  d 
Nutzen  der  Astronomie  wird  das  Werk  geschlossen.  Dann  fnlj 
aber  noch  eine  grossere  AriKahl  von  Nai;hträgen,  in  »eichend 
wfibrend  des  Drticks  gemachten  neuen  astroNomischen  Entd«^ 
gen  sehr  vollstlinüig  mitiiietheilt  werden. 


leben  (fe- 
^td«^|l 


Wir  können  am  Ende  dieser  Anzeige  nur  nochmals  i 
|«n,  dass  wir  daa  vorliegende,  nun  beendigle  Werk  in  sellKr 
neuen  Gestalt  für  das  toHh ländigste  Werk  über  Astronotuie  in 
flopulärer  Darstellung  hallen,  au.s  welchem  jeder  nur  mit  den  aHn- 
ersten  Eleraeotarlehren  der  Mathematik  bekannte  Liebhaber  der 
Astronomie  sich  auf  die  leiehtesle,  lehrreichste  und  angpuehm^ile 
VVeise  eine  sehr  vollständige  Keiintniss  dieser  herrlichen  Wissn- 
schall  erwerben  und  einen  sehr  deutlichen  Begriff  von  allen  Arbn 
ten  der  Astronomen  vers'haffen,  ja  auch  sich  selbst  zu  sehr  vietH 
astronomischen  Beobachtungen,  zu  deren  Benutzung  nicht  tiefer 
gehende  mathematische  Kenntoisse  erlordert  werden,  geschickt 
machen  kann.  JedentalU  hat  der  Herr  Verfasser  durch  diese  oew 
Bearbeitung  eines  der  ausgeEcichnetsten  Werke  seines  um  die 
Wissenschaft  hnchvetilienten,  leider  derselben  zu  früh  entrisseooi 
Taters,  so  nie  auch  durch  die  neue  Herausgabe  des  Himmdi- 
atlasses  (s.  Lilerar.  ßer.  Nr.  LXXXIII.  S.  3.)  ein  grosses,  die  wäi 
Anerkennung  hervorrufendes  Verdienst  um  unsere  Literatur  ffl 
Allgemeinen,  um  alle  die,  welche  durch  at^tr onomische  ätoäei 
ohne  tiefe  mathematische  Vorstudien  eine  hiibere  geistige  AusbÜ 
dung  sich  anzueignen  beabsichtigen  und  eben  dadurch  um  die  aefal 
zii  wünschende  allgemeinere  Verbreitung  Geist  und  Herz  f 
▼eredelniler  astronomischer  Kenntnisse- unter  den  gebildeten  Stfr 
den  erworben.  Indem  wir  dem  Herrn  Verfasser  zu  der  glücIcKchM 
Vollendung  dieses  so  sehr  rerdienstlicben  Werkes  von  HerMl 
Glück  wünschet),  geben  nir  uns  der  zuversichllichen  Hoffnung  Uh 
dass  seine  auf  die  Ausarbeitung  desselben  verwandte  grosM 
Hübe  durch  den  Nutzen,  den  das  Werk  unzweifelhaft  in  den  mt- 
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1  Kreisen  stiften  wird,  im  reichlichsten  Mansse  belohnt  iver- 
«ird. 


Entwickelung    des  Products    einer   Potenz  des   Ra- 

Bu6  Vectors    mit    dem  Sinus   oder  Cosinus   eines  Vief- 

cben  der  ivahren  Anomalie   in  Heihen,    die   nach  den 

eil  oder  Cosinussen  der  Vielfachen  der   wahren, 

riechen  oder  mittleren   Anomalie   forfgchreiten. 

ön  P.  A.  Hanse'i.     Aus   den  Abhandlungen  der  mathe- 

eh-pbysischen  Clasae  der  Königlich  Sächsischen 

Eesellschal't    der    Wissenschaften.       Leipzig.     Hirzel. 

IRthlr. 

Wir  müssen  uns,    dem  Zwecke  dieser  Literarischen  Berichte 
i»,  leider  begnügen,  im  Folgenden  nur  den  Haujitinhalt  die- 
1  eleganten  analytischen  Enltvickelungen  überaus  reichen  Ab- 
mdlung,    weiche  wir  mit  dem  grösslen  Vergnügen  und  der  viel- 
jBhaten  Belehrung  gelesen  haben,    mit  den  eigenen  Worten  des 
pebrten  Herrn  Verrassers  in  der  Kürze  anzugeben:     „Es  zerfällt 
e  Abhandlung  in  mehrere  Theile,  die  mit  einander  in  Verbin- 
ing  stehen.     Bezeichnet  man  den  Radius  Vector  der  Ellipse  mit 
vahre,  excentrische  und   mittlere  Anomalie   bezüglich  mit 
g,  so  werden  im  §.  \.  die  Producte  r"ca»mf  und  fsiamf 
t  Reihen  entwickelt,  die  nach  cos  ^  und  bez.  s im/ fortschreiten. 
t  §.  II.  wird  die  Entwickelung  von  coS|U/'und  sin  [if  nach  cosie 
■t,   so  wie  die  entgegengesetzte  Entwickelung  ausgeführt. 
I  §.  [II.  die  Entwickelung  von  r'^cosmf  und  r"siu  m/"  nach  cosia 
ini>,  die  sowohl  durch  die  Verbindung  des  Inhalts   der  bei- 
I  Torigen  Paragraphen,    wie  direct   erbalten    wird.     Der  §.  IV. 
(ebt  die  Entwickelung  von  cosie  und  sin»  nach  eoa/iff  und  sin%, 
die  entgegengesetzte  Entwickelung.     Der  g.  V.  enthält  die 
Intnicfcelung  von  cosji,fond  sinfif  nach  cosig  und  s'iaig,  so  wie 
j  entgegengesetzte  Entwickelung,  und  Kwar  werden  diese  eines- 
Keils  durch  den  Inhalt  der  vorigen  Paragraphen  und  anderiitheils 
pämiltelbar  erhallen.     Im  §,  YI.    endlich   entwickele  ich  t*  cos  tnf 
päd  fsinmf  nach  cosi//  und   sinty,    und    zwar  auch    eiaestheils 
s  dem  Inhalte  der  vorigen  Paragraphen  und  anderntheils  unmit- 
telbar. -~  Bei  diesen  Cntwickelungen  bediene  ich    mich  stets  der 
zu    den    Anomalien    gehörigen    imaginären    Ezponentialfunctionen, 
n-odurch   an   Einfachheit  viel   gewonnen    wird    und    neue    Formen 
aufgefunden  werden,   die  ohne  diese  Mülfsmittel  schwer  zu  finden 

An  diese  Angabe   des  Hauptinhalts   der  vorliegenden  wichti- 
gen Abhandlung  erlauben  wir  uns  die   folgende  gelegentliche  all- 


H) 
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geraeitifl  Bemerkung  i.»  koGpfeu.     Althandlungen ,    welche  wie  &i 
TOTliegendc  eine  asirononiische  Grundlage  haben,   werden  von  den 
sogenannten  reinen  Matheniatiltern  gettühuticli  als   für   sie  unvet- 
stKndiioh  und  unhl  gar  auch  unwichtig  bei  Seite  gelegt  und  nicht 
g;eleecn.     Mag  diese  Ansicht  nun  auch  zuweilen  mehr    oder  weni- 
ger gerundet  («ein,   so  sollte  man  doch   diibei  einen    sarglaltigen 
Uoterachied  macheu.     Uer   Inhalt  der  vorliegenden,    in  jeder  Be- 
ziehung trefflichen  und    ausge;!eichneteii  Allhandlung  z.   t!.  ist  ia 
Grunde  so  rein  mathematisch,  nie  nur  der  Inhalt  irgend  einer,  in 
eigentlichen  Sinne   rein    mathematischen   Abhandlung    sein    ]am, 
und    für  Jeden    verständlich,    fver   nur    die    allgeraeineD    Fonni^ 
beunt,    durch  ivelciie  auf  Grundlage  der   Kc[iler'schen   Ge6el2e 
die  Planelenbe»egung    dar£;estellt  oder  charatiteriEirt   wird,    eine 
Kenntniss,    die  wahrlich  Jeder  sich    mit   leichter  Mähe   erwerben 
I    kann,    wenn  ihm    nnr  die  allgemeine  Theorie    der    Kegelschmtlc 
I  nicht  fremd  ist.     Wer  aber  diese  Kenntnins  sich  zd  erwerben  aid 
I   nicht  die  Mühe  nimmt,  und  dadurch  des  Genusses,    welchem  du 
Studium  einer  an  eleganten  Entwickelungen  so  reichen  Abbandlmf 
!    die  vorliegende  verlustig    geht,    schadet    seiiwr  aligemeinea 
mathematischen  Ausbildung  sehr,  und  lernt  sehr  viele  Huirsmittd, 
die  ihm  bei  anderen  Untersuchungen   sehr  wesentliche  Diensten 
tristen  geeignet  sind,  nicht  kennen.     Milchten  diese  Benierkungn 
nicht  bloss  Astronomen,   sondern  namentlich  auch  recht  viele  so- 
genanntereine Mathematiker  veranlassen,  sowohl  der  vorlie|;eiliIeB, 
tie  auch  noch  manchen  anderen  trefflichen  Abhandlungen  von  JU»- 
,  Ih^er  Tendenz  des  von  uns   hochverehrten  Herrn  Verfassers  ein 
loi^lfiges  Studium  zu   nidmen,    was  .tedem  gewiss  einen  ebss 
10  grossen  Gennss   gewühren  wird,    wie  uns  das  Studium  dieser 
[  Abhandlungen  schon  bäuäg  gewährt  hat,  was  wir  hier  mit  besoD- 
hrem,    dem    Herrn    Verfussor  von    uns    gezollten    Danke    aasw' 
[  i^rechen  nicht  unterlassen  wollen. 

Schliesslich  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  der  Herr  \a- 
Ewser  auf  Seite  276.  ff.  aus  den  in  dieser  Abhandluog  entwick^ 
ten  Formeln  auch  die  schöne  Auflösung  des  Kepler'schen  Pn- 
blems  ableitet,  welche  er  schon  früher  in  den  von  ihm  selbst  Id 
Gemeinscbafl  mit  Heren  Petersen  in  Altana  zum  grllsslei 
Nutzen  der  gesammten  astrunomi scheu  Wissenschaft  so  treSlicb, 
In  einer  ihres  ersten  Begründers,  des  leider  zu  früh  verslorbenert 
Schumachers,  vollkommen  würdigen  Weise  redigirten  Aslro- 
mischen  Nacjiricht«fl.  Mr.  836.  veröffentlicht  hat. 
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ehrbuch  der  Physik  nüt  mathematischer  Begrün- 
,  zum  Gebraui'lie  in  den  hüberen  Schulen  und  zum 
t^Ibst-Uoterrichte.  von  Dr.  A  uguiüt  Runzele,  k.  k.  ord. 
«feseor  der  Physik  an  der  Universität  in  Wien 
Mit  387einge<frucktenÄhhildun,qen.  Wien.  Brau- 
lüller.  I8Q3.  8.    3  Rthlr.  10  Sgr. 

Jedes  neue  „Lehrbuch  der  Physik    mit   mat'hematiscber 
rfindung"  macht  uns  besondere  Freude.     Namentlich   sollte 
Pdeii  oberen  Klassen  der  G^innosien  und  noch  mehr  der  Real- 
nulen  der  physikalische  Unterricht  nie  ohne  strenge  tnathema- 
'  s  EegrGodung  ertheilt  werden,    weil  nach   unserer  Ueberzeu- 
Kig  derselbe  erst  dadurch  wahrhall  bildend  und  zugleich  zu  einem 
RKnigeo  Frirderuiigsniiltel  des  eigentlichen  mathematischen  ünter- 
pits  wird.     In  der  That  scheint  man  sich  auch  dieser  von    uns 
i  oft  ausgesprochenen  Ansicht  immer  mehr  und  mehr  zuzu- 
in,  weil  die  meisten  neueren  Lehrbücher  der  Physik  offenbar 
Mt  mehr  ROcksicht  auf  mathematische  Begründimg  nehmen,  als 
~i  den  älteren  der  Fall  war,  Reiche  sich  gewöhnlich  mit  der 
rnfstellung  der  wichtigsten  Natui^esetze  ohne  alle  mathemalische 
fegrünctung  und  der  bloss  histiirischen  Angabe  einer  Menge  von 
mein  begnügten,  die  bei  dieser  Art  nnd  Weise  der  BehandJuiig 
Br  Physik  den  Schülern  nur  flie  Hieroglyphen    erscheinen  muss- 
Nacb  unserer   Ansicht  soll  man  kein  Gesetz  ohne   strenge 
hthematiscbe  Begründung  in  das  Lehrbuch  aufnehmen  und  sich 
Rber  mit   wenigen   sicher  begründeten  Naturgesetzen    begnägen, 
I  man  dem  Schüler  eine  Menge  unbegründeter  Sätze  und 
Kirmeln  vorführt,   die  ilmi  unter  dieser  Form  doch  nichts  nützen 
Kd  nur  dienen,  ihn  zu  verwirren.     In  einer  diesen  Ansichten  voll- 
en entsprechenden  Weise  ist  das  rorliegende  Lehrbuch  ver< 
Dasselbe  enthält  eine,    so  weit  es  mit  Üülfe  der  Elemen- 
Irroathematik   niüglich   ist,    streng   theoretisch  begründete  Dar- 
tellung   der  gesammlen  Physik,    einschliesslich    der  Lehre  vom 
lebte,  von  der  Eleciricität  und  vom  Magnetismus  und  der  streng 
lathematischen    Erklärung  der  wichtigsten    meteorologischen  £r- 
Icheinungen.     Die  mathematischen  Demonstrationen  sind,  was  wir 
z  besonderem  Lobe  hervorheben,  in  der  älteren,  strengen, 
iithetischen  und    zugleich  conslructiven,  d.   h.  überall  an  deut- 
gezeichnete und   in   Holzschnitten  ausgeführte   Figuren    sich 
Bischliessenden  Weise,    die   sich   oiH:    der  bei  diesen  Lehren  so 
Nichtigen  nnd  erfolgreichen  (jränzenbetrachtungen  bedient,  geffihTt, 
lad  nicht  in  der  leichtfertigen  Weise,  die  man  in  manchen  neneren, 
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ram  Theil  sehr  beliebten  LehrbSchem  der  Physik  antrifft,  welcbe 
sicli  eigentlich  nur  das  Ansehen  einer  tnatbematischtn 
Begründung  geben  tvollen,  ohne  dieselbe  wirklich  zu  eriie- 
len,  und  dadurch  dem  Lehrlinge  eher  schaden  als  nötzen.  Des 
Torliegeuden  I. ehrbuche  dagegen  sieht  man  es  auf  jeder  Seite  an, 
irie  eehr  der  Herr  Verfanser  überall  iiuch  mathematischer  Strenge 
nod  Gründlichkeit  gestrebt  hat;  und  fast  immer  ist  dieselbe  t« 
Ihm  auch  ohne  zu  grosse  Weitläuligkeit  erreicht  worden.  Wir 
«mpfehlen  daher  dieseR  Lehrbuch  der  Physik  allen  Lehrern  der 
^alhematik  und  der  Nalurwissenschaften  auf  das  Uringendste  zn 

'  yorgßltigslen  Beachtung.  Auch  sind  ivir  der  Meinung,  dass  iler 
Titel  den  Zusatz:  „und  zum  Selbstunterrichte"  mit  vollem 
Rechte  trfigl,  da  die  Üarstellung  so  versländlich  gehalten  ist,  daw 
Jeder,  wer  nur  die  erforderliche  Bekanntschaft  mit  der  sogenant' 
ten  Elementarmathematik  mitbringt,  das  Werk  ohne  Beihiitfe  eines 
Lehrers  vollständig  zu  versieben  im  Stande  ist;  ja,  wir  sind  der 
Meinung,  daas  Jeder,  wer  das  Studium  der  Elementarmath emaÜk 
beendigt  hat,  sich  mit  dem  grOe&ten  Vortheile  unmittelbar  an  Aas 
Studium  des  vorliegenden  Werkes  machen  wird,  indem  er,  neben 
^en  daraus  zu  schöpfenden  ip-ündlichen  und  umfassenden  phy«- 
kalischen  Kenntnissen,  durch  das  Studium  desselben  sich  auch  in 
■feinen  mathematischen  Kenntnissen  zum  grössten  Vortheil  für  eeim 
gesammte  mathematische  Ausliildung  fester  setzen    und    die  viel- 

'  jachen  Anwendungen,  welche  sich  von  der  IVIalhenialik  machen 
lassen,  kennen  lernen  wird.  Je  mehr  wir  uns  selbst  über  die 
grosse  mathematische  Gründlichkeit  dieses  Werkes  gefreut  haben, 

I  ^esto  mehr  wünschen  wir  dem  Herrn  Verfasser  Glück,  dau 
bei    den    Hörern    seiner    eignen    physikalischen     Vorlesungen 

[  D\a    solches   Maasa    mathematischer    Vorkenntnisse    vorauseetteo 

[  kann,  welche  es  ihm  möglich  machen,  denselben  dieses  in  jnebr 
^s  einer  Beziehung,  vorzüglich  aber  wegen  der  in  demselben 
gemachten  sehr  umfassenden  und  gründlichen  Anwendung  der 
Hatbenialik,  ausgezeichnete  Lehrbuch  als  Coiupeudium  zu  Grunde 
ra  legen. 


Grundri 


L  ÄUgU: 

hniti. 
)  «cbw. 


.  Vie 


hoto. 

metrischen 

nten  an  (ie 

ckten  Hol 

1  Rlfclr. 

Calc 

u'les. 

Von 

De 

tdoce 
goJru 
54.    8. 

Ulli 
sehn 

vers 
itten 

tst  Bonn. 
.     Brsüi' 

Es  ist  jedenfalls  eio  sehr  verdienstliches  Unlernebmen,  dass 
4er  schon  durch  mehrere  optische  und  andere,  auch  rein  mathe- 
matische Arbeiten  auf  die  vnrtbeilhafleste  Weise  bekannte  Heu 
Verfasser  die  seil  ziemlich  langer  Zeit,  nenn  auch  nicht  fast  ' 
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gessene,  aber  dnch  seit  fast  100  Jabren  ntclit  wieder  syslematiscb 
bearbeilele  Pbntomefrie  einer  neuen  Bearbeitung  untersojren  und 
in  dem  vorliecendeo  Grundriss  eio  Mehr  ans))recbencle8  und  für 
den  Unterricht  äusserst  geeignetes  Lebrbucb  derselben  geliefert 
bat.  lieäonOers  gefreut  hat  uns  <]ie  grosse  Sorgfalt,  »ekbe  der 
Herr  Verfasser  auf  die  Enlitickelung  der  Grundbegriffe  und  die 
Parstellung  der  Gruiidfornieln  verwandt  hat,  weil  wir  glauben  die 
ßemerkung  gemacht  zu  bal)en,  dass  man  uanienilich  in  der  Pho- 
tometrie sicli  üfters  mit  ziemlich  tagen  und  unbestimmten  liegrif- 
fen  begnfigt  hat.  Im  Uebrigen  hat  sich  der  Herr  Verfasser  haupt- 
sächlich an  Lamberts  im  Jahre  I7ti0  erschienene  Photumetria 
aive  de  mensura  et  gradibus  luminis,  caloruiu  et  um- 
brae  i;ehalten,  ohne  dass  dudurch  seine  Darstellung  der  Eigen- 
^thümlichkeit  verlut^lig  gegangen  wäre,  indem  wir  vielmehr  in  dem 
~'iucbe  manche  eigenthiimliche  elegante  analytische  Anwendungen 
efunden  huben,  die  auch  dem  Anfänger  zu  einer  sehr  2weck- 
iHssigen  Uebung  in  der  Analysis  dienen  bünnen  und  trerdeo. 
ler  Hauptinhalt  des  Werkc!iens,  mit  dessen  Angabe  wir  uns  hier 
begnügen,  müssen ,  ist  folgender:  Einleitung.  —  GrundsStze 
"er  Photometrie.  —  Die  directe  Erleuchtung,  i.  Erleuch- 
t^flg  im  Allgemeinen,  II.  Erleuchtung  eiuer  Fläche  durch  einen 
luchtenden  Punkt.  III.  Erleuchtung  einer  Fläche  durch  eine 
'Ucbe.  IV.  Erleuchtung  durch  eine  Gasmasse.  V.  Mittlere  Hel- 
gkeit  einer  Fläche.  —  Die  indirecte  Erleuchtung.  I.  Von 
er  Helligkeit  dioptrischer  und  katoptrischer  Bilder.  II.  Absorption 
tB  Lichts.  —  Di«  sichtbare  Helligkeit.  I.  Von  der  sieht: 
areo  Helligkeit.  II.  Vnn  der  Beuttheilung  der  sichtbareti  Hei- 
melt. 


Je  mehr  der  Herr  Verfasser  durch  dieses  Werkcheii  einen 
!hr  erfreulichen  Beweis  von  seiner  Gewandtheit  in  der 
eleganten  analytischen,  natürlich  auch  die  Differential-  und  Inte- 
[ralrechnuog  durchgängig  in  Anspruch  nehmenden  Behandlung 
physikalischer  Objecte  gegeben  hat;  je  mehr  sich  diese  Schrift 
kucb  durch  Reichthum  ihres  Inhalts  auf  einem  verhältniesm^ssig 
kleinen  Räume  auszeichnet;  je  fühlbarer  endlich  der  gänzliche 
Uangel  einer  neuen  systematischen  Behandlung  der  Photometrie 
lisber  gewesen  ist:  desto  mehr  verdient  die  vorliegende  Schrift 
ler  sorgfältigen  Beachtung  der  Mathematiker  und  Physiker  empfofa- 
IflD  zu  werden. 


Blicke  in  das  UniverHum  mit  specieller  Beziehung 
auf  nnsere  Erde.  Bearbeitet  von  L.  Gruson,  Königlich 
Prcussischem  Ingenieur-Major  a.  D.   Mit  42  Holzscfanit- 
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tBo  und  3  lithographirten  Tofeln.    Magdebu: 
1854.    8.    1  Rthlr.  10  Sgr. 


irg.  BSdJ 


Wir 


'ünlen  dicec  „Bückt  i 


<  Uli 


rsnm"  hietfl 


ßesprecliung  nicht  unterzleben,    wenn 

~  rieten  ein^eflochteaeu,  ja  Tast  nur  allen  Seiten  vorkommendlüi 
I biathematischen  Belrachtangen  sich  nicht  das  Ansehen  zu  geb« 
lil^liebte,  als  wenn  bei  diesen  „Blicken"  ihm  „niafhematiscb« 
VÄlSen"  gedient  hfilten.  Freilich  haben  ihm  dabei  ntalbematlsclit 
■  Augen  gedient,  aber  leider  sind  dieselben  ziemlirb  trübe  gewesen; 
l.imd  wenn  der  Herr  Verfasser  in  dem  Vorwort  an  seineLeter 
l^ich  mit  der  Bitte  wendet:  „dasa  diejenigen,  die  vielleicbt  In 
I  Ihrer  mathematischen  Ausbildung  nicht  so  weit  Tortgeschnt- 
l  ten  sein  sollten,  um  mit  Erfolg  die  von  ihm  anlgestellfen  luallM- 
[  äiatischen  Formeln  und  Reehnunc;en  verfolgen  za  können,  sid 
k  deshalb  keii-eswegs  von  einer  näheren  Bekanntschaft  mit  den 
L  Übrigen  Inhalte  des  Buchs  abhalten  lassen  niiicbten";  so  LSnnen 
an  unsere  Leser,  d.h.  die  Leser  des  Archivs,  nur  die  böcfcst 
t  dringende  Bitte  richten,  dass  keiner  derselben  sich  die  Mühe  neh- 
l.bien  nnlge,  sich  mit  den  mathematischen  Rechnungen  und  Demon- 
t  Uralionen  des  Herrn  Verfassers  den  Kopf  zu  serbreehen.  Wie 
f  %8  mit  der  mathematischen  Strenge  und  Evidenz  des  Uerrii  Ve^ 
I  Tassers  steht,  siebt  man  u.  A.  gleich  aus  der  Seile  22.  ff.  g^e- 
1  lenen  mathematischen  Entwicklung  der  Gesetite  des  Falls,  iiu 
'der  auf  das  Deutlichste  hervorgeht,  dass  derselbe  gar  keine  AhnaBf 
tat,  worauf  CS  bei  diesem  ganz  elementaren  Gegenstande  eigtnl- 
.ttch  ankommt;  wenn  man  freilich  ohne  alle  weitere  Begtilir- 
I  'oung  Schlüsse  macht  wie  den  folgenden  auf  Seite  tH.;  „Be- 
zeichnen wir  der  Kurze  wegen  die  nach  Ablauf  der  ersten  Secnnde 
I  Ärlangte  Endgeschwindigkeit  von  30  Füssen  durch  g,  so  ist  aocEi 
'    ^T  von  ihm  zurückgelegte  Raum  gleich  ^",  dann  kann  man  alln- 

.clings  in  der  Mathematik  überall  sehr  kurz  wegkommen.  Büch«t 
I  jergütKlicb  ist  auch  die  auf  Seife  179.  gegebene  Auflüsung  d« 
I  ,0leichung 

88,2      _  1 
(60— ;r)»-:r''" 

tdie  wir  doch  mitlheilen  müssen,  um  unsem  Lesern  einen  Begnff 
von  der  ungemeinen  analytischen  Gewandtheit  des  Herrn  Ver&l- 
B  zu  geben.     Sie  ist  wörtlich  folgende: 

88.2.a:a  =  (60— :c)« 
88.2.  a:»  =  60«- 120a: +  :e« 


Jiail^».l4>|J  :, 


S,2.a:»-a:'ä  =  602—1203: 
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87,2«« +  120jr  =3000,  durch  87,2  dlvldirl, 

j;'  +  l,37a:  =  41,2  und   hierzu  0,18«  addirt. 

je''+l,37a:+0,18^=41,2  +  0.I8a    daraus  V", 

ar  +  O.OS^VJIleÖ, 


a;=:  6,46— 0,68  =  5,78. 

Solleü  wir  noch  ein  Wort  verlieren  fiber  solche  Alge- 
-bra?I  Wir  fragen  einen  uns  gerade  in  den  Wurf  konimeod^  , 
Real -Tertianer.     Der  antwortet  uns  sogleich:    An8  .,,| 


»=(60- 


folgt  durch  Aiisziehung  der  Wui 


beiden 


kiso 


x'sfm,2-m—x. 


und  damit  Punktum.  Bei  ErklSrniii;  der  atmospbÄrtschen  Refrac- 
tion  scheint  auf  S.  113.  die  Refractiors-Curve  ganz  verkehrt  gezeich- 
tiet,  da  doch  der  Herr  Verfasser  ^anz  wörtlich  sa|;t,  „düss  der 
ILichtstrahl  ab  durch  ein  Medium,  das  schichlenweise  an  Dichte 
mmt,  gehen  solle."  —  Wenn  man  in  §,  44.  die  Erklärung 
'der  Dämmerungscrscheinungen  liest,  so  muss  man  in  der  Thht 
Bber  die  Grossartigkeit  der  A us c hau ungs weise  des  Herrn  Verfas- 
lers  von  dem  DSninierungsptiSnomen  staunen.  Nun,  wir  können 
ta  nicht  üher  uns  gewinnen,  uns  den  Magen  noch  welter  mit  die- 
jper  unverdaulichen  Speise  zu  verderben.  Das  Archiv  hat  durch 
die  obigen  Bemerkungen  seine  Pflicbt  erl'üllt,  nämlich  die:  seine 
lieser  auf  das  Dringendste  vor  diesem  allerneuesten  Producte  der 
Ldentfichea  astronomisch- physikalisch-chemisch -mineralogisch -geo- 
logisch -  matheniatischen  Literatur  zu  warnen. 


k  im 


'ahre  1849.     Darge- 

Ischaft  zn  Berlin. 

r  Dr.  W.  Beetz  und 

Reimer.    1853.    8. 


Die  Fortschritte  der  Phy 
stellt  von  der  physikalischen   Gi 
V.  Jahrgang.     Redigirt  von  Profe 
Professor    Dr.    G.    Karsten.     Ber 
'2Rthlr.  15  Sgr. 

Wir  haben  schon  einige  Mal  in  diesen  Literarischen  Berich- 
ten auf  die  Verdienslltchkeit  des  vorliegenden  Wertes  hingewie- 
sen and  thon  dies  jetzt  von  Neuem  zugleich  mit  dem  Wunsche, 
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(lasa  die  einzelnen  Jahrgänge  schneller  als  hlshet  erschel 
milchten,  damit  das  Werk  bald  bis  zum  Jahre  1853  fortgeiSf 
wird  und  auf  diese  Weise  mit  den  FnrUth ritten  der  Wissenschaft 
roiitflichfit  gleichen  Schritt  hält.  80  weit  unsere  Kenntniss  ani 
auch,  weil  das  Jahr  1849  jetzt  schon  vier  Jahre  hinter  uns  liegt 
unsere  Erinnerung  reicht,  haben  in  diesem  Jahrgange  alle  wich- 
tigeren Arbeiten  Berücksichtigung^  gefunden ,  n  ie  schon  die  Ansicht 
des  reichhaltigen,  !(>  Seiten  einnehmenden  Inhaltsverzeichnisse 
zeigt.  Die  Haupfrubriken,  unter  welche  das  reiche  Material  ge- 
bracht ist,  mit  deren  Angabe  wir  uns  hier  begnaden  mCssen,  sind 
folgende;  All^meine  Physik.  Altustilc.  Optik.  Wärmelehre.  Elek- 
tricitütslehre.  Meteorologie.  Physikalische  Geographie,  —  Möge 
das  Unternehmen  auch  fernerhin  glücklichen  Fortgang  haben  und 
die  rerdiente  Beachtung  immer  mehr  fmden. 


Vermischte  Schriften. 
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Jörne  XVIl.  II«  Partie.  18S0.  und  Tome  XVIII.  I"P»i- 
I  Jiie.  1851.  enthalten  grössere  mathematische  Aufsätee  nicht,  vnM 
I  ^er  manche  interessante  nieleorülogische  und  andere  M  itt heiltut- 
i-^n,  namentlich  von  Herrn  Quetelet. 

Tome  XVIII.  m  Partie.  1851.  p.  14.  Sur  les  pÜes  äacldu 
"fet  alcalis,  s^pares  par  des  corps  poreux,  par  M.  Martens.  — 
["J.  41.  Quelques  propriiitös  descriptives  des  surfaces  gauches  da 
'second  degre  demontrees  par  la  geometrie,  par  M.  J.  B.  B  rasseur. 
'—  p.  137.  Memoire  sur  la  telö^raphie  ^lectrii|ne,  par  M.  Gloe- 
'flener.  —  p.  144.  Note  sur  la  division  ordonnee  de  Foiirier  et  sur 
Ion  application  ä  l'extractinn  de  la  rucine  carree,  par  M.  Schaar. 
—  p.  137.  Note  sur  l'^clipse  solaire  du  2S  juillet  1851.  |,ar  M.  A 
Quetelet.  —  p.  279.  Aurore  boreale  du  2  octohre,  uote  de  M. 
Quetelet.  —  p.  305.  Notice  sur  Ie  rapport  fait  e»  1851  ä  TA» 
äömie  de  Munich  par  M.  Lamont  sur  Thypsometrie  et  la  m^tdoro- 
logie  de  la  Baviere,  par  M.  Delcros.  —  p.  594.  Note  snr  I« 
'Abservalions  de  temp^rature  faites  ä  Baetogne  et  ä  Honnay,  pv 
M.  Crahay. 
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iben  de  deus  auvra* 
Docteur    Woepcfaa. 


Herr  Duttor  Woepcke  in  Paris  hat  sich  schon  durch  die 
eraussabe  der  im  Lilerar.  Her.  Nr.  LXVII.  S.  861.  anpezeigtea 
Igebra  des  Omar  Alkhnyyanii  ein  grosses  Verdienst  um  die 
lesefaichle  der  Mathematik  crtvnrbeii.  Ein  neues  Verdienst  er- 
wirbt er  sieh  duruh  die  obige  höchst  interessante  kleine  Schrift, 
'elcher  er  znei  verloren  gegangene,  nur  In  arabischen  Ueber- 
retzungen  vorhandene  Schriflen  des  Euklides,  die  erste  in  der 
arabischen  und  in  einer  danach  angefertigten  französischen  Ceber- 
tetzung,  die  zivelte  nur  in  einer  französischen  tlebersotzung  aus 
äera  Arabischen,  puhlicirt. 

IKe  erste  dieser  beiden  Schriften  ist  eine  aas  vier  Propoeitio- 
nen  und  einigen  vorangescbickten  Axiomen  bestehende  Abhand- 
lung   über    den    Hebel,    in  n-elcher  die  Gesetze  desselben  in 

: gen thümli eher  Weise  erläutert  »erden.  Herr  Dr.  Wöpcke  be- 
iDBrkt  mit  Recht,  dass  man  zweifeln  könne,  ob  diese  dem  Eu- 
Itlides  siigescbriebene  Schrift  demselben  ivirklich  angehöre,  führt 
jedach  auf  der  anderen  Seite  auch  Gründe  an,  die  das  Letztere 
allerdings  wahrscheinlich  machen.  Jedenfalls  ivürde  es  sehr  ioi 
teressant  sein,  wenn  ßith  mit  völliger  Bestimmtheit  nachweisen 
liesse,  dass  die  angeführte  Schrift  wirklich  dem  Euklides  an- 
gehöre und  derselbe  also  die  Gesetze  des  Hebels  schon  vor  Ar- 
ebimedes  gekannt  bähe.  Herr  Dr.  Wöpcke,  auf  dessen  e ehr 
interessante  Schrift  selbst  v/h  dringend  veriveisen,  sagt  allerdings 
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,iUd  passage  du  manuscril  tatin  no  8680  A  tle    la  Btbili»' 
I  naftonale,    manusctit  du  XIV"  aiecle,    semble    corrobaitr 
cette    supposilion    et    conslater   que    c'est  ä   Euclide   ^di 
lemonte  la  d^moiietration  du  principe  du  Icvier. 

Die  ztreite  hier  in  einer  n-nnzüsiscben  Celiersetznng  aus  den 

Aiabifichen  publicirle,    dem  Enkiides  zutreschriebene  Schrift  til 

«in  Tractat  über  die  Theilun^  ebener  Figuren,    die, 

1   dem  Herrn  Herausgeber  mit   lehrreichen  Änmerliungen    bereichert, 

I  mehrere  interessante  Aufg^aben   und  Auflii^ungsmethoden    aus  der 

'  angegebenen  T^ehre  enIhSit,   und  gleiehralle<  allen  unseren  Lesern, 

die  an  der   Geschichte    der  Mathematik    Interesse    nehmen,   inr 

Beachtung  enipfohlen  werden  muss. 

Notice  aur  une  theorie  ajoutee  par  Tbabit  ben  Kor- 
rah ä  l'ÄrithmtJtiquo  speculative  desGrecs,  parM.F. 
Woepcke. 

Der    Tilel    der  hier  jedoch    nur  im  Auezufie   in  franausisclier 

Ueberselzung  niitgetheillen    Schrift  ist:     Traiti!  compose  psr 

AbodI    Hacan    Tbäbit    ben    Knrrah    sur  la    maaii 

frouver    des    nombres    amiables    d'apres    une    m^thod« 

facile.  —  Auch   diese   Schritt  ist  soivohl   in  allgemeiner  historl' 

scher  Beziehung,    als  auch  »egen   der  darin    enthaltenen  Melba* 

^en,    amicablc    oder    befreundete   Zahlen   zu    finden,    interessaDt- 

(Jeher   den    Begriff  befreundeter  Zahlen  und    die    von   Michael 

Stifel    in     seiner  Ausgabe    der  Coss  Christoph   Rudolphe,    von 

1   Schoolen  (Esercitationes  math  ematicae.  L.  V.  Sect.a), 

\  ^on  Krafft    (Conimentarii    Novi    Acad.  Petrop.  T.  II.)  und 

j   Euler  (Opuscula  varii  argumenti.  T.  \\.  p.  2S.)   gegebenen 

I  Methoden,  solche  Zahlen  zu  Gnden,  ivird  man  am  Besten  den  be- 

I   treffenden  Arlikel  im  Mathematischen  WJirterbuche.   TliL  I. 

S.  '246.    nachsehen.      Von  der    obigen,    jetzt    erst   aurgeAindenca 

,  Schrift   des    Thabit    ben    Korrah    konnte    natürlich   in   diesen 

I  Artikel    keine    Rede   sein.     Die  Vergleichung  der   Methoden  dec 

'  letzteren  mit  denen   der  neueren  Mathematiker  dürfte  mansigfalti' 

j  ges    Interesse  darbieten,    und   wir   küuimen    vielleicht    in  ArcUr 

I  auf  diesen  Gegenstand  zurück. 

Für  jetzt  nur  Herrn  Di.ctor  Wöpcke  unsern  nännsteii  Daat 
I  fi(r  diese  neuen  wertbvollen  Beiträge  zu  der  nur  ailzosefar  wr 
I   mchl£ss igten  Geschichte  unserer  Wissenschaft. 


Systeme,   Lehr-  und  Wörterbücher. 

Herr  Ingenieur  Joh,  de  la  Camp  zu  Hamburg  hat  mir 
ihand»  Aoxeiga  der  verschiedenen  Lehrbücher  des  Herrn  LSb' 
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cn  zugesendet,  mit  dem  Wunucbe,  dass  dieselbe  im  Arcbiv  ab- 
^drackt  uerdmi  möchte.  Wegen  der  Verilienstliclikeil  der  genannten 
tehrbücber  hal>e  ich  dicsein  Wiini<che  gern  entsprochen.        G. 

In  dieser  Zeit,  in  der  durch  die  eminenten  Fortschritte,  tvelcha 
lüdlichen  Bestrebungen  auf  dem  Gebiete  der  Tech- 
:  und  der  Industrie  zur  Folge  gehabt  haben,  das  Bedürfnisa 
der  dringender  ivird,  die  mathenialischen  WisseoüC haften  einer 
Mlsseren  Ausbreitung  unter  dem  Publikum  fähig  zu  machen,  ist 
\  fFohl  nicht  uageeignet,  auf  einen  kleinen,  noch  keineswegs  ge- 
I  Cyklus  von  Büchern  iiulnierksam  7,a  machen,  die, 
plintlich  von  einem  Verl'aiiser  herriihrend,  nach  und  nach  alle 
huptzweige  der  Mathematik  umfassen  werden.  Es  sind  dies 
Inende  fünf  Bücher: 

1.  Ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und 
Algebra,  zum  ^Selbstunterricht  und  mit  Rücksicht  auf 
die  Zwecke  des  praktischen  Lebens,  von  H.  B.  Lüb- 
sen.  3.  verb.  Aufl.  Hamburg  1853.  l'/s  Thir. 
Augführliches  Lehrbuch  der  analytischen  oder 
höheren  Geometrie,  zum  Selbstunterricht,  mit  121 
Figuren  im  Test,  von  H.  B.  Lübsen.  2.  verni.  u.  verb. 
Aufl.    Leipzig  1849.    ly,  ThIr. 

Ansffihrliches  Lehrbuch  der  Elementar-Geo- 
metrie.  Ebene  und  körperliche  Geometrie.  Zum 
Selbstunterricht,  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  prak- 
tischen Lebens.  Mit  I»0  Figuren  im  Text,  von  U.  B. 
Lübscn.     Hamburg  1851.     1  Thlr. 

Ausführliches  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphS- 
rischen  Trigonometrie,  zum  Selbstunterricht,  mit 
Rflcksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens.  Mit 
58  Figuren  im  Text,  von  H.  B.  Lübsen.  Hamburg  1852. 
'21  Ngr. 

Ausführliches  Lehrbuch  der  Analytis,  zura 
Selbstunterricht,  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  prak- 
tischen Lebens.  Mit  6  Fig.  im  Text,  von  H.  B.  Lüb- 
sen.     Hamburg  1853. 

Die  Recensionen  der  vier  ersteren  (von  dem  letzten  eben  erat 

bchi^nenen  ist  mir  noch  keine  bekannt),  die  sämmtlich  vortheil- 

jsgefalten  sind,  sind  leider  Iheüweise  in  Blütter  eingesetzt 

Wrden,    die  vom  grossen  J*ublikum  sehr  wenig    gelesen  werden, 

r  Lfibsen  hat  (sich  weniger  darum  Mühe  gegeben,    der  Wis- 

uchaft  Neues  biozusufSgeQ ,    er  führt  in  seinen  Büchern    nicht 
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Id  vorher  noch  unbelretene  Gebiel«  der  Mathematik;  ibm  hI  vU> 
mehr  das  genias  nicht  geringere  Verdienst  zuzuerkennen  i  dit 
achon  belcanotcn  (lebiete  ti'ir  Jedermann  leichter  zugänglich  U 
machen.  Er  hat  seinen  Büchern  das  Prädicat  „  Aosfiibrlich"  ge- 
sehen, obgleich  er  darin  keineswegs  eine  vollstiindige  Ersehripruyg 
der  bebandelten  I)i8ci|>Iinen  gieht,  sondern,  und  deshalb  mil  »ol- 
{em  Recbt,  weil  die  von  ibm  als  für  den  Praktiker  brauchbar  et- 
I  kannten  und  deshalb  in  die  Bücher  aufgenommenen  Themata  mit 
'*^er  Deutlichkeit  und  Ausrührlichkeit  behandelt  sind,  noIliiveDdig, 
dem  Anßinger  eine  klare  Anschauung  davon  zu  geben.  Ute 
'  Berleitungs weise  der  Sätze  und  die  Beweisrtlhrung,  die  Herr  LOb- 
äeo  innehält,  ist  so  evident,  dass  der  Anfänger  den  EindrucI: 
empfangt,  als  habe  alles  so  eben  Erlernte  schua  längst  in  Ibn 
gelegen,  und  es  habe  nur  an  dem  richtigen  Mittel  gefehlt,  es  m 
fcrwecken.  Professor  Gruuert  sagt  in  Band  XX.  seines  Architg 
fär  Matbematik  und  Physik  über  die  vier  ersten  Bücher 
Folgendes:  „Alle  diese  Lehrbücher  zeichnen  sieb  durch  eine  uih 
gemeine  Deutlichkeit  sehr  vortheilhafc  aus  und  enthalten  überall 
^  sehr  verständiger  Auswahl  von  den  betreffenden  Wissenscha^ 
ibo  allemal  das,  was  für  das  praktische  Bedürfniss  niithig  ist 
und  zu  demselben  in  n^<:hsler  Beziehung  steht,  ohne  die  für  tücb- 
tige  praktische  Anivendung  der  Hatbematik  hestiminte  Kraft  dee 
Knaben  und  Jünglings  durrh  eine  Menge  oft  sehr  unnützer  Satze 
und  Sätzchen   eher  zu  schniichen  und  zu    ermüden,    als  zu  stS^ 

ken,    wie    leider  viele  unaerer  Lehrer  immer  noch  tbnn " 

„Herrn  Lühsen's  in  vieler  Beziehung  sehr  zu  empfehlende  Lehr- 
bScher  scheinen  uns  ein  interessanter  und  sehr  an  sprechen  der 
Ausdruck  dieses  gewisi«  sehr  richtigen  pädagogischen  und  me- 
thodischen Grundsatzes  zu  sein,  ivesbalb  wir  sie  hier  allen  Leb- 
fern,  die  solche  Knaben  und  Jünglinge  zu  unterrichten  haben, 
welche  für  ein  praktiBches  Fach,  das  auf  einer  mathematischen 
Basis  ruht,  bestimmt  sind,   Iiestens  haben  cmpfeblen  vroUen." 

Ueher  das  Lehrbuch  der  Trigonometrie  sagt  Professor  Dien- 
ger  an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsruhe  in  seiner 
Recension  unter  Anderm:  „Das  vorliegende  Buch  enthält  eine 
vollständige  und  klare  Darstellung  der  ebenen  und  sphüriscfaeR 
Trigonometrie  nach  einem  Plan,  der  uns  in  jeder  Beziehung  vor- 
trefflich erscheint."  Und  nach  specieller  Besprechung  des  Inhalts; 
„Man  wird  ans  dem  Obigen  ersehen,  dass  das  hier  angezeigte 
Lehrbuch  die  Grumilehren  der  ebenen  und  .«phärischen  Trigono- 
metrie ziemlieh  vollständig  enthält.  Die  Darstellung  ist,  dem  Kr- 
achten des  Referenten  nach,  sehr  zweckmässig  und  durchaal 
deutlich,  überall  durch,  wenn  auch  nicht  zahlreiche  Beispiele  nn- 
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ItstQtzt,  so  dasR  dieses  Buch  Jedem  empfohlen  iverden  kann, 
r  sich  uiit  dieuem  Gegenstände  bekannt  machen  will.  Kererent 
Hm  dies  mit  um  so  grüsiserer  Uelierzeuguiig,  als  er  selbst  bei 
I  Vorträgen  einen  ganz  äbiilichcn  Gaog  eiDZuschlageo  pflegt 
ir)  den  hier  aiigegebeuen  für  zweckmässig  schon  früher  er- 
btet hat." 

Das  Lehrbuch  der  analytischen  oder  hühern  Geometrie  recen- 

:   nach    einigen   allgemeinen  Betrachtungen    der   Prof.  Scbet' 

I  der  „Pädagogischen  Revue"  folgendermassen i     „So 

[denn  dem  Lehrer   ein  Bnch   willkoninien,    wie  dies  des  Herrn 

ilbsen,    welches    wirklich    das  Nothwendigste  und  Wichtigste 

uausbeltt,  bei  den  Anfängerschwierigkeiten  die  nülhige  Zeit  rer- 

pilt,  sich  über  die  eigenthiimlirhe  Betrachtungsweise  in  der  ana- 

Geonictrie  an  den  gehörigen  Orten  des  Weiteren  ergeht, 

t  sehr  interessanten  und  überraschenden  Anwendungen  und  Auf- 

dten  anlockt,    veranschaulicht  und   dem    Anfanger  Muth   macht, 

idererseits  durch    rasches  Hinwegführen  über-  mehr  der  Vollen- 

r   Wissenschaften  nur    dienende   Partieen    den    Gang  be- 

Ihleunigt  und  so  die  Wanderer  frisch  erhält,  und  so  endlich  auf 

mS  Seiten  den  Anfanger  so  weit  fuhrt,  dass  er  Ahnung  und  An- 

luung  von  der  reichen  Welt  erbiilt,    welche  ihm  durch  diese 

i  Sprache  der  Mathematik  aufgeschlossen   ist.     Das  Buch  ist 

kseinem  Vorfrage  durchweg  so  plan  gehalten,  dass  es  für  einen 

Äürig  vorbereiteten  Schüler  nicht  schwer   werden  wird,    durch 

^bststudium  diesen  Zweig  der  Wissenschaften  kennen  zu  lernen 

■d  eich  einigermassen  in  ihm  heimisch  zu  machen." 

In    der   „Allgemeinen   Schulzeitung"    vom  9.  Juli  1846 

^d  über  das  Lehrbuch   der  Arithjiietik   und   Algelira    Folgendes 

jagt:     „Das  Buch  zeichnet  siib  durch  viele  gute  Eigenschaftea 

■  manchen    anderen   Schriften    ähnlichen  Inhalts  und  ähnlichen 

ireckes  so  vortbeilhaft  aus,    dass  die  beurlheilende  Peder  nicht 

Epders,    als    gern    bereit  sein  kann,    belobend  das  Wort  zu  neh- 

.  .  ."     Ferner:    „Hat  nun  unser  Verfasser  sein  Lehrbuch, 

es  offen  erklärt,  imr  für  den  Selbstunterricht  bestimmt,  so 

I  wir  gestehen,    dass  er  es  mit  Glück  und  Geschick,    mit 

Irfahrung   und  Umsicht    gethan    hat.     Wenn  ferner  Herr  Scha- 

vacher,    der  bekannte  grosse  Astronom  in  Altana,    in  dem  em- 

fehlenden  Vorworte  von  unserm  Verfasser  sagt:    „„dass  er  mit 

folg  gegen  sich  gearbeitet  habe,  indem  das  Buch  die  Hülfe  des 

^lirers,  also  auch  seine  eigene,    fiberflüssig  macht'"',    so  liegt 

herdings  darin   die  von    uns  ebenfalls    erkannte  und    anerkannte 

PVahrfaeit,  aber  zugleich  auch  noch  der  starke  Schein  einer  ande- 

rnnech  sich  nümiicfa  das  Buch  für  den  Handgebrauch  nicht 
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eignen  dürfte.  Ge^en  die  Kicliti^keit  dieses  Scheines  müssvn 
■  uns  streng  erktSren.  Das  Buch  ist  an^at  trie  geschaffen  a 
I  tinem  ^uten  Schulbuche,  und  das  hauptsächlich  fär  solche  Letl- 
,  welche  in  dem  zum  Unterrichte  benutzten  Htllfsbuche  ohn 
beleidiiftes  Selbstgefühl  einen  mit  ihnen  auf  derselben  Bilduni^ 
fache  stehenden  Gehillfen  neben  sich  ertragen  kUniien;  liSr  Lth' 
rer,  irelche  in  dem  Schulbuche  iveiter  nichts  als  ein  Skelett,  all 
'i  nacktes  Rüstirerk  zu  einem  von  ihnen  selbst  aufgebaaten  (>•■ 
tlände  haben  wollen,  für  solche  ist  unser  Buch  nicht  passend  eifr 

Berichtet "    „Die   Ausführlichkeit  ivird  nirgends   beschi*» 

lieh  weitläufig  oder  gar  liberlrieben  gründlich,  nein,  der  Verfasstf 
iBt  eigentlich  nur  liir  den  Lehrer  ausführlich,  Itir  den  Schüler 
meistens  noch  kurz,  oW  so  kurz,  dass  ihm  des  Lehrers  Ufllfe  hf 
hei  noch  sehr  nesentlich  nothwendig  erscheinen  dürfte." 

Das  Gekanntwerden  dieser  Recensionen ,    verbunden  mit  den 

I  fiedürfiiiss  nach  Lehrbüchern  der  Art  wird  den  vorliegenden  Biichen 

gewiss  in  kurzer  Zeit  eine  bedeutend  grossere  Ausbreitung  aichcni 

als  die,    deren    sich   dieselben  jetzt  schon,    wenigstens  im  t 

Lüchen  Deutschland,    erfreuen,    nnd  ist  dies  im  Interesse  der  & 

L  gemeinen  Bildung  allerdings  nur  zu  irünschen. 

Hamburg,  den  L>'J.  August  1853. 

Job.  de  la  Camp,  Ingenieuf 


Arithmetik. 

Integration  der  linearen  nifferenlialgleichaofl 
t  conslanten  und  veränderlichen  Coefficienten. 

I  Joseph  Petzval.  Auf  Kosten  der  kaiserlichen  Ab« 
e   der    Wissenschaften.      Erster    Band.     Wien.    Bl| 

I  mfiller.  1853.  4. 

Dieses  ausgezeichnete  Werk  gehürl  jedenfalls  zu  den  t 
tmdslen  neueren  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  deuts 
mathematischen  Literatur,  und  verdient  daher  hier  ausführlKl 
besprochen  zu  werden,  uls  sonst  in  diesen  literarischen  Berfd 
in  geschehen  pflegt.  Was  zuerst  den  allgemeinen  Charaktecii 
selben  betrifft,  so  hat  der  Herr  Verfasser,  riicksichtlich  det 
balts  oder  des  Objects  der  Betrachtung,  wie  auch  schon  der  9 
in  ganz  bestimmter  Weise  ausspricht,  sich  auf  die  lineK 
Differentialgleichungen  mit  constantcn  und  veränderlichen  Cm 
cienten  bescbränlit,  weit  bei  Weitem  die  meisten  UntersucfaitogH 
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f  dem  Gebiete  der  IVIechanit,  Astronomie,  Physik,  als  ersUs 
beeultat,  oder  als  Ausgangspunkt,  auT  eine  Differentialgleichung 
»er  Form,  oder  auf  ein  Syi^teni  solcher  DifferentialgleichuDgea 
was.,  nach  der  sehr  richtigen  Bemerkung  des  Herrn  Ver- 
in  der  Vorrede,  neuigstefis  und  vorzugsweise  in  Bezug 
pf  die  in  das  Gebiet  der  eigentlichen  Physik  geh<irenden  Unter- 
tcbnngen,  seinen  Grund  im  WeDentiichen  darin  hat,  dass  man 
mtiveder  schwingende  Bewegungen  von  sehr  kleinen  Amplituden 
I  erürleni,  oder  zu  bereits  in  erster  Annäherung  bekannten  Be- 
Mregungselementen  sehr  kleine  Correctioncn  zu  rechnen  hat,  und 
Iftber  jedesmal,  die  Glieder  hSherer  Ordnung  vernachlässigend, 
linearen  Form  gelangen  muss.  Kücksichtlich  der  Art  der 
ufassung  ist  zn  bemerken,  dass  das  Werk  in  buchst  zweckmäs- 
%er  Weise  eine  gewisse  Mitte  hält  zwischen  einem  ausführlichen 
'Handbuche  und  einer  Darlegung  der  dem  Herrn  Verfasser  ganz 
elgenthümlichen  EnlivickelungS'  und  Rechnungsmethoden.  Der- 
selbe bat  es  daher  in  der  anerkennungswerthesten  Weise  nicht 
TerschmSbt,  z.  U.  die  Methode  der  Variation  der  Constanten,  die 
von  Fourier,  Liouville  u.  s.  w.  herrührenden  Formeln,  das 
Laplace'sche  und  andere  Integrale,  einem  grossen  Thcile  nach 
in  neuer  Darstellungsweise,  zwischen  seinen  in  grossem  Reich- 
tburoe  auftretenden  ganz  eigenthumlicben  Rechnungs-  und  AuflO- 
snngsmethoden  einzuschalten,  um  dadurch  sein  Werk,  ohne  Bei- 
bkilfe  grösserer  Bibliotheken,  zugänglich  zu  machen,  woran?  sich 
von  selbst  ergiebt,  dass  dasselbe  für  den  angehenden  und  gereif- 
ten Analytiker  in  gleicher  Weise  lehrreich  und  anziehend  ist  und 
dass  durch  die  Herausgabe  desselben  in  beiden  Beziehungen  der 
Herr  Verfasser  sich  jedenfalls  ein  wesentliches  Verdienst  erwor- 
ben hat,  tvas  die  folgende,  freilich  leider  nur  kurze,  auf  das  Ein- 
zelne nur  so  viel  als  es  uns  hier  der  Beschränktheit  des  Raumes 
wegen  müglich  is^,  eingebende  Inhaltsangabe  noch  weiter  bestä- 
tigen wird. 

In  einer,  den  ersten  Abschnitt  des  Werkes  bildenden,  sehr 
I  lehrreichen  Einleitung  entwickelt  der  Herr  Verfasser  die  noth- 
wendigsten  fundamentalen  Lehrsätze  über  die  Existenz  und  Form 
der  Integrale  linearer  Differentialgleichungen,  so  wie  über  den  Bau 
der  letzteren,  und  zeigt,  dass  der  Gegenstand  in  steter  Analogie 
mit  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  fortschreite,  worin 
er  Veranlassung  findet,  diese  Analogie  auch  fernerhin  festzuhal- 
ten, und  die  folgenden  Lehren  dermassen  in  Abschnitte  zu  Ihei- 
leo,  dass  einem  jeden  derselben  ein  analoges  Kapitel  auf  dem 
Felde  der  algebraischen  Gleichungen  entspricht.    Es  soll  daher: 


Erstens  der  zweite  Abschnitt  die  Lehre  enthalten  \ 


1  den- 
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jenigen  Differentialgleichungen  aller  Ordnungen  «nd  mit  bestinmi' 
teoi  Cneffttieutenbau,  deren  Integration  in  Fol^  dieses  let» 
tvren  durch  geachloseene  Formeln  möglich  ist,  wohin  t.  R 
die  Formen : 

,   Any''")  +  /(»-lyl-')  +  ^-ayt-»!  +  ....  +  ^.y'  +  A^^  =  F{x), 

■  i4^A+fcr)"yl")+'<.^i(A+*a;)"->s'»-"  +....+-4,(/.+ÄarJ3'+4,ff=#V). 

,.a*  ,y(-)  +  a;"-Ma«-i+*i.-i3;")»'"-^' +  — ■ 

....  +  (»o  +  M'-+ fo-^  +  ■- +Ao^»^)?=fl:*) 
gehören,  und  noch  einige  andere,  wöbet  uir  bemerken,  dos«  der 
Herr  Verfaseer  lür 

dx^'""  dU" 

der  Kiirze  wegen  y' .  y",,...^'"'  schreibt.  Dieser  Lehre,  sa^tJer 
Herr  Verfasser,  entspricht  auf  dem  Gebiete  der  algebraiscbea 
Gleichungen 'die  von  den  binomii!>chen ,  reciproken  u.  s.  w,  Gld- 
jungen,  welche,  in  Fol^'e  ihres  CoefGcienteiibaues,  eine  AuflÜ- 
■ung  durch  ge§ch)os8ene  Formeln  zulassen. 

Zweitens.  Der  dritte  Abschnitt  f?iithült  die  Formenlehre  der 
linearen  Differentialgleichungen,  deren  Cnel'Scienten  algebraiscIiB 
«od  rationale  Functionen  von  x  sind,  und  stellt  die  Kennzetcbet 
auf,  nach  weichen  die  Formen  der  Genüge  leistenden  particuliKB 
Integrale  aus  jenen  der  Coeflicienlen  abgeleitet  irerden.  Dteaut 
Abschnitte  entspricht  auf  «lern  Felde  der  algebraischen  Gleichun- 
gen eine  Reihe  von  Lehrsätzen,  wie  die  von  Descartes,  Fod> 
rier,   Sturm. 

Drittens.  Ein  vierter  Abschnitt  hat  die  TransforraatiOB 
der  Differentialgleichungen  zum  Gegenstände,  und  lehrt,  aus  der 
gegebenen  Gleichung  eine  andere  abzuleiten,  deren  pari ic» Iure  In- 
tegrale mit  jenen  der  ersteren  in  einem  gewissen  analytischen 
2usummenhange  stehen. 

Viertens.  In  einem  fünften  Abechnitte  irerden  Metliiid«B 
entwickelt,  die,  der  Form  nach  bereits  bekannten  particuISrca  In- 
tegrale wirklich  zu  berechnen,  und,  da  oft  ein  und  dasselbe  paJ- 
ticuläre  Integral  unter  verschiedenen  Formeu  ers':heinen  kann,  aoch 
Methoden,  diese  Formen  in  einander  zu  verwandeln,  dustt 
man  aus  denselben  die  vorth eilhafteste,  etwa  die  geschlos^eH 
oder  eine  andere,  den  Vorzug  der  Durchsichtigkeit  in  höherem 
Grade  besitzende,  zu  wählen  im  Staude  sei.     Endlich 
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Fünftons  soll  1 


tou 


ehreren  Differen tialcle 


n  sechsten  Abschnitte  den  Systemen 
ind    den  partiel- 


lon  Uifferentialgieichungen    hesondete  Aul'nicrlcEanikei 
widmet  werden. 

Ausser  der  den  ersten  Alischnitt  bildenden  Einleitung  liegen 
in  diesem  ersten  Bnnde  noeh  der  zweite  und  dritle  der  seclis 
vorher  näher  charaklerisirteii  Al)s<hnit(e  vor,  und  wir  niCssen  be- 
kennen, dass  wir  durch  dieselben  in  vielen  Beziehungen  sehr  be. 
friedigt  worden  sind  und  vieirache  Belehruni;  aus  denselben  ^e- 
Kchüpft  haben.  Die  Einleitunir  hesebäftigt  sich  itjabesnndere  mit 
der  Integration  der  linearen  Differential-  und  Differenzen-Gleichnn- 
gen  der  ersten  Ordnung,  mit  dem  Beweise  der  Existenz  und  der 
allgemeinen  Form  des  Integrals  einer  linearen  Differentialgleichung 
der  nten  Ordnung,  mit  der  Bildung  der  Differentialgleichung  aus 
den  particulären  Integralen  und  mit  der  Methode  der  Variation 
der  Constanten.  Der  Inhalt  des  zweiten  Abschnittes  ist  oben  schon 
mit  hinreichender  Ausfiihrlicbtieit  angegeben,  der  Inhalt  des  drit- 
ten Abschnittes  aber  so  reichhaltig,  dass  eine  nur  einigermassen 
vollständige  Angabe  desselben  hi^'^  leider  nicht  möglich  ist.  üebcr 
liaupt  ist  dieses  Werk  so  reich  an  neuen  Methoden  und  dem  Herri> 
Verfasser  eigen tbüm liehen  Darstellungen  älterer  Methoden,  das^ 
man  nur  durch  ein  sehr  sorgriiltiges  und  eingehendes  Studium 
desselben  sich  einen  ganz  deutlichen  Begriff  vnn  seinem  Wesen 
und  seiner  Bedeutung  verschaffen   kann. 

Wir  wünschen  sehr,  durch  diese  kurze  Anzeige  die  Aufmerk- 
samkeit der  Mathematiker,  sowohl  in  Deutschland,  als  auch  im 
Auslande  auf  dasselbe  hinzulenken,  indem  wir  selbst  nachmals 
mit  besonderem  Danke  bekennen,  aus  demselben  vielfache  Be- 
lehrnng  geschöpft  zu  haben.  Möge  der  Herr  Verfasser  die  Wls 
senschaft  recht  bald  mit  dem  zweiten  Theile  beschenken  und  ihm 
der  Beifall  und  die  Anerkennung  im  reichsten  Maasse  zu  Theil 
werden,  die  er  durch  dieses  Werk  von  Neaem  in  Ansprach  zu 
nehmen  so  sehr  berechtigt  isti 


Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  l'Acad^mie  Royale  des  sciences,  dea 
leltres  et  beaux-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  LXXXVI.  S.  16.) 

Tome  XIX.  1"  Partie,  1852.  p.  16.  Note  sur  le  deve- 
VA  +  a 


nue;  par  M.  Scbaur.  —  p.  23.  Hots  snr  lec  espressioiis  des  ttr 
eines  et  des  puiseaiii-'ea  d'un  nombre  en  produita  iiifinis;  pH  Mj 
liefraiif  ois.  —  Procöde  pnur  rendre  perceptibles  et  pour  ooHp- 
ter  les  vibrations  d'une  tige  elastiqtip;  par  M.  Mooti^ny.  — 
p.  513.  Sur  la  valeur  la  plus  probable  d'un  cMe  g^od^sique  com- 
mun  ä  deux  triangulaliotis ;  par  M.  Liagre.  —  p.  S34.  VariatlOM 
de  lu  d^clbaison  et  de  rindiDaison  ma^nelique  ä  BruxflllM  d» 
puis  un  quart  de  siede;  jiar  M.  Quetelef.  —  p.  537.  D^«- 
stratioii  ^lenieiitatre  de  la  vitessc  de  d^viation  du  plan  d'oscilb^ 
tion  du  peiii^ule,  ä  diverijes  taliludeN;  par  M.  ('rahay.  —  p.  543> 
Sur  [es  nioyeiis  de  faire  donrmr  nux  ]>lantes  leurs  feuilles,  lenw 
(leurs  et  leurg  IVuits  ä  des  epotiurs  driterniin^es  d'avanoe;  ptr 
M.  Quetelet   fein  selir  interessanler  Aufsatz). 

Tome  XIX.  II«  Partie.  1852.  p.  161.  Sur  le  th^röme 
d'Euler,  rdlatif  ä  la  dt^conipusilinn  du-Diouvement  de  rotatioq  tlts 
Corps;  par  M.  Pagaiii.  —  p.  300.  Rapport  de  M.  Queteleisar 
uDe  riote  de  M.  le  professeiir  Moittiguy,  relative  Bux  fluctaations 
de  la  bulle  des  niveaus.  —  p.  303.  Sur  quelques  proprletes  corieo- 
ses  que  pr^seiitent  les  r^sultat«  d'uue  serie  d'observat'ioiis,  faitei 
dauB  la  vue  de  deterniiner  uiie  eonslante,  iorsque  les  chancefl  if 
reocoiitrer  des  ticarls  eii  plus  et  en  moins  sont  Egales  et  taäi- 
pendantes  les  uiies  des  autres;  par  M.  A.  Quetelet.  —  p.  476. 
Rapport  de  M.  Schaar  sur  un  memoire  de  M.  Mootigny  reiaäf 
aux  experiences  pour  determiner  la  density  de  ta  terre.  —  p.  491). 
Rapport  de  M.  Lamarle  sur  un  memoire  de  M.  Cmgemeur  Maut- 
lins,  relatif  ä  remploi  de  l'inniii  dans  les  math^matlques.  —p.m. 
Sur  r^lectrieite  de  l'air,  d'apräs  les  observatmiis  de  Munich  et 
de  Bruxelles;  lettre  de  M.  Quetelet  ä  M.  Lainoni  —  p.  OOK 
Sur  la  r^partilinn  des  h.iuteurs  biiruni^triques,  par  rapport  i[  ti 
hatileur  moyerine,    par  M.  Liaijre. 

Tome  XIX.  IIl°Partie.  lÜS-I.  p.  31.  äur  la  nouvelle  espe- 
rience  de  M.  Leon  Foui/aiilt.  Reclaiiiattoa  de  priiirite  par  M.  Lu* 
marle.  —  \i.  i'J.  .Mi^uiuire  sur  le  mouvement  d'un  poitit  maleriel 
rapporte  ä  troii«  axes  fixes  dan^  uii  corps  mobile  autour  d'uu  poiiit; 
par  M.  Pagaui.  —  p.  71.  Examen  den  cas  douteux  dans  les  tri 
angles  spberitjues;  par  M.  Carbotielle.  —  p.  82,  Influence  il« 
[a  tenipi^rature  .sur  I'^pocfue  de  la  floraison ;  par  IV1.  A.  Quete- 
let. —  p.  271  Memoire  sur  les  medianes;  par  M.  Ernest  Qoe* 
telet,  omci<>r  du  g^nie.  B;ipp«rt  de  M.  Timmermanns.  U 
dieser  Abhandlung  konimt  u.  A.  das  folgende  interessante  Theoren 
vor:  „Deux  surfnces  d'un  degr^  m  ee  touchent  suivant  nne  eourbe 
plane,  toute  transversale  interceptc,  ä  partir  du  plau,  dans  ch»- 
cune  des  surfnces,  in  segmenis  lels  qne  la  Koninie  de  leurs  inrtt- 


est  egale  c!e  part  et  li'antre."  —  p.  'i74.  Rösume  g<n*ral 
litfseiitant  les  bases  rfu  calcul  relatif  aiut  effets  que  prodoil  la 
lation  de  la  terre  sur  le  nioiivement  gyraloiTe  des  Corps  entrai- 
.1  daiis  la  rofafion  diurne.  Lettre  He  lil.  Lamarle  ä  M.  Que- 
lltet. —  p.  289.  Sur  le  calcul  des  tables  He  mortalite;  par  M. 
llQiietelet.  —  p.21'6.  Nofice  concernantreinploiHe  l'air  echauffi. 
I  lieu  de  »apeur  d'eau,  comme  moteur  Hans  les  maehines ;  par 
Vaux.  —  p.  iÜ&.  Itesum^  g^nriral  presentant  les  bases 
i  calcul  relatif  mix  effets  que  proHuit  la  rotatioii  de  la  terre  sur 
I !  mouvement  gyraloire  Hes  corps  entraines  dans  la  rotatioii 
Suite  k  la  lettre  adressee  par  M.  Lamarle  ä  M.  Que- 
llet. —  p.  408.  Nofice  sur  Micliel  Florent  Vau  Langren,  cos- 
Bgrapbe  et  mathematicien  des  arcbiHucs  Albert  et  Isabelle,  at 
isuite  de  Pliilippe  IV.,  roi  d'Espafiiie;  par  le  chevalier  Mar- 
-  p  497.  Sur  rastronome  Laugren;  par  M.  Qnetelet. 
ibteressante  fatstorisclie  Mittheilung.) 

Tome  XX.     I*^^  Partie.     1853.    p.  145.     Sur  la  fhriorie  des 

isidits   qnadratiques;    par  M.  An^elo  Genocchi.     Rapport  de 

aar.  —  p.  148.    Sur  les  teuips  des  revolutiotis  des  satel- 

i  de  Jupiter  et  de  Saturne;  par  M.  A.  Qnetelet.  —  p.  130. 

r  des  cercles  lunaires;  par  M.  A.  Quetelet.  —    p.  151.  Notice 

er  de  1852  a  1853;    par  M.  A.  Quetelet.     (Höchst  inter. 

laste  Mittheilungen  i'iber  den  so   vielfach  merkvrürdigen  Winter 

-53.)  —  p.  317.    Sur  im  memoire  de  M.  Montigny  intitulä: 

-^lation  des  hauteurs  du  barom^tre  et  de  la  pression 

ent.     Rapports  par  M.  M.  Crahay  et  Duprez.    -    p.  324. 

r  la  mesure  des  Histances  au  luoyen  delaStadia;  par  M.  Lia- 

p.  471.    Sur  im  appareil  pboto-^lectrique,  invente  par  M. 

■.  Jaspar.     Rapport  de  M.  Crabay.  —  p,  473.  Sur  la  tenipera- 

!  et  Tetat  de  la  Vegetation  pendnnt  les  mois  de  fövrier  et  mars 

$53;  par  M.  A.  Quetelet.  —  p.  748.    Descripfion  d'im  appareil 

Kfaoto-elcctriqiie  cnnservant  la  lumiere  au  mäine  polut,   invente  et 

Konstruit  par  M.  J.  Jaspar  ä  Liege. 

Tome  XX.  11^  Partie.  1853.  p.  4.  Sur  iine  note  de  M. 
Ign.  Carbonelle,  iutilulee:  Theorie  g^omelrique  du  paralleiogramme 
de  Watt.  Rapport  de  M.  Timmermaiiiis.  —  p.  IL  Theorie  göo- 
m^trique  du  parallelogranime  de  Watt;  par  M.  Ign.  Carbonelle. 
—  p.39.  Treniblements  de  terre  ressentis  en  1852;  par  M.  Alexis 
Perrey.  —  p.  244.  Siir  les  varrations  pöriodiques  et  non  perto- 
diques  de  la  temperature ,  d'apr^s  les  observations  failes  pendaut 
20  aiinees  ä  l'Observatoire  de  Bruselles;  par  M.  A.  Quetelet.  — 
p.  399,  Sur  la  deterniinution  de  la  latitude,  de  la  Inngitude,  de 
l'heure  et  de   l'azimut  par  des  passages  obsetves  dans  deux  ver- 
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ticaux;  |}nrM<  Houzeau.  Rajiport  (leM.  Kereii  burger.  —  p.3IK. 
SuT  l'erreuT  proiijible  d'un  paseage  oliserv«  ä  la  lunette  m^rtdwue 
d»  rObsetvatoire  royal  fle  Bruxellea;  par  KL  Liagre-  —  p.  31i 
Sur  l'ouragan  i)u  28.  Juin  1853;  par  M.  A.  Quetelet.  ~  p.m 
D^tno DK I ratio n  elemenlaire  dune  formule  logaritbniiqae  de  M.  Biaet; 
par  BL  Angelo  GeDOcclii,  i!e  Turin.  —  p.  397.  Sur  uiie  pt»- 
pri^tij  des  noinUres;  pur  M.  Angelo  Gonoct:bi,  de  Turin.— 
p.  400.  Sat  l'eniploi  du  Ter  de  foiite  dans  la  confection  d'ainiauU 
utiliciela;  par  M.  Crabay.  —  p.  405.  Sur  les  uhaleurs  des  7..  8. 
et9.  Jiiilletl853,  etsurleuraeffeEsdesastrueux;  parM,  ^V.QD«telet 


Sitzungsberichte  der   Kaiserl 
WissenschartenzuWien.  (S.Liter 


che 


Akademie  der 
Nr.  LA'XXIV.S.8.) 


.  .  Jahrgang  1S53.  X\.  Baud.  I.  Heft.  S.  ^,  Schabus; 
Krystalirorm  des  Zinkoxydee.  —  S.  46.  Grailich:  Untersucbua- 
gen  über  den  ein-  und  zweiaxigen  Glimmer,  —  S.  87,  s.  Hauer: 
Ueber  die  Beschaffenheit  der  Lava  des  Aetna  von  der  Eruption 
im  Jahre  1852.  —  S.  121,  Kreil:  Geographische  und  magneliscbe 
Bestiramongen  aus  dem  Niltbale.  Von  Ritter  von  Fridan.  '— 
S.  213.  Brücke:  Ueber  die  Wirkung  complementär  geRirbtSr 
Gläser  beim  binocuISren  Sehen. 

Jahrgang  1855.  Xt.  Band.  2.  Heft.  S.307.  Haidingeri 
Die  Austheilung  der  Oberiläclienrarbcn  am  Murexid.  —  8.  37S, 
Petrina:  Ueber  eine  Vereinfachung  beim  telegraphischen  Corr» 
spondiren  in  grosse  Entfernungen.  —  S.  393.  Haidiiig-er:  Die 
Farben  des  Mausits.  —  S.  3ff7.  Derselbe:  Paläo-Krystalie.dt  ' 
pBondomorphose  verändert. 
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Literarischer  Bericht 

LXXXVIII. 


Arithmetik.  " 

f- 

mmlung    von   AuTgaben    aus    der  Arillimetik  und 
ktgelira,  für  Gymnasien  und  Uewerbesc huleu   bearbei' 
n  Friedrieb  Hofmann,  Professor  der  Mathematik 
mnasiura  zu  Bayreuth.     In    drei   Tbeilen.     Erster 
{■beil.     Bayreuth.  Grau.  IiS52.    Zivoiter  und  dritter  Theil. 
elbst  I»53. 

Der  erste,  die  arithmetischen  Äur^aben  entballeude  Theil  die- 
ir  reichhulligeii  Aur{;abenaainni!ii(ig  ist  im  LitErat.  Bericht 
Itr.  LXXVI.  S.  953.  angezeigt  wurden.  Jetzt  (,ind  nun  auch  die 
[len  letzten  Theile,  n-elche  die  algebraisuheii  AuA-aben  enthal- 
,  erschienen.  Wir  hüben  es  uns  Echon  a,  a,  O.  angelegen  sein 
<en,  auf  die  Verdienstlichkeit  des  ersten  Theils  dieser  Aufga- 
Ansammlung  auTmerksam  zu  machen  und  denselhen  den  Lehrern 
"  der  Mathematik  dringend  zur  sorgrnitigsten  Beachtung  zu  empfeh- 
len. Ein  ganz  gleich  gi'instiges  Urtheil  müssen  wir  auch  über  den 
zweiten  und  dritten  Theil  lallen.  Die  grosse  Reichhaltigkeit  die- 
ser beiden  Theile  zeigt  sowohl  ihr  Umfang,  da  der  zweite  Theil 
209,  der  dritte  Theil  310  Seiten  umfasst,  als  auch  die  folgende 
Angabe  des  Inhalte  nach  seinen  Hauptabschnitten  :  Die  \\er  Grirnd- 
■  nperationen  mit  Buchstabengrilssen.  Potenzen  mit  positiven  gan- 
zen Exponenten.  Wurzelgrüssen.  Reductionen  (sehrviele  lehrreiche 
Aufgaben).  Gleichungen  vom  ersten  Grade  mit  einer  Unbekann- 
ten. Aufgaben  zur  Anwendung  der  Gleichungen  des  ersten  Gra- 
I  des  mit  einer  Unliekannten.  Würze Igrilssen  (Fortsetzung).  Po- 
tenzen mit  allgemeinen  Exponenten.  Vermischte  lieduclionen. 
Logarithmen.  Kettenhrflche.  Unbestimmte  Gleichungen.  (Sollte 
wohlheissen  unbestimmte  Aufgaben.)  Gleichungen  vom  ersten 
Tbl.X\l].  HEt.4.  1 


4  Uieranscher  Bericht  IXXXTflU. 

Gra<!e  mit  mehreren  unbekannten  Grössen,    (äleichungen  vnm  zfitx- 

I   tcD  Grarle.     Au^aben  zur  Annerdun^  der  Gleichnnp;en  des  ersten 

Grades  mit  mehreren    unbekannten  Grössen.     Aufgaben    7ur  An- 

Wendung  der  Gleiehungen  vom  zweiten  Grade.    Arithmetische  oud 

l, geometrische  Reihen.     Zinseszinsen  und  Kentenrechnung. 

Jedenfalls  ist  dies  die  reichltaltigste  Aufgabensammlung,  tvelche 
\  ,die  matliemu tische  Literatur  )>is  jetzt  tiej^itzt,  und  ati<.'h  bei  diesen 
j^tieiden  letzten  Tbeileu  haben  wir  uns  eben  sn  wie  hei  dem  ersten 
Iher  die  Pracision  des  Ausdrucks   der  Aufgaben  gefreut,    welche 
l&türlich   bei   einer  solchen  Sammlung    ein   Huupterforderniss    ist. 
[  ^uch  hallen  wir  die  Aiifgalieii  fast  sSninillich  fiir  sehr  2v\-ecbin&a- 
und  sind  der  Meinung,    dass  ein  nur  eini^'ermaeeen  gut  vof 
bereiteter   Schüler   sie    samnitlich    ohne    grosse   Schtricrigkeit  zn 
iDsen  im  Stande  sein  wird.    Denn  vom  pli(Ia<;ogi8chBn  Standpunkte 
AUS  «ind  wir  der  Meinung,  dass  iiamentlich  Aulgahea  zur  Anwen- 
dung der  algebraischen  Gleichungen  so  gel'as^t  sein  müssen,  das« 
ller  Schüler,  uni  demselben  wahres  Interesse  an  der  Sache  einzn- 
fliissen  und  seine  Liebe  zu  derselben   dauernd    zu  erttalten,    den 
I  Wortausdruck   der  Aufgabe   ohne   besondere  Schwierigkeit  ii>  die 
,  iSprache  der  Algebra  ülietsetzen  kann,  und  dass  die  Aufgaben  aocb 
1  nicht  zu  viele  bloss  numerische  oder  auch  Buchstaben-Rechnungei 
■  tId  Anspruch  nehmen,  was  bei  manchen  Aufgabeusammlungeu  der 
iFall  ist,  selbst  bei  dem  sonst  recht  emjil'Ghlenswcrtheii  Buche  von 
~     IS,    wie   wir    neuerlich    uns   zußllig   hin  und  wieder   bei  dem 
■Gebrauch  dieses  letzteren  Buches  zu  (iberzeugen  Gelegenheit  ge- 

Skbt  haben.  In  beiden  obigen  Beziehungen  sti-ht  das  jedenfalls 
^t  dem  griissten  pädagogischen  und  mathematischen  Takte  ler- 
\  AsBte  Buch  von  Meier  Hirsch  nach  unserer  Meinung  immer 
i-|ft)t:lt  oben  an;  aber  dns  vorliagende  Buch  von  Hnfniaun  eifert 
Ei  «hmnelben  in  würdiger  Weise  nach  und  übertrifft  es  an  Reich- 
|.  MilHgfceit. 

Wir  wüitscben  daher  dieser  neuen  arithmetischen  und  «Ig«- 
^raischen  Aufgabensammlung  die  sorgrültigste  BeachlunE;  von  S&- 
ten  der  Lehrer,  können  aber  auch  bei  diesen  beiden  neuen  Thei- 

1  Im  den  schon  früher  ausgesprochenen  Wunsch  nicht  unterdrücken, 
dass  es  dem  Herrn  Verfasser  recht  bald  gefallen  möge,  in  eiiKB 
besonderen  Hefte  die  ßesuttate  aller  Aufgaben  herauszugeben. 
Für  den  Lehrer  sind  dieselben  unentbehrlich,    da  m^n  ihm  nicht 

^  tumuthcn  kann,  alle  Aufgaben,  ebe  er  sie  aufgiebt,  erst  sellMt 
echueu,    und    für  den  fleissigen    und  verstandigen  Schüler  ist 

\  die  Kenutniss  der  Resultate  jedenfaiis  nützlich,  dunit  er  siebt, 
ob  das  von  ihm  gefundene  Resultat  das  richtige  ist;  der  imflciS' 
sige  und   unverständige  Schüler  wird  sich  doch  verbotene  Hfiiis- 


mitte]  anderwoilig  genug  zu  versuhafiEii 
gegen  absoluten  UnverBlnnd  iiberhuu|it,  n 
inachen  ist. 


Geodäsie. 


Handl>ui:b  der  höheren  und  niederen  Messtunda 
oder  gründliche  Unterweisung  in  der  ge»ühnlicheo 
Feidmesekunst,  so  wie  za  gri^sseren  geodüti^chen  Xut- 
nahmen,  zu  ^eoi^raphisclien  Triiingulirungen,  barome- 
trischen Uüheniuessungen,  za  Ki  vell  ements  und  zum 
Gebrauch  der  Instrumente.  Mach  dem  neuesten  Stand- 
punkte der  Wissenschuft  bearbeitet  von  Ur.  Fr.  W.Bar- 
fuss.  Dritte  verbesserte  und  vermehrte  AuHage.  Mit 
l5lithogra|>hirtei>  Foliotafeln.    Weimar.  Voigt.   1854.  S. 


ichs  dei 


Die  erste  Aufläse  dieses 
Literar.  Her.  Nr.  IX.  S.  140.  angezeigt  «or 
selben  ist  im  Ganzen  und  im  Wesentl 
dert  geblieben,  so  dass  ivir  auch  jclzt  d; 
(ante  allgemRine  ürthed,  dansuns  In  dems 
Faden,  welcher  sich  durch  d: 


Mfsskunde  ist  !ni 
eil.     Die  Anlage  des- 
hen   völlig  unverSn- 
*  von  uns  a.  a.  O.  ge- 
lben ein  systematischer 
ganze  Werk  hindurch  zieht,  nicht 


festgehalten  zu  üein  scheint,  niederholen  mOsscn;  und  bei  wie- 
derholter genauer  Durchsicht  des  Buchs  haben  wir  unR  von  der 
Richtigkeit  dieses  Unheils  von  Neuem  überzeugt.  Dagegen  abel 
wiederholen  wir  aber  auch  das,  was  wir  a.  a-  O.  zur  Enipfehlnng 
des  Buchs  gesagt  haben,  und  filgen  zu  neiteier  Emgifehlung  noch 
bei,  dass  der  Herr  Verfasser  wenigstens  auf  einige  der  von  uns 
dort  gerJigten  Mängel  Hilcksicbt  genommen  /.n  haben  scheint,  in- 
dem  er  z.  B.  jetzt  eine  ziemlich  ^tusfiihrlicbe  Entwiclcelung  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  beigel'Qgt  bat,  bei  der  wir  nur 
noch  ein  npecielleres  Eingeben  anf  die  Anwendung  dieser  Methode 
in  der  (ieodfisie,  was  doch  hier  d'fi  Hauptsache  ist,  gewünscht 
hätten.  Eine  sehr  werihvolle  Bereichernng  hat  l'erner  diese  neue 
Ausgabe  in  der  Theorie  und  Beschreibung  des  ursprünglich  von 
Oppikofer  angegebenen,  von  Wetli  ivesentllch  verbesserten 
(m.  s.  Literar.  Her.  Nr.  LVI.  S.  774)  und  von  Hansen  zur  Vollen- 
dung gebrachten  Planimeters  erhalten.  Was  die  Darstellung  im 
Allgemeinen  betrifft,  so  krmnen  wir  nicht  sagen,  dnss  sie  uns  be- 
sonders angesprochen  hülte,  indem  sie  offenbar  in  einem  filteren 
Geiste  gehatten  ist  und  vielfach  an  Tobias  Mayer  erinnert.  In 
der  Instrumental-Kenntniss  ist  diese  neue  Ausgabe  gegen  die  erste 
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im  Jalire  1842  ersubieiientt  Tast  gar  uicht   lortgeschritteo ,  

sind  aum  Theil  noch  rerschiedene,  geg«n»iii'tig  alä  veraltet  aitibtl 

traclilencie  Instrumente  beijchrieben.     Was  /.  B.  rlie  üousaolfl  ba> 

trifft,  so  i^  «iii  Instrument  dieser  Art  mit  FermülireD  —  und  wer 

brauclit  jetzt  wolil  uiiilere?  ~  gtir  iiiL-lit  beschrieben ,  und  das  von 

I  dem  Herrn  Verfasäer  auf  S.  TiZ.  gefiillte   ungüustige  Urtbcil  über 

[  dergleichen  Instrumente  beruht  geradezu  aufUnkenntniti«)  der  Sache, 

I  Indem  nir  selbst  ilim  mehrere  Fernrohr- Bouesolen  vorlegen  küßO- 

,   die  an  Leichtigkeit  des  Transports  und  der  Handhabung  gp- 

I  wrsB  gar  nichts  kd  wtinschen  übrig  laf<sen.     Auf  die  ueuereD  V«^ 

i  Besserungen  der  Messkette  (ni.  s  2.  B.  in  Schneitler's  Iiistrn- 

nte  und  VVerkieuge.     Zweite  Änriac;e.     Leipzig  189^ 

.  dieMesskettevonOldendortT,  und  im  Archiv.  TM.!V.S.(I& 

f  ÄeMesskettevonBerl in, sowieiiher diese MesBkette such  Schnelt- 

f  ter  a.  a.  O.J  ist  in  hüt:hst  uufTallender  Weise  gar  keine  RflCksieb 

I  genommen,    da   diese  Verbesserungen    eines  bei  den  allergewilbs- 

[  Bchsten  Operatinnen    der  Feldmesskunst   niiansgesetzt  in  AnweV- 

I  Jung  kommenden  und  deshalb  in  jeder  Beziehung  hfichst  »ichtiga 

[  Instruments  geniss  von  der  grüssten  Bedeutung  sind;    um)  sollte 

l  «twa  der   Herr  Terlasser  diese  Verbesserungen  der    Genanigkell 

'  der  Messungen  fiir  nicht  eben  liirderlich    halten,    so  niflssten  wir 

gestehen,    dass  dies  uns  keinen  sonderliehen  Begriff  von  der  G» 

'    nauigkeit,  die  der  Herr  VerfasNer  bei  seinen  Alessungen  zu  eti^^ 

,   eben    strebt,    beibringen    ivürde.     Eben   so    aulfallend  ist  es  OH 

'   gewesen,    dass  statt  dej<,    oder  wenigstens  neben  dem   Sllerea 

^  S'heodoliten   nicht  auch  der  Theodolit   mit  gelirncheDem  F«nmiff 

[  beschrieben    worden  ist,    da  diese    neueren   Instrumente  in  jeder 

Beziehung  die  wesentlichsten  Vorlheile  gewähren  und  daher  jetat 

I  fast  allgemein  gebraucht,  tiuch  in  mehreren  der  grosseren  und  bessern 

{Deebanischen  Werkstätten  fast  nur  allein  angefertigt  werden,  in  W4i|- 

!  eher  Beziehung    der  Herr  Verfasser   sich   nur    etwa  die  Catal^ 

iles  polyfechniijchen   Inslituls   in  Wien   (ni.  tergl.  s.  B.  au4^  d9* 

,  In  jeder  Beziehung  treffliche  und  ausgezeichnete  Handbuch  dei 

I  niederen    Geodäsie    von    Hartner.     Wien.  1850.)    hätte  an-, 

I  j^ehen  sollen.     Das  Heliotroji  ist  nur  nach  der  ursprünglichen  %\vr 

f'ehtung  von  Gauss  beschrieben,  und  anfdie  neueren  lereinfacbten 
inrichtungen  dieses  Inslrumentä  von  Steinbeil,  Stierlin  Dnd 
1  Anderen  ist  gar  keine  Hücksich  t  genommen,  was  n  enigstens  bei  einNl 
I  Handliuchc  der  höheren  Geodäsie  nicht  gebilligt  werden  kaiUf 
I  ||f«ch  mehr  einzelne  Beispiele  dieser  Art  anzuführen,  fehlt  uiu 
'  der  Raum;  auch  wird  das  Bisherige  schon  hinreichen,  den  Nacb- 
I  weis  zu  führen,  dass  mau  aus  dem  vorliegenden  Buche  keine  dem 
gegenwärtigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  entsprechende  Inslru- 
mentalkenntnist;  schöpfen  kann.     Eben  so  wenig  hat  der  Herr  \vf- 
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luf  die  neueren  Fortschritte  der  Geodäsie  in  theoretischer 
BeKiehung  besondere  Kiicksicbt  genonimen.  Wenn  n'ir  auch  fast 
fürchten  miissen,  der  Eigentiehe  beschirldigl  zu  iverden,  wollen 
wir  doch  bemerken,  dass  in  den  bis  jetzt  erschieneaen  '21  BSnden 
des  „Archivs"  eine  Meni^e  der  Geodäsie  gemdmeter  Aufsätze  von 
sehr  verschiedenen  Verfasfiern  enthalten  sind,  die  von  neuere» 
Schriftstellern  über  Geodäsie  keineswegs  so  gänzlich  unberiick- 
eichtigt  gelassen  worden  sind,  wie  der  Herr  Verfasser  des  vor- 
liegenden Buchs  gethan  hat,  und  daher  doch  wohl  etwas  zur  FSr- 
derungder  betreffenden  WissenschaR  heigetragen  habet!  tniissen,  wie, 
um  nur  Einiges  zu  bemerken,  z.  B.  die  Aufsätze  über  die  Fehler 
der  mit  verschiedenen  Instrumenten  gemessenen  Horizontalwinkel; 
über  die  Theorie  der  terrestrischen  Strahlenbrechung  (die  S.  423. 
in  der  Note  vom  Herrn  Verlasser  gegebene  Darstellung  ist  ivenig- 
stens  höchst  suhnerfällig  und  berührt  keineswegs  die  Punkte,  auf 
die  es  hier  vorzüglich  ankommt);  Über  das  trigonometrische  flübeu- 
meesen  mit  ganz  besonderer  Berücksichtigung  der  Strahlenbrechung; 
über  die  vielen  neuen  Methoden  zur  graphischen  Auflösung  des 
Pothenot'schen  Problems;  Über  die  elegante  Methnde  zur  ge- 
nauen Aufstellung  des  lUesstisches,  oder  vielmehr  eines  gegebenen 
Punktes  auf  demselben,  über  einem  gegebeneik  Punkte  auf  der 
Erde,  welche  alle  die  kiinstlichen  Einrichtungen  des  Alesstisch- 
blattes,  die  der  Herr  Verfasser  Seite  144,  bei  seinem  nii:ht  sehr 
»u  empfehlenden  iMessti^cbe  beschreibt,  durch  welche  die  so  fiber- 
ans  uichlige  Festigkeit  umi  Unverrückliarkeit  des  Instruments, 
auf  welche  bei  dem  genauen  Arbeiten  mit  diesem  Instrumente  so 
ungemein  viel  ankommt,  nur  beeinträchtigt  werden  mnss,  völlig 
libertlüssig  und  ganz  und  gar  unnütz  macht,  u.  s.  w,  u.  s.  w. 

Unser  Gesammturtheil  über  das  vorliegende,  in  „dritter  ver- 
besserter und  i-ermehrter  Aufluge"  erschienene,  „nach  dem 
neuesten  Standpnnkte  der  Wissenschaft  bearbeitete'! 
Bandhuch  der  höheren  und  niederen  Geodäsie  geht  daher  dahin, 
dass  dasselbe  den  neueren  Zustand  dieser  wichtigen  Wissenschaft 
darzustellen  nicht  geeignet  ist,  wenn  wir  auch  sonst  seine  Brauch- 
barkeit für  untergeordnetere  Arbeiten  nicht  verkennen  wollen. 

Handbuch  der  niederen  Geodäsie  nebst  einem  An- 
hange über  die  Elemente  der  Markscheide  kun  st.  Zum 
Gebrauche  für  technische  Lehranstalten,  sowie  für  das 
Selbststudium  bearbeitet  von  Friedrich  Hartoer,  Pro- 
fessor der  höheren  Mathematik  und  praktischen  Geo- 
metrie am  steierm.  «tänd.  Joanneum  zu  Gratz.  Wien. 
Seidel.    16ä0.   8. 

Die  erste  Lieferung  dieses  Handbuchs  der  niederen  Geodäsie 
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kt  schon  im  Literat.  Ber.  Nr.  LVIll.  S.  '287.  knrz  ang«ieip^  vronleti. 

Jlwhdem  jelzt  alle  vier  Lieferungen  erschienen  sind,  erfordert  d\a 
I  Auszeichnung,  welche  das  Buch  seiner  inneren  Tüchtigkeit  und 
I  Aeinet  Brauchbarkeil  wegen  für  siuh  in  Anspruch  zu  nehmen  be- 
I  nehti^t  iot,  eine  voUslnndigere  Anzeige.  Sehon  a.  a.  O.  haben  wii 
I  ^rauf  hin^eiviesen,  dass  uns  snwohl  die  grosse  Deutlichkeit  der 
[  Darstellung  im  Allgemeinen,  als  atich  insbesondere  der  sehr  sorg- 
I  fiUli^  von  dem  Einfacheren  zum   Zusammengesetzteren    fortschr«- 

tvode  Guiig  in  der  Deschrnibung  und  Beurlheilun^  der  Instrumente, 

TMbei  auch  die  nathwendigsten  o|)tischen  Hüllslehren  nicht  über- 
l  ^"K^o  worden  sind,  angesprncben  habe.  Jener'  Urtheil  nieder- 
Linien  H'ir  jetzt  nach  dem  ErRcheinen  des  Tollständitren  Werkes 
i  iJitB  vollster  Ueberzeugung  und  firgen  demselben  noch  Folgendes 
I  Ünzu.  Was  zuerst  die  Instrumente  betrifft ,  »o  bemerken  wir,  dass 
I  iovrobl  die  Instrumente  zum  Zeichnen  auf  dem  Papier  als  auoli 
I  die  Instrumente  zum  Mensen  nntdeni  Felde  sehr  sorglältig  bescbrie- 
I  Iwn  und  in  sühiinen  HnUschiiitten  dargestellt  wnriten  sind.  Der 
I  Berr  Verfasser  hat  sich  aber  nicht  bloss  mit  der  Abbildung  der 
I  ganzen  zusammengeslelllcn  Instrumente  begnüfrt,  sondern  hat  aocti 
I  aJle  tvichtigeren  einzelnen  Theile  derselben  in  grösserem  Alaass- 
I  itabe  besonders  abgebildet  und  natilrlich  auch  SnssersI  deutlich 
I  beschrieben,  was  dieses  Buch  vor  vielen  anderen  Lelirbücbern  der 
\  üendäsie  höchst  vortheilhaft  auszeichnet,  und  den  Lehrling  in  dea 
I  Stanit  setzt,  sich  von  der  Einrichtung  der  Instrumente  in  alleo 
I  Uiren  einzelnen  'j'heilen  eine  buchst  deutliche  Ansobaunnif  zn  ver- 
L  sdiaffen-  Bei  der  Beschreibung  der  Instrumente  '  hat  der  Herr 
1  Verfasser  ferner  auf  die  neueren  Ports  eh  ritte  sehr  eorgfaUig  Rflcfc- 
[  flicht  genoninieu ,  und  daher  z.  B.  auch  den  verbesserten  Einrieb' 

taugen  der  IVIesskette,  dem  Theodoliten  mit  gebrochenem  Fernrohr, 
k  4en  verschiedenen  Arten  der  Distanzmesser,  den  neueren  vortreS- 
[  Hchen  INivetlir-lMstruni etilen  aus  der  Werkeitälte  des  polytechiiiscbeD 
I  IfiMitiits  in  Wien,  den  verschiedenen  Arten  der  Markscheider' 
I  ififitrumeDte,  u.  s.  w.,  besondere  Aufmerksamkeit  geividmet,  so 
[  (Uss  wir  nicht  wüsslen,  was  der  Lehrling  in  dieser  Beziehung 
I  noch  wünscheu  sollte.  Eben  so  sorgfältig  sind  die  Instrumente 
I  nach  ihren  Fehlern,  mit  deren  matliemalisrherBcslimmnng,  charak- 
b  tftftsirt  worden,  und  überall  hat  der  Herr  Verfasser  die  am  leicb- 
I  testen  praktisch  aiisfi'lhrbaren  und  zugleich  genauesten  Methoden 
C  Mr  Berichtigung  der  Instrumenten  gelehrt.  Was  ferner  die  Ales- 
I  gangsmethoden  betrifft,  so  sind  alle  Methoden  gelehrt  worden, 
[  welche  in  die  niedere  Gead;jsie,  der  ja  auch  das  Buch  nur  ge- 
I  iHdmot    sein    soll,    gehören.     Bei  den  Hühenmessungen  hat  daa 

geometrische,    trigonometrische    (natürlich    mit  Rüeksicht   auf  die 

Krümmung  der  Erde  und  die  Refraction  S.  231.  232.),  das  baro- 
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metrieche  und  tbermomelrische  Hii henm essen ,  so  ueit  diese  Ope- 
rationen in  den  kreis  der  niederen  Geodäsie  gehüren,  Ueriicksich- 
tigung  gefunden,  so  irie  auch  die  zu  forstlichen  Baumhöhenmes- 
snngen  u.  s.  w.  erforderlichen  und  jetzt  gelirSuchÜcheü  Instnimetite, 
die,  so  wie  ein  einfaches,  zw  Höhen nie^san^en  brauchliarea  Ge- 
ßis^barometer  gleichfalte  aii^ebildet  worden  sind.  Endlich  bat  der 
Herr  Verfasser  auch  der  Coordinatenniethode  bei  der  BeiecIiDunB 
der  Messungen  seine  besondere  Anfnierlisamkeit  gewidmet,  und 
über  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  so  viel  beigebracht,  als 
die  niedere  Geodäsie  irgend  7.a  fordern  berechtigt  is^ 

Wir  schliessen  diese  Anzeigte  mit  der  Bemerkung,  dass  wir 
gegennättJc;  in  der  That  kein  Üandburh  der  niederen  Geodäsie 
und  Markscheidekvnst  wüssten.  welches  wir  einem  Anfanger  in 
der  Geodäsie  nlit  grösserer  Zuversicht  ab  das  vorltegende  empfeh- 
len konnten.  Wir  wünschen  dem  Buche  die  grösste  Verbreitang 
uad  »ind  der  Meinung,  dass  es  zu  einer  besseren  und  gründliche- 
rein  Bildung  der  Feldmesser,  als  dieselbe  wohl  jetut  hin  und  wie- 
der aneelroffen  wird,  wesentlich  beitfagfn  wird.  Möge  es  uns  der 
Herr  Verfasser  nicht  (ibel  nehmen,  wenn  wir  schliesslich  uns  den 
Wunsch  auszusprechen  erlauben,  dass  wir  in  einer  neuen  Auf- 
lage, die  recht  hald  anzeigen  zu  krinnen  wir  mit  Zuversicht  hoffen, 
wohl  ein  Urlheil  eines  so  sHchkundigen  und  praktisch  &e>!))ten 
Geodäten .  wie  der  Herr  Verfasser  ist,  ülter  die  im  Archiv.  Tbl.  XVI. 
gelehrte  Methode  zur  genauen  Aufstellung  des  Messtisches,  oder 
eigentlich  eines  bestimmten  Punktes  auf  demselben,  über  einem 
auf  der  Erde  gegebenen  Punkte,  welche  nach  unserer  Meinung 
alle  künstlichen,  die  Festigkeit  des  Messtisches  nur  beeinträch- 
tigenden Einrichtungen  znr  ßewerkstelügung  dieser  Aufstellung 
völlig  enthehrirch  macht,    lesen  möchten. 


Vermischte  Schriften, 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu 
Bern.    Nr.  231-30.1.     (Vergl.  Literar.  Bei.  Nr.  LXXII.  S,  923.) 

in  jeder  Bezieliuii£  Löchsl  WErllien  MULlifiluuReii  fo  Unge  in  Kut-ksLauil  g«- 
litiubcu  zu  «eiu,  Wai  'wir  nur  iluicli  iea  JrlBDgel  .-in  Uniiin  eiilHiIinldieen  kBif 
neu.     "Wir  l.eeiUn  um  )clil,  ilne  Veraüumle  nncIizuhoUn. 

C.  Fischer-ÜDiler,  Beiclireibang  eines  neuen  eiulneUon  Ballioineleii, 
loil  eiuer  AliMlJnn-.     Nr.  23»— S35. 

R.  Wulf,  Noiizea  zur  Ccseliichle  der  Mnllicmalik  nod  l'li^iiti  in  <l«r 
ScUiveiz.     Clirj^ÜHU  WurileiaM  von  Hmel,      Nr.  237  and  238. 

C.  Brunuer,  Uel.er  Treanno.:;  lon  Kupfer  and  Zink  bei  Anal^ien. 
St.  23T  omi  238. 

B.  Wulf,  Beilr.g  zur  Lehre  Ton  der  Welinuhoinlidikeil.  Nr.239.i.24a 

B.  W^uir,  NnulitielUcn  von   <let   aiemwnrle   in  Bein.     Mr.  241   D.  -03, 

C.  Fiaclier-Oniler,  BcBLl.teib.  eines  neuen  Hr|>sOB>e[eT>.  N(.243u.244. 
....  DsrseLlie.    lldiräRe  lur  HoLenkeaulni«»  des  Cunloat  Bern.    eniliiilLend 

«»Bealiinm. einiger iwRiCeUiHtienVankteraillelatdesBiiromeleri.  Nr.24Sii.M4. 

B.  Wotr,  Noebriehltn  vun    der  Sldrxw.rie  in  Bern.     Nr.  215  u.  217. 
Usisslba,  Noll^en  zur   (ieschicUie  der  Mxli.moiik  und  Vhyaik  in  der 

~  hweiz.     Simon  LiiiiiUer.     (Zweiter  Artikel.)     Nt.  24ä  und  S4T. 

C.  Brnnner,  Ueber  die  Betlimmung  von  Oaigemengeu.    Nr.  252  hi«  2.H. 


L 
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Nr.  352  1>U  2öK 


'    Bnd  ihre  BcdtlDluD^ 

I  Dcriolbe,    ! 

j    fchnappen.)     Nr.  i 

Dcnclbe,  I 

ifchwei«.     (Souiiei. 

i«83— trl8.)     Wr. 

r*      n>r.ciiiii.  ■ 


R.    -Wolf,  NachrlchltQ  ti 

Dersclho,  Noiizrn  ^»r   ( 

\   SchwH!'.      Jnhr- Rollet    von   H,-. 

»BäderkimlGn.  1T16— 171«.     Ni 

□  eriell'c.  NnchricMen  « 


Dir,     Ucbcr 

Nr.  292  bis 
«Ibe,  N«d.ri 


C.  Bruniier,  CbcmiKclie  niillheilungon 
iMriechrn  LiiFl  und  mehrerti  Andere.  Nr.  ! 
'      P.  Wnir,  Nm-hrlohti!.!  iDn  il 


nduriktil  den  «elir  iinehIiuDdlB<-n  uuil  ^ 
iDjtlnimcni  und  uaitte  in  nem^erZi^ii  Xi 
htr  BiiroBicIar,  iiameiitUtli  HUuli  »bor  ^ 
n  der  Suche  v^rHieiien,    viel  eerülimls 

kein*  dcraellien  ein  gutes  RcUeliaroinrlei'  er» 

J)ei  ddn   äuntrsl  heiiueinirn  EinriciitunnicD ,    il 

tlranienlen  lu   gchfin  im   Srnade  »ei.     Ber  Au' 

ß.   "»'uir.  NacJirioblea  vun  d 

Derselhe.  Noliifu  lur  Gen 

[  ^wtlz.      Johann    Biivliil    Cfasl. 

f  ioilR    diese*    hit    jelzl  wciilg    hpkn 

'    *■  n  hal  Herr   R.   Wolf   . 


I  der  Siernwiirte  in  Bsrn.     Nr.  268  und  269. 
en.      Nr.  2T9  nnd  28«. 

der  3lflriiw»r(e  in  BBro.     Nr,  STP  und  2S0, 
scUiJiln  di>r  Mallieinalik  nml   Hijalk  in  die   * 

iiad    Ahr^iham  Wienigir,' Schulinelslsm  u 
281   h»  283. 

I  der  äiernwiirlB  in  Bern.     Nr.  281  Mi  98S, 
auf,  dar  SiErue  am  Himmel  oder  dai  Milck- 
!H1  und  285.     (lureressxniDr  Anfantz.) 
iclicu  üang    der   nuif>aeliichcn  DecliBittiou> 


rn.     Nr.  292  bU  293. 

Anal7>e   der   atno- 
IS. 

n.      Nr.  296  W»  29B, 
N(.  S 
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1-<iielien 

lerfKlire 


1   Verf.    Sil« 
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I   lulircren  In- 


arie  in  Bern.  Nr.  3ÜU  d 
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nnd  309.  Die  Lehsush 
weizeri sehen  MitliemHiik 
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Jahn 


r  Mal 


Bl>r 


lUd    PI. 


loir  Wair.  Bern  1853.  8.  her.nuH^^eiieben.  Cysäl  wHr  1586  in  Ln- 
lern  ^eliuren  nn<<  ^tnrh  daselbst  xm  3,  Ktnrz  l<i5T.  Die  I.elienibcachreihunE 
Ul  in  vieler  Bezieligng  inlerens^nl  Es  geht  an«  derselben  d.  A,  henur,  dun 
Cy.fll  e<:hOQ  in  einer  1619  erschienenen  Schrift  dem  Saliirn  zwei  Mauda 
bellrel,  nührend  sontl  allgemein  nugenommen  wird,  erst  Hnyßcna  haln 
Im  h\iTi  1695  einen  ersten  Salnrnamond  und  Uomini«  CntBiul  16TI  tinta 
entdeckt.  Ferner  hnl  Herr  R.  Wolf  uezeigl,''  dass  Cjsai  (choB 
rdeugrosenNchel  im  Orion,  der  Galile  i  und  He'vel  ent^infi,  bereits  kannit, 
also  rälsilblich  erzäblt  wird,  er  sei  erst  1656  von  lle^gena  eulJeakt 
~  Worrieu.  Deumacli  wird  künftig  ah  Eutdetkor  des  groasen  Nabel»  im  Oricm 
Cytal  za  nennen  sein. 

In  den  liier  besprochenen  Nnmmrrn    der  Midlieilnngen   Snden    »icli  in* 
in  den  früheren   auch  wieder    eine    graue  Menge   interessanter  BililtbeilnB|(a 
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